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Bei  Ito  Brill  in  BanmMt  sind  enehieiieii: 

Matli.  Modelle. 

13.  Serie. 

W  Yaden-Üloilelle  der  Regeliäehei  vierter  Ordinig, 

daigettellt  durch  Seidenfäden  in  MessinggesteUen 
von  Prof.  Dr.  Hohn  in  Dresden. 

Rtfelfl.  mit  flinsBi  Paar  reeller  Dp.-Oersden  (Nr.  S.),  mit  9  dOeJ.  ima«?.  Dr.-G«r.  (|.)  , 
•iatr  S«lbtllk0rttraii««-Oer.  ■#  «iaer  4r«li:  Qn.  (6.  7.).  Dp.-k«ral»(^.  %.  Op  -Oei;. 

(8.).  Dp.'Carv«  tTOPd.  (9.  IQl).  —  Dm«  rfne  Abbaad^. 

Pnls  ier  Hod.  1.  4.  5.  jr  :^f;  Mark,  ih  6.  7.  9.  10.  Je  40  Mark»  8.  8» 
je  44  JUrk,  der  gansen  ütorie  880  lUrlu 


14.  Serie. 

16  Cipi-Itdelle  inr  Fiikti^iftttheorie, 

nach  den  im  math.  lost,  der  techn.  Uoclisch.  Münch cn  unter  Leitang 
von  Prof.  Dr.  Dyck  angefert.  Originalen. 

Der  rftllfi  und  iii:^ff,-iriir'>  Thell  der  Werthf  -  liut  Funktion  über  <ior  Ebene  des  complexen 
Anumento  el«  Ordiutaa  aufgetraces ,  liefert  je  eine  FUche-  —  Dieselben  sind  beide  Ar 
MfwA«  FtoktiMim  Mutniit  uA  ««lliTM«-  ui  VillrLbiiMi  «iagalngM: 

1;  «»— Ii*— 1;  t^  —  l— «»i  (Verzweig.-Pkte.)j  w  — ^; 

w  —  l^log^^  (Unendl.  -  Pkt«. ) ;  6w  «  ^  (wesentL  singd.  Pkt). 

Femer  fftr  die  ellipt  Funktionen:  p(u);  {c=p'(t>)  ftr  1)  ^s=4> 
^,«0;  2)  ja^U,  Nebst  eriantemdem  Text  n.  AbUklimgeii. 

Pnia  4cr  Serie  Oao  Jlark.  Eintslpraiie  Protpect. 


15.  Serie. 

L  Projekti^Bs-Hodelle  der  4  erstei  regeim*  mr-diMCBS. 

Körper 

in  Dfaht  nsd  Seidenftden  dargestellt  Ton  Dr.  Y.  SeUefel  in 

Hagen  i.  W. 

Dm  5-i  8-,  16-,  2S-ZeU,  aus  dem  vier-dimeiiA.  Raum  in  tleo  drei-üimeos.  pro« 
jidft,  «0  diM  eine  der  Zellen  in  ein  rflgclni.  Polyeder  ftbergtht ,  dM  dte  ftlMr* 

nmschüc'^sT.    Nebst  einer  Abhandlung. 

Prell  der  rler  Modelle  2<i  Mark  (Mr.  i  Mk.  i.so,  Nr.  s.  Mk.  4.00,  Mr.  e. 

Mk.  4.,  Nr.  4.  Ilk.  18). 

II.    Fläeke,  auf  welche  das  Rllin^oid  durch  parallele 
NoraaieB  coiform  akgeUldel  wird,  mit  liürümmungaliaieQ. 

In  Gips  med*  TOn  Br,  Beinkeek  in  Blnkeek. 
PMig  12  Birk. 

SAmmtlicke  Proepecte  aaf  Verl.  gratis  q.  franeo. 

Von  flen  insq:psammt  208  Ntimmcm  ctcs  Modell -Ycriaga  «nd  149  Modelle  ans 
Gtps  bergeetellt,  19  in  äeideuf&deu,  40  ans  Draht  etc.  und  ber&hrca  fust  alle 
Q«bi«te  fliftth.  WiiMos;  synthet.  a.  analjrt.  Q«oinetrie,  Krftmmungstheorie, 

BMtk.  Pbyidk,  EeBkt.-Tlwerie. 
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I. 


Der  Bfocard'sche  Winkel  des  Dreiecks. 


Von 


W.  Fuhrinaiin. 


Vorbemerkung. 


Ib  mwoBtor  Z0H  sind  Methwnatilnnr  t etiehiedeMr  Linder  m 
EtfenedwUen  dee  Dieieeke  gmloeien,  weklie,  obwol  die  Unter- 

ZmMenbing  leigleB.  Dtaew  geHtnieniiang  wurde  dareh  einen 
■erkwerdigen  Poia  nnd  einn  nerkwirdigen  Winkel  dee  IMecke 
heigmlriW 

Wlkrend  der  Punkt  die  3  Namen:  der  Grebc'sche  Paokt,  le 
poiot  de  Lemoine,  Ihe  symmedian-poiut ,  erhalten  hat,  wird  der 
Winkel  wol  allgemein  nach  dem  Vorschlage  der  Miss  C.  A.  Scott 
(Edncational  Times)  als  der  Brocard*sche  Winkel  bezeichnet  Un- 
iweifelhaft  gebohrt  Brocard  das  Verdienst,  die  geuaueru  ünter- 
snchnngen,  di«  sich  auf  diesen  Winkel  beziehen,  angeregt  zn  habfu, 
doct  ist  der  Winkel  schon  vou  van  Swindea  (Grondbeginsels  der 
Meetknnde  door  J.  H.  van  Swindeu  c.  1816)  angeftthrt.  Derselbe 
hat  nicht  nur  die  Beiatioueu 


■igqgike»,  eendM  nn«h  die  Pukte,  «eiehe  mit  diesen  Winkel  In 
Indgein  Zminuneobuge  iteben  nnd  die  als  Brocard*tcbe  Pinkt» 


•in**     sin'o  '  sinV  '  «n'y 


Ank.  4.  lUlk^B.  Pkya.  l,  £«ilie.  T.  YL 
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bezeichnet  werdeu.  Ebenso  giebi  Desboves  in  seinem  Werke:  Qoes- 
tions  de  trigooometrio  recüligne  die  Grondrelatiooen  an.  Die  Unter- 
suchungen dagegen  über  den  Kreis,  der  durch  diese  Punkte  und  den 
vorher  angegebenen  Grebe'schen  Punkt  geht,  rühren  vou  Brocard 
her,  weähaib  dieser  Kreis  mit  liecht  uis  der  Brocard'sche  bezeichne 
wird. 

Nadidttn  Broeaid  lehoii  1880  in  te  Zeltodurift  von  J.  C.  T. 
HoAnann  fUr  matbematitdieii  und  oatnnHaaensebaftliclieQ  Unterridit 
eisige  nerliwflrdige  EigenicbefteD  dietcs  Krdaet  angegeben  bette^  ver 
Oientlicbte  er  eine  dtranf  besOgllcbe  Abbandlang;  Etnde  d*nn  noa- 
vean  cerele  da  plan  da  triangle  (AieociaCion  frao^aiso  poor  raven- 
cenent  det  sdenoes;  Gongrts  d'Alger  1881).  Andere  Abbandlangen, 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Panl[ten  dieses  Kreises  lasaramen- 
bangen,  sind:  Programmabbandlnng  ron  Klebl  in  Brombeig:  Zar 
Tbeorle  der  TitasTersalea.  1881.  Programmabbandlnog  von  Artst 
in  Recklingbaasen:  üntersnchiiiien  tibsr  Shnllcbe  Pnnlctreiben  aaf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  etc.  1884.  R.  Tacker  in  London:  tbe 
triplicate  ratio-circle  im  Qnartefly  Joarnal  of  matbemalics.  1883. 
Denselben  folgten  andere  von  Brocard  nnd  R.  Tacker.  Der  letitere 
vcfOffontUcbte  dieselben  in  den  prooeedingi  of  tbe  London  mathe* 
matical  sociely,  wibrend  Brocard  seine  Haaptabbandtnag  noch  in  der 
Association  francaise  poar  favanoement  des  Sdenoes,  Ooogrte  de 
Ronen  nnd  eine  andere  im  Jonmal  de  matbdmatiqaes  speciales  er- 
schienen Hess.  Kleinere  Bachen  mochte  er  noch  in  der  genannten 
Zeitschrift  von  J.  0.  V.  HoÜBmnn  bekannt.  In  derselben  Zeitschrift 
TerOiintlichten  noch  mehrere  andere  Männer  in  Gestalt  ron  Anf- 
gaben  geometrische  Lehrsätze,  welche  sich  an  den  Brocard'seben 
Kreis  anschlössen.  Es  waren  dies  ausser  den  schon  genannten  Brocard» 
Artzt  nnd  Kiehl  noch  besonders  Stull  in  Bensheim,  dann  BOlüen  in 
Rentlingen,  Dewulf,  G.  Tarry  in  Algier,  Neuberg  in  Lattich  nnd  der 
unterzeichnete  Verfasser,  wobei  au  der  Lösung  sich  noch  andere 
Männer  (Stegemann  in  Prcnzlau,  Emmerich  in  Mtthlbeim  a.  ^ 
Godt  in  Lübeck,  Capelle  in  Oberbanton)  beteiligten.  Kleinere  Sachen 
worden  noch  in  den  noaveUes  annales  de  math^matiqaes  von  Le- 
moine  nnd  Maurice  d'Ocague  angegeben;  dieselben  bezogen  sich  be- 
sonders aaf  den  Gicbe'schen  Punkt.  Endlich  ist  noch  eine  Arbeit 
von  Keuberg  hervorzuheben,  welche  mir  leider  nicht  zugänglich  war. 
Nachdem  derselbe  in  der  belgischen  Zeitschrift  Mathosis  mehrere 
Untersuchungen  aber  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  schrieb 
er  in  einer  Zeitschrift,  welche  von  der  königl.  belgischen  Akademih 
herausgegeben  wird,  eine  Abhandlung:  M6moire  sur  le  t^tra^dre.  Ich 
habe  nnr  ersehen  können,  dass  der  Grebe'scbe  and  die  Brocaid'echSB 
dankte  hier  eine  grosse  itoUe  spielen. 
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Ohne  behaupten  zu  wollen,  dass  alle  rublicaüunen,  die  sich  auf 
dwseu  (jegensUnd  beziehen,  genannt  sind,  dürften  doch  die  wo^nt- 
licliäteu  geuanut  gciu,  uud  diese  Angaben  dürften  die  Mittel  angeben, 
on  dkj^iiigeD  Werke  ausfindig  zu  machen,  welche  weitere  Luter- 
mekiagsn  darflber  eothalten,  so  dass  ich  hoffen  könnte,  dass  die 
wagßtßhtm»  Uehenicht  keiM  guii  llbarflflnigs  AiMt  itC. 

Diese  Untersuchangen  bieten  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik interessante  Resultate,  so  dass  ich  glaube,  dass  die  Sammlung 
derse  lben  auch  in  weiterem  Kreise  Intcrcpsp  eiutlösson  wird.  Da  die  Ab- 
leitung der  Resultate  auf  elementar  trigonomctrischom  Wege  die 
leichteste  ist,  so  schioii  es  mir  am  vorteilhaftesten,  die  Eigenschaften, 
die  sich  auf  den  Brocard'sciieu  Winkel  beziehen,  zunächst  einheit- 
lich zusammenzostellen.  Das  Thema  erhält  dadurch  eine  angemessene 
BeschrSnkang  und  führt  am  leichtesten  in  die  weiter  gebenden  Eigen- 
Schafte u  ein. 

Der  Ueberticht  halber  teile  ich  die  Eigenschaften  in  2  Teile. 
Der  erste  bezieht  sich  auf  symmetrische  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  des  Dreiecks  nnd  dem  Brocard'schen  Winkel.  Der  2te  giebt 
Längen  und  Grössen  des  Dreiecks,  die  sich  durch  diesen  Winkel 
ansdrOcken  lassen ,  sowie  einige  sich  daran  anschliessende  Eigen- 
schaften, also  immer  nur  solche,  welche  mit  dem  Winkel  in  Verbin- 
dnj^g  stehen. 

A.  Relationen  zwischen  den  Winkeln  des  Dreiecks  nnd  dem 
Brocard'schen  Winkel. 

EiUimng.  Das  Dreieck  wefde  mit  ABC  (Fig.  1.)  beielfihnet, 
die  Winkel  mit  o,  y\  die  Seiten  entsprechend  mit  a,  Fillt 
man  von  einem  Pnnkte  P  das  Lot  anf  eine  Seite  a,  to  heisst  der 
Fnsapiinkt  P«,  analog  ist  die  Bedentnng  A,  Pt»  Der  Mittelpunkt 
des  nmgesehriebenen  Kreises  ist  so  dass  die  Mittelpnnkte  der 
Seiten  Bnt  ü^»,  sind.  liegen  mehrere  Pnnkte  auf  dem  Lote,  so 
erhUt  der  (üo&chste  und  bekannteste  den  Vorzug.  Der  HOhen* 
sehnittpnnkt  sei  H',  doch  bezeichnen  wir  die  Fusspunkte  der  Höhen 
mit  A»^  B»,  Cc.  Der  Schwerpunkt  sei  und  G'  der  Grebc'schc 
Punkt.  Bildet  eine  Ecktran sversalo  mit  einer  Seite  einen  Winkel 
tp ,  80  bezeichnen  wir  die  durch  dieselbe  Ecke  gebende  Transversale, 
welche  mit  der  andern  Seite  den  Winkel  <p  bildet,  als  Gegentrans- 
versale,  so  dass  also  diese  Transverf^alen  dieselbe  Winkelhalbirungs- 
iiüie  uIr  die  Dreieckswinkel  haben.  Schneiden  sich  3  Ecktrans- 
Tersalen  in  eiuem  Punkte,  so  bekanntlich  auch  die  Gegentransver- 
sale.  Diese  so  vod  einander  abhängigen  Punkte  m  imea  wir  Gegen- 
punkte  in  Bezug  auf  das  Dreieck.  Dass  II  uud  W  solche  Punkte 
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sind,  ist  beisannt,  ebenso  wol  ibt  es  aach  von  G  nud  G'  bekauut. 
F>klärt  mau  den  Grebe'schen  Punkt  auch  als  den  Gegenyunkt  dos 
Schwerpunkts,  so  kann  mau  daraus  die  Eigenschaft  ableiten,  dass  die 
durch  ihn  gehenden  Ecktransversalen  durch  die  Pole  der  Gegenseiten 
in  Bezug  auf  deu  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  und  dass  sie  die 
Gegenseiten  nach  dem  Verb&ltuiss  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten 
teilen.    Der  Inhalt  des  Dreiecks  wird  mit  J  bezeichnet 

1.  Beftimmt  man  eiaea  Wiakel  9  tearUg,  daaa  die  Relation 
itattfindet: 

tiB(tt  — 3^)BiB(/I-^)sin(y— ^)  —  da*^ 

und  trigt  diesen  Wiakel  fortlaufend  iu  den  Ecken  an  den  Seiten 
nach  innen  an,  so  werden  sich  diese  Geladen  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Solcher  Punkte  giebt  es  2,  da  man  an  jeder  Ecke  den  Winkel 
an  t?  Seiten  antragen  kann.  Diese  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Transversalen  werden  die  Brocard'schen  Punkte  genannt,  sie  sollen 
mit  0  und  (J'  bezeichnet  werden.  Die  Paakte  sind  offenbar  Gegen- 
pankte,  denn  es  ist; 

GAB  —  OBC  =  OCA  =  O'AC  =  O  BA  —  O'CB  »  ^, 

2.  Ana  der  Relation  in  1.  folgt  l^dit: 

^«      1 4-LfJ8efC08i5co8y        ^    ,         ,     ^  a^-\-h^'\-^ 

Bew.  ladem  man  die  Sätie  anwendet,  welche  da  Prodact  von 
2  Fnaetionen  Sinai  oder  Coainoa  in  eine  Summe  oder  Diisrena  ver- 
wsadeln,  erhilt  man: 

48in(o— ^>8iu(^  — {>)Bin(y  — —  8in(2a-fi^)+sin(2/3+*) 

+Bia(2x-f^)— sinS^ 

Die  Gleichnng  in  1.  laatel  also  : 

8in(2«i+^)+8io(2i?+^)+8in(2/H-^)  — iin3»  «  isin'» 
Entwiekelt  man  die  eiasdnea  Glieder  links  nnd  benntit  die  Formel 

Bia8»-iSrini^-4sin^ 

so  folgt: 

(8in2a-|-sin2/J-fsin2y)cOB(r+(co82«  +  co82/34-c082y)8in*  -8sln»  —  0 
oder 

4sin«8in/SBin/co8^^2(sin'«+Bia*^+8inV)8in»  —  0 

also 


Digitized  by  Google 


El  itt  ferner: 

—  Bio  o  gm  ^  cos/ 

Mlblgt: 

l-l-OMorGos/Scosy—  cosasin  /Ssiny-l-BinacoB^  siny-l'Bii^''  lin/Jcosy 
iIm: 

1 -4- cofi o cos C08 y        ^    ,  , 

Ferner 

airiB«tiB^iiBy        ar>tiB«riB/llilif  4^ 

a.  Aas  2.  £olgts 

alio 

gin(g-^)_8in  iß+  Y) 

oder 

ifai(«^d)       iin%  gtn'« 

lin^        SfSf  ihi«iiii/lBiny 


■in  sin«^    ^  8iD»/3 

tin^    ^  tin/ain«  iiB«fin/laiDy 

iiB(¥— tin«y     ^  tlli»y  

im*        ^ci  tin/l  *  ainciiii^siny 

1:^  ist  also: 

4.  £i]iebt  Biift  die  Gkicfamg: 

coti^  —  cota-j-cot^  +  coty 
ii't  Qiadiil  nnd  «ddirt  1,  lo  find«!  nin : 

COt/Jooty-f-COtycota^-coto  cotß  1 

_i  L_.   1   ,  i 

liii^     flu'»'''  S^"^  liaSr 
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5.  Aitcb  dmh  die  hilbm  Wlalnl  UM  M  oot^  eleguit  ms- 
drflcken.  Es  ist 

icoU^  —  cot^cot^cot^  +  cot^tg  1^1+  tg^cot^tg| 

ß  f 
+  tgätg|cot^ 


JBew.  1.  £&  ist 


■Im 


3eoi9  —  cot  I  -  tg  I 


4(cota+cotp+coty)  =  cot^+cot|+  cot^4-  (^ot^  -  t«  ^  —  Uf^) 


Ferner 


«  ,        ß  ,        f  a        8  Y 

cot^+cot^-|-cot|  =,cot  J  •  COtg  •  cot^ 


/3 


■llO 


+  eot|.tg|.tg|+cot|.tg^.tg^ 

Bew.  2. 

4  (1+eos«)  (1  —  cot  Aa — 008/)+ (1  —  eo8«r}  <1 +eoB  /Q  (1  — m/) 

+  ( 1  —  008  «)  (1  —  cos    ( 1  +  C08  y) 

Ditidirt  suu  durch  sin a sin/? sin so  eibflll  mtti  die  Formel 


6.  cot^s 


8m%  siu'^  siaV 

808«  COe/l  G08/ 
III 


siu^a  siR^ß  siu^f 

sin«  siD/l  siar 
1  11 


Bew.  Die  erste  Betemiinante  kann  dargestellt  werden  darch 
£  sin'«  cos  ß  —  tih^ß  cos  « ,  die  2  te  darch  £  sin'a  sin  |J  —  si  n'|3  sin  «, 
wo  das  Zeichen  X  bedeuten  soll,  dass  die  andern  Glieder  dedarch 
gebildet  werden ,  indem  ß  für  «,  /  für  a  far  y  gesetzt  ttiid  eo 
fortgeschritten  wird,  bis  man  mm  ersten  Gliede  sorflchkehrt 

Es  ist  nun 
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•ii^cofi^-^sin^/JcoBo  »  u]iacof/}(l  — oos^o)  Bi]|^coao(l  —  coi*|3) 
»  Biiiacos/3—co808i&/l— Cosa  008 /}(8iA«eofa^ii]|/Sooi/0 
—  8im(«'-AU-'C0t«eof/f€0f(aH-/'>l 

■inHiiiii     tfn^nn«  ^  8iii«8iii^(tlii^«-aiii'A 

—  till«8iii^lis(a+AsiB(«  — A 

—  sia(o—/})8in«8in/}  Billy 

gn^acos/f  —  sin^ffcQgq  l-|-coaaco8/?cogy 
8iB%tui|l— iiaa  suiAsiii/fiiiir 

Dft,  wena 

*i    fi    V         »i+jfj +*i "  *i 
iit,  10  folgt  danwfl  der  Mi. 

7.  Wir  woOflii  eioAlumi; 

•i]i%+8iii'/}+HiiV 

«in  V  8inV4-       siu^a    sin^a  sia*^  —  i* 
sina.iin/l.fiiBy  —  I» 

Dann  folgt  ans  der  Gleichong  in  i. 

10  dm  ^  itels  ipitt  ist  Alio 

und 

Baneb 

C08«*  - 

Stt,  80  ioigt  aocJi 
liso 

8in*«+8inV+wnV  -  2i«- V  -  2,1») 
&  Au8  deu  Formelo  in  7.  folgt  noch  leicht 

rin2d-  ^ 
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"     »V    "  28itta8iaif8iJjy(Bm^i4-wnV-f  sü?^ 

^       sing      ^  Bin jJ  sin  y  1 
'  8in(o--  2^)     siüa  8ia  ^  ^  sia^  iin'a 

•Im 


810  tt 


«W.  — jg^j —  =  cosv  —  cutasin^ 

•liO 

Bew.  -     -  lin'acM»— 8fai«60i«tin^ 

ilao 

»  2/tcot^co8d^— 2fi8m%^ 

^aftcoB2» 

_iiii^+aiaV+8iD«y-f-2co8«aiB/>iiny 

da 

sin*«  —  sin'^  -j-  sin'v  —  Ssiu  ß  Bio  y  cos  c  ist 

Somit 
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■in«  A 

lad 

«ino^  i(sin*<r  +  sin«,?  -f  sin'y-f-SA«) 


_  A5H-2COS 2«)     jl(l-f  4co8«^) 

14  Xifai«ilii(«+*)  -  ^ 
Btw.  ii»«iia(«+^)*iiB%€m^+ii>"coiaiiB^ 

—  ^fiot^eos«+2^  sin*  = 

ftiflO 

nna 

EbMO  almliiteii  iit: 

17.    XtiB«COS(«~^  4fl€M^ 

la    X  Bino  cos(o  4-  ^)  —  0 


Ist  h  eine  positive  oder  aegative  ganze  Zahl,  so  folgt  ebeoso 


z.  B. 


 ^2«)i2*+-^-l+4co82^ 


C08(o-fAd)      C0S(A  -f  1)^ 


coid 


-^^riS^r  aü>  28iiiÄ» 

23  8iD(y-^) 

-  coi^+üot/lcoty.tai»-  !?B!?!«B|4?L* 
 ain^aiiif  *"  ^^ua^^^-f  sin^d— 2cot^8in^co«e  —  1 

^  ^C08(^-»)C08(y-^) 

36    j  C08(/?-f-»)cQa(y-j-^)  ^  cos30 

Diese  Beweise  alni  fnx  analog  dn  vorte«ii. 

37.  J5cos«cosOl— ^)co8(y— ^)  =  3coB^(co8acos/$  cos  y  cos «/ 

•j- sin  sin /^sin  y  Bin 

Bew.  cos« eoa(/I^^) ooe(y  —  ^>  —  cos«cos/lcos]r€Oi^ 

+eoi«sia/fsi»yBii^+eei«siftaeQa^ifai^ 

£b  ist  aber 


Digitized  by  Google 


»ISO 


nacht  keioe  Schwierigkeiteu,  auf  aoaloge  Weise  folgende 
SdatioBea  n  beweisen. 

sin  ß  sin  y  3^  cos  & 


39.  2: 


sin(/9  —    %in{y  —  ^}  sin»* 


31.  2:8in«(«4-^)  -  Sein^^+a^icot^ 
2;eos*(«+^) »  Sooi^--Sfieot^ 

32.  8in(«+ *)sm(iJ + *J  sinCr + -  2|»  cos  ^ — sin»^ 

8S.  oos(«-.»)coi(|l-d)üOi(y-#)-^-cof«fr 

84.  coi(<f4-^)oMtf+*}coi(r+*) 

SS  ewcrcoi/Scosy  coa^— iiB«iin/}8iny^sin*» 

36.      siD'o  si]i(a ^)   3|i sin^ 

Biw.   sitt Bitt(a  —  »)  — i  sin*«  cos  d  —  sin*«  cos  o  sin  3- 

also 

2aiii%aii(ii-«^) »  coa^iia«a+sbi«/l+dDV) 

— sin^XsliiVreoa« 


12  Fuhrmumm:  Der  Brocar^sek»  WMcti  det  DrtitdeM* 

»  Bin  II  cos  ^co8  y  —  sinn  cos  n  cos  §  cos  —  sin  «  sin  ß  sio  /sia^a 

ibo  . 

-'Zun'ocosa     I»  — 2^cosaco8^co8)^— 

3fi  '-2|i(l-f-oot«ooB/leos/)— fia* 

Somit 

Xaiii*wfiii(<f— ^)  =  4fi>(eot9#oot^eoi^— coe»)+3fisio» 

'-siW«»*^+^'*"^ 

Der  falgende  Satz  bedarf  snm  Beweise  du  einer  kleinen  Ver- 
indennig.  Man  erbilt  nmldiat 

,|^~|ooe»^coi^+»in2#«indJ-8firin* 

»?^-?.3.dn» 

Leicht  eigeben  sich  ferner  noch  fotgeade  fieUtionea: 

37.  2fla«iiB(a+^)-ii?iin^+iy82ain2« 

2|I«ob(3 

-iicot^+ys,.« — ^j^pr-^ 

aa  -Bco.«rfn(«+j)=fV3-'''^^"(3-Z!) 

39.  «.(.+^).i„(ß+i)«„(,+|)-!:^i) 

-fV» 

d.(..5).i.(p-?).ia(,-?)-,v8_L-j^^ 


41.  i?un«coe 
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42.   2riiD«coß(^«-3 j  =  ^  


44.  co»^«- 3jco8^/?-3  jco8^^y -3^  


45.  Die  Schwerliuien  eines  Dreiecks  ^öC  seien  <a,  <6 ,  tc  und 
die  Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  Seiteu  ta,  h  sind,  seieu  tt^^  ^q, 
fg.  Man  üudet  dann : 


et  ist  ferner: 

oder  dm 
und 


9a>  =  4(<6*  +<c*)  +  6ic  cot  «0  sin  a 
41^14.41^1  -  4a>+M+0* 

6«8ina  =  2^ 


oder 


Ferner 


also 

oder 


also 


^  —  4J(cot*— coto) 

6a>  s  12^(eot^— cot«)  ^  4^(oot»+Scota^ 

3cotd  — 3cot  «  —  cot^-J~^^% 

2oot#  =  d(oot04-oot«^) 

2cot »  =  3(cot  4-  cot 
2cot^^  —  3(coty+cotjfa) 

6oot^  —  8cot*+3(cottt,4-coti3o4-coty«) 


Das  Dreieck,  desaca  Seiten  die  SchweriisieD  eines  andern  Drei- 
ecks sind,  hat  mit  diesem  denselben  Brocard'sdien  Winkel 


B.  Bestimmung  der  Längen  von  Linien  im  Dreieck  «od  damit 
nuMumenhaDgeiide  £igeiisdiiifteii  des  Dreiecki. 

1.  Ans  Dreieck  ABC  folgt  leieht 

tfiin  (/?  —  »)     graiaysin'«?— j^) 

Mit  Benofiiiiiig  der  Gleichangmi  in  A.  N.  db  findet  nun 
8^eM«iii^  .  Srtlnyiia» 

EbeoBo 

2r8in  y  sin»  2r8iQasia^ 
BO  —  /  j   BO   r-s — 

2»'gin<riin»  ,  2r8in/?8tn^ 

 aiT"   

Hierane  folgt  noch: 

BO.  CO'  -  CO  ^O*     ilO.  J»0'  -  4r*iin*<^ 
4r«tin/?8in  ysitt^  4r«iin»» 

i40.J30.CO  -  ^ O'.i^O  . CO'  —  8r»8in»^ 

jlO.ilO'iln«4-BO.BO'Btn/{+C0.C0'ilny— 4r*|i  —  8J 

CO      sin(a  — ^  giD(«it  — 

AO "      Bin  »  *       AO'         sin*  ' 

AO      sintf*-fr)        CO'  gin(jy-^) 
BO"     lin^    •      BO»""     8iB#  • 

BO      8in(y-  '^)        AO'  _  8iu(y—  tf) 
eo"*     sin^     *      CO  sin*  * 

BO'.CO  —  4r>sin^Bin(a— 
CO'.ilp  -  4r*Bitt»iin(/l-^), 
A&.BO^  4r*8in^iin(y  ^^). 

2.  Ans  dem  Dreieck  AOO'  erh&it  maa: 

OO'«  —         ^-(sin«^  +  8inV  — 28ini38inyoos(«  -  2^>) 
petit  man 
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COi(«— 2*)  —  C08i(-|-38iQfrsin(a  -  &) 


ao  wird  die  Gleicliaiig 


3.  Es  mögen  sich  onn  BO  nnd  CO*  in  X',  CO  ond  AC/  in 
ilO  Md       ta  0'  tdineiden,  dasn  keieiclinet  nui  ifB*«?'  nln  das 
Braovd'selM  Meck.  A«  der  Oomtraetiot  folgt: 

^  Aoe  -  caA  - 180^—/,  coil  —  A(yB  -  lao*— « 

Wir  nehmen  der  |NrieiMn  YortCellnng  halber  ein  tpitiwinkliges  Drei- 
eck «>/f>60^>r  an). 

Dann  ist  B'OA'  =  B'O'A'  —  y,  also  liegen  A'U'OO'  auf  einem 
Kreise,  voq  dem  sieb  ebenso  beweiseii  läBst,  daas  er  durch  C  geht 

Der  dnrch  A'B'C  bestimmte  Kreis,  welcher  als  Brocard*sehir 
bezeichnet  wird ,  geht  also  durch  die  Punkte  O  und  Da  die 
Wialiel  des  Dreiecks  «,  ß,  y  sind,  so  ist  es  ABV  fthnlich.  Ferner 

woi!  HC  senkr  auf  AB  und  HA'  senkr.  auf  BC^  A!BC* ^ 
A'B'C'  =  ^,  also  geht  derselbe  Kreis  auch  durch  IL 

4.  A4'O-0O<»-4^,  ebeaio  JWO'sSO^-«,  dn  Aber  HO 
nad  IfO'  gleiche  Winkel  iai  Kreise  von  Brocard  gespannt  sind,  lo 
iit  flO  —         Aaeh  ist  OJSTO'—  2». 

Dies  lässt  sich  noch  darch  directe  Berechnaog  fiadea.  Aus 
AUO  findet  man: 


4r»ein»» 
siB% 


l3^sin<to^«-♦)) 
ilnMn(«H-^A 


»4r^>» 


4  ain  sr  lin/ cos  ysinH^I 


15  /'«Ar Mann:  Dtr  Mrocartttch«  Winktl  d—  l>nitrk*. 

Setit  man  niint 

tiaacosy  —  liu^— cosaiin/ 

ao  wird 

Berechiiet  oiab  AO'  ebonio,  lo  findel  flieh: 

—  r>(i-.4iiii>») 

5.  Die  Eck  Irans  versalcD,  welche  die  Oogenseitoi  Bfteh  dMBTer- 
bältniBs  der  Quadrate  der  aiistossenden  Seiten  teilen,  sind  zagleich 
Gegentrans vorsalen  der  Scbwcrlioieu  uud  scbneldeu  sicli  im  Grebe'- 
scbeu  Punkte  6^'.  >Vir  bezeichnen  diese  EcktraasT^valei  mit  AGa 
BGß\  CG..'.  Denkt  mau  sich  nuu  Dreieck  AGa'C  dnrcb  MQp* 
getcimitton  and  wendet  den  Satz  des  Menolaos  an,  so  iolgt: 

Q'Om* :  AGm'  -  «• :  (o«+*«  f  c»)  I 

alflo 

Daraaa  folgt: 
ferner 

ABGm'  i  ABC  -     :  (&*  +  c«) 


:  ABC  —    s  («^4.^4.^ 
lud 

Fcmr  iflt  iofih: 

ABG'  =  ^^^^ 

also 
oder 

ebenio: 

Efl  folgt  aber  aai  BA'Ht  lofort: 

A'JIe  —  rsinatg^, 

ebenso 

6''£f«  —  rsinytg^ 
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Daraus  folgt:  Zieht  mau  durch  die  Ecken  A\  B\  C  des  Bro- 
card'schcn  Dreiecks  die  Parallelen  za  den  entsprechend«»!!  Seiteu  des 
nrf^prüDglichea  Dreiecks,  so  schneiden  sich  dieselben  im  Grebe'scben 
Pankte  0\ 

e.  Nadi  Nr.  5.  ist  Z,  HA'G'  ein  rechter  Winkel,  ako  gebt  der 
Aber  HG*  als  Dorcbmener  beschriebene  Kreil  dorch  A'\  ebenso 
geht  er  durch  und  darch  C\  nnd  dieser  Kreis  ist  also  der  Bro- ' 
canTsche,  von  dem  wir  jettt  7  Punkte  haben.  Da  Hiy  ein  Dnrch- 
nsesaer  ist,  nnd  H  von  O  nnd  O*  gleich  weit  entfernt  ist,  so  nach 
iy,  Ist  dann  5  der  Mittelpunkt  von  OO*,  so  liegen  also  HSG* 
wat  einer  Geraden.  Es  ist  ferner,  da 

Z.  OHO'  -  2^, 

also 

0B8'^&  ist, 


HS  —  ÜOcos^  —  rOOS^Vl— inn"^ 
G'O  —  HOtg»  —  rtg^Vl— 4sin«# 

G'8=  G'Ositt^  -  r  --^  Vl-4sin«^ 
HCT  -  r  +,^)  Vi -4.m«i^  

also  erhalt  man  fflr  den  Radins  n  das  firocard'sehen  Kreises 

n  -^yi-8tg»* 

7.  Man  nUle  von  ii'  die  Lote  anf  die  Seilen,  nftmlich  il'if«, 

A'Ak\  A'At'\  dann  Ist? 

A'Um :  ^'ult'  —  sind^ :  Bin(y  - 
i'Äi :  ><'-dc'  -  sin  ^  :  sin  (^J  -  ^) 

also 

^'V !  A'A,  -  sin(y-*>  :  sin<^  -     -  ß^^;,  =  slE^F^ 

_    1   .  1 
8in»<J*sln«/ 

Es  t^ilt  also  .4^' den  Winkel  a  so,dafe8  sich  die  Sinus  der  Teile 
nmgekelirt  wie  die  Kuben  der  anstossenden  Seiten  verlmiten.  Analog 
werden  BB'  und  CC'  die  Winkel  ß  und  y  teilen,  so  dass  sich  AA\ 
Bß*^  CC'  in  einem  Funkte  D  schneiden,  dessen  Entfernungen  von 
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den  Seiten  sich  umgekehrt  wie  die  Kaben  derselben  Terhalleo.  Wir 
schreiben  dies  Eesaltat  in  der  Form: 

^       *       .      1  1  

Himna  lisMa  sieh  diese  L&ng^ii  leicht  berechnen.  Es  ist  nimlich 

üDDa+bDD^+eDDc  — 

ilflo: 

A  «./     sin«     ,       siüß      ,       siny    \      ...      .  ^  . 
WO  X  noch  ein  nnhestiminter  Factor  ist,  es  ist  aber 


sma 


also 

aomlt 
also 


8in(o  —  sin«^ 
X  »  arsinV 


2r8in»»  2r8in»»  2r8in=»^ 

''^"(8in(«-*)'  ^^"sin(/J-Fr  ^^'"sinCy-*) 

8.  Es  schneide  AD  die  Seite  a  in  D«,  BD  die  Seite  b  in  i>j}, 
CD  die  Seile  C  ia  Zly.  Ei  ist  dann 

Dreieck  AB  Dm  ;  ^^i^.C  =:  ßOai  DmC 

femer  noch 

ilBD« :  ADnC  —  c8in(üil/>) :  btiniDAC) 

c_  b    L  L 

also 

Dm  teilt  also  BC  naeh  dem  omgekehrten  Verhältniss  der  Quadrate 
der  aastoüenden  Seiten,  während  Om*  dieselbe  Seite  nach  dem  Yer- 
blltnin  der  Qnadrate  teilt;  daher  ist 

BG/  -  DmC,      Qm'C  -  BDm 

also 

/3  »n  gg*   -c*        8inosin(/3  —  1») 
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Es  ▼erhalt  sich  fcrucr: 

also 

r  8in(a— 8in(/?—  y) 
li]l«CM^ 

Analog: 

^, ^  r8in(j3  -»)8iD(o-y) 
sin  y  sind- 

9.   Berechnongeu  vou  .^Z?«  =  v«,         =  ta,  C'i^y  =7  r«. 
D»  Z^flC  —  jt:^  ist,  so  giebt  das  Dreieck  ADuC  leicht: 
1'     jlS  _l    ^^^^  -     2aÄc*cos  y 

^6«  4-  c»)«+a«c*  —  2«^c^&» + eos  y 
&«-h2&V4-&»c^4-aV  -2&»acgco8y-~2aMcosy 
_  a^+aftVC^— C08y)4-^(&^+g*  -  agcoay) 

Es  ist  aber 

&  —  fi  cos  y  4~  ^ 
42+o«-2a6cosy  —  c2 

also  erhalten  wir: 

&*+c^+2&»i;»cos<f 

V  


( sia*^+riP*y +28in»/?8inVco8  c\ 


£a  ist  fmer: 

Nach  Kr.  12.  in  A.  ist 

.  - .  ^  8in(«+W     Ii  sin  (g 

alao 
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 ^ 

-  ^^^«••»S«+*)-8tlii«»«to{«+#)l 

•Im 

Si  iit  di&n: 

»  8iii«|§iB(a+»)8iii(a4-2»)— tin^iDSdl 
Oitt  glebt 


oder 


sin  sin  y  siu"'« 


sind-        8iD(o  — ^) 

9  4f^tiP*«»Bin(ttH-3j») 
^  •iii>(«4-i^)«lD(«— 

2r8ii|gay8iD(«  +  3^ )  8iu(a  — ^ 
~        8in(o  +  ^)siu(«  — 

10.  Um  za  findeD,  betrachten  wir  Dreieck  ACDm^  welches 
dureh  BDß  geadmitleD  winl.  Wir  finden 


•lio 


AD       pg^  +  aM 
DDa  — 

^Z>  _      a»(&g-hc8)  ginMiin«/g4-ain»y) 

8in(a-f-«'^)  811«'^ 

^  ain(g+^)  »itt(<— 
"  ein** 
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AD  —  2r  ysm(a4.d»}8ill(«— 

JD=rft.yiin(/J-f  3^)8in(/J- 
CD  —  2r  y  siatT+^i^ty — ^)  / 
Wir  neita  endUcb  noch: 

ADa  ^  ftin^a 

11.  lodern  wir  dio  Flächeniobalte  der  Dreiecke  AßDm  und 
^^'I?a  verglcichea,  fioden  wir  die  Proportion: 

,  crin/l    _aite/?ainy  28iDtt8in^ 

■"8in(a— 

 28inaC08»—  siü(a— ^)  8in(a-f 

-4Z>o  asinacoftd-         ^  28iilo  cos^  * 

■iii(g  +  ^) 

Ferner  ist 

12.  fieredmong  von  i^IT. 

El  fit  A'B^A'am'^BHn  —  rii]l«i;g^«rOOia 

^         CO»*  ' 
DS^m^A'S%\-A*1ß^2A*H.  A'DC0B(£H,A'D) 

^Ä'TTA'TW  _2rgin^8inyBin(a-f^)8in(c-^) 
cofKü       i?;-^^^  ^  SrtiiiV8iK«^)tia(-^) 

ilBdiin(tt-f^) 
*"  yrinCa+a^jsinCö-d) 

alio 
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2r»C0B(a+^)8in(a— 2»)8in^o(a-P) 


,.2 


-  ios^äfliflT« {co82(a-|-^)8iD(a-^)+8in«(«-2^)slli(«+3^) 

+2co8(«+^)8io(a-2^)tiii^(«-K)| 

lioa  ist 

8in2(o  —  2^)  8iii(a  -f  3^)  -f  6in(«  —  2^)  siu  ^  8in(2a-j-  2») 
—  8in(o — 2*)  { 8in(a  —  2^)  8in(o + 3*)  -J-8in(2« + 2^)«b*| 

also 


C08^ 


18.  £s  ist: 


2r  sin^sin^^ 


2r  ain  g  si  ü  ^  8in(^ — ^) 


<yo,-^B(ya»{ß-9)  

also 

2r  sio  & 

OOm + O'Oft'    - irinjrflin ^-|- sin ctsin ^eoe ^  —  ilii «tm/ltia ^ 

=  2r8iud^{8iaaco8^4~cosa8m^[ 
-  2r8in»8in(«+^) 

somit  erbalton  wir  für  den  Mittelpunkt  S  von  OO'i 

SSa  —  rsill^sm(ö  +  a"), 
iSS»  —  8iD^sin(/3-f 
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iL  £8  ut 

2r  gin*  sin^a       .      „  . 

TeUt  man  nnn  iSD  uach  dem  Verhältuiss  l  -2  uaü  iallt  vom  Teil- 
paukte  das  Lot  aaf  »,  so  ündet  man  für  dasselbe 


 f  =    8in  ^  Bin  y  j- 

8 


Kbeoao 


8  ""8 

Dieser  Puukt  hat  also  von  deo  Seiten  dieselben  Abstände  als  der 
Schwerpunkt  G  des  Dreiecks.  Somit  ist  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
(xks  aocb  der  des  Dreiecks  D0(/. 

15.  Firn  man  von  C  das  Lot  Mf  A'B"  and  youjI  an!  B'C\ 
10  nflim  dieae  Lote  den  Wlakel  /I  einicUiMaeii,  woravt  kichl 
folgt,  dass  sie  lieh  auf  dem  viDschriöbeiien  Kreise  idindden  mfissen. 
Auch  folgt  leicht,  indem  man  von  A  auf  JI^C  «od  von  B  auf  CA* 
Lote  fiült,  dass  sie  sich  ebenfalls  anf  dem  Kreise  schneiden  mllBteii« 
lod  da  der  Punkt  durch  ein  Lot  und  den  Kreis  bestimmt  ist,  so 
mfissen  also  die  Lote  Ton  A  aif  irC%  von  B  anf  C'A\  von  C  auf 
A'B"  sich  in  einem  Punkte^ des  mqgeichiiebeiieii  Kreiaei  Mhoeideiu 
iieh  fo%t  leiebt 

WkL  (ANj^  AB)  »  (A'H^  A*Bf)  —  » 

und  bieraas,  dass  N  in  dein  iimge^chrkbcDcn  Kreise  in  Bezog  anf 
die  Ecken  von  ABC  dieselbe  Lage  hat,  als  U  im  Brocard  sehen 
Kreise  in  Bezog  auf  die  £cken  des  firocard'schen  Dreiecks  A'B'C* 
Daher  ist 

BN*  B^B^  9:yi—  81^ 

"yi— 81^*"     OM^l—  81«^  "     VI— dnii>» 
ii%  »  BN^BN^BC)  SS  AW8iB(«+  <») 

Wflüaber 

iit>  so  ist 
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HC*  =s  2n  Bili(a-f  «)  =  r  Vl-^  tg2Ö^siü(o-f  w) 

also 

Verlängert  man  niio  DH  bis  zum  umgeschriebenen  Kreise,  so 
mig  der  Schoittpuukt  mit  dem  Kreisu  mit  r  vorläufig  bezeichnet 
werden.  Da  nach  dem  Torigün: 

ist,  80  findet  man: 

2^aiB*^G0s9 


0083^ 


setat  man  bier 


so  wird 


oos^+coadd-  s  2coa-8'co82» 


2rC08^ 

^*ia  =  -^5j3^i  Cosa  COS  2i^  -8iii(/J  — i^)8in(y 
2ir00B  x> 

2rco8(/y+^)cQS(y4-^j  _ 

Darana  folgt,  daiB  P  der  Pankt  N  ibL  Ea  liegen  also  die  Punkte 
DB£l  in  einer  Geraden. 

Yom  Punkte  Jl^  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Ea  tat 

2rco8(^  +  ^)co8(y+») 
NN.  l^lL^i^»  

2rC08(tt+») 

also 

AN  iVa  -  ^^<»8<«+^)co8(/?+^)  (co8(y  +^) 

80  dasa 
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'AN.hHm  -  BN.Nlh  =  CN.NNe  Ist 

Bcm.  Bei  ausorer  Aanahme  liegt  A  in  dem  Bogen,  der  zur 
Seite  AC  gebOrt  Mau  findet  im  aUgemeiflen: 


NNm :  JWt :  NN,  -  ^^^^  ^  ^) '  cos  (  ^  +     '  co8(y>  * ) 

80  dass  aY  in  dem  Bogen  üiku'  wird,  lur  viekhtu  das  Zeichen  be- 
treffenden Cosinus  abwcichcutl  ist;  deiiu  offenbar  muss  ein  Cosinus 
ein  anders  Zeichen  als  die  and&ru  haben.  Es  folgt  dies  aus 

Xiia«cos(a-f  ^)  =sO 

16  Sowol  HB'  alt  8D  wird  dardi  Q  ucli  dorn  VerliiltniBS 
1 :  S  geteilt,  atM  ist  $ff\  DH\  ausserdem 


l«tUQ  ist 


DE'  -i  2<8JSr 

8Hmm  HO  eos«  =  fflteoa^ 
W  -  reoB^y  1  —  dtg>»  •  eos  ^  y  1 — 4fli^, 

jDÄ'  -  2rcos^yi  —  8in2^  =  2r  ycofi^cos3^ 

17.  Sind  4  EektraDSfersalen  barmonisch.  so  müssen  anch  die 
Gegentnwsversaleii  iiarmonisdi  seia.  Maa  denke  sieh  nun  den  Spie- 
gelpnnkt  A%  tod  A'  in  Besag  aaf  a  bestimmt,  sleiift  Aa'ff  nad  A»*B 

and  betrachte  AtBC\  Dasselbe  ist  dem  Dreieck  ABC  Ümlich, 
well  es  im  Winkel  ß  aad  dem  YerhAltniss  der  einscUiessenden  Seiten 
ttbereiBstimmt  Da  naa 


BC'  — 


ist,  so  also 

£ben80  ist 


2co8^ 


also  AB'A»C'  ein  Paralleiogramm,  daher  geht  AAt  durch  den  Mit- 
telpuokt  Ba*  von  B'C, 

Es  ist  ferner  AC'B'  AOO'  in  umgekehrter  Lage;  in  AOO* 
ist  unn  AS  die  SchwerUnie,  also  ist  die  Schwerlisie  iü?/  in  AB^C* 
die  Gegentransversale  von  in  Dreieck  AOff^  and  da  AO  ond 
^(?'  in  ABC  GegentransTeraalen  sind,  so  ist  die  Linie  AHtt  oder 
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AAb  die  GegCDtransversale  von  AS  in  ABC,  Bestimmt  mau  nun 
B»\  C,'  analog  wie  A,\  so  ergiebt  sich,  dass  AA,\  lUJs\  CC$'  sich 
iu  einem  Punkte  S'  schneiden,  welcher  der  Gogeupuukt  von  S  ist. 

£8  sind  B1IB  AA\  AHa^  AAt\  AH'  4  harmonische  Strahlen, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  AD^  AG,  A8\  Ali',  alsa  auch  die  Gegen- 
transversalen derselben;  nennen  wir  nun  D'  den  Gegenpnnkt  von  17, 
80  sind  also  AD\  AG%  ^// 4  harmonische  Strahlen.  Von  diesen 
liegen  8,  Q'  auf  einer  Geraden,  also  geht  AD'  durch  den  4teii 
liannonischen  Punkt  von  6\  G'.  Da  wir  for  Ecktransrenalen 
ans  B  und  c  dasselbe  folgern  können,  so  ist  also  der  Qegenpnnkt 
von  D  der  4te  harmonische  von  7AS*<7',  conjugirt  zn  S.  Da  ferne 
Oo'  senkrecht  zu  H<^'  ist,  80  ist  D'  der  Pol  von  OO*  in  Being  auf 
den  Brocard*8chen  ILreis. 

18.  ABC  nnd  A'B^C  haben  denselben  Sehweipnnkt  Wir  be- 
weisen dies  lelcbt,  wenn  wir  nns  erinnern,  dass  9  Dreiecke  den 
selben  Schwerpnnkt  haben,  falls  sie  nnr  eine  Schwerlinie  mit  An- 
fangs- nnd  Endpunkt  gemein  haben. 

Nun  haben  ABC  und  AA'Ag'  die  Schwerlinie  AIU  gemeinsam; 
BA'As'  und  A'ß'C"  haben  aber  die  Schworlinie  A'Ha  gemein,  miso 
hat  ABC  mit  AA'A/  and  dioses  mit  A!B'C'  denselben  Schwerpunkt* 

19.  Es  ist: 


HS  '.BG'  =  HD'  :  G' 1)\ 
G'S      G'Oüu^  ^  2r6siü^^ 
HS  —  J^COS^  =:  2f^C0B^ 


also 


rCOB» 
C0S28> 


yi-4sinai^ 


Ha  nan: 


DB*  r=s  areos  4^Vl— 4sin>» 


so  ist 


Femer: 


iVif:iVi>  =  =  l2 


coB^-hcos3ir 
cos  9* 


—  1 :  2cob2^ 


also 


JfHtND  =  MD'  iDH' 
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Dft  die  ktitflti  LIsien  pmlld  sind,  nd  19HD  in  einer  Gertdeo 

ao.   Da  />'  Gegeopuukt  vou  V  ist,  so  folgt; 

oder 

D*!?«'  =»8iii(«— 


aiyn^'+tB'ih'+cD'v;:'  =  24 

oder 

oder  nacb  A.  ^.  Ii. 

  r  sin^ 


IT  De'  = 


r  8m^8ill(/J— 

C082^ 

31.  Man  1^  mm  durch  die  Paratlelen  sa  den  Seiten, 
weiche  dieselben  dann  in  L^,  L^,  M^^  3f„  N^,  treffen  mdgen.  Um 
den  Index  feetznstelien,  halten  wir  die  cyliUflGhe  Beihenfolge  der 
Seiten  ^bea  ...  feat;  diejenige  Seite,  welche  nach  dieier  Reihenfolge 
mun  geht,  erhftlt  den  Index  1.  Ei  schnwdet  aleo  die  Fanllele  an 
€  die  Seile  «  in  £i  nnd  A  in  die  ParaUele  an  a  lehneidet  i  in 
Ml  nnd  e  in  ii^,  die  Parallele  an  b  lehneidet  «  in     nnd  a  in  X|. 

Die  Symmediaae  AOm  wird  dnroh  die  andere  in  <?'  lo  g^ 
f  *"iittfn,  dass 

iit,  ebeuo 

O^G' :  Q/B  —     :  (oS +Äi  4.«»), 


^Mhr mammi  Ihr  BreranfMAi  Wvüed  du  Dniteit, 

Daraus  folgt: 


Es  folgt  daraus: 
obeaso: 

also  sind  BLgNf  und  BN^L^  ihntteli  vnter  sieh  aod  dem  Dreieck 
ABC,  Durch  LtN^%  Ntl^  Usst  skh  also  ein  Kreis  tosea,  filr  wel- 
chen £|^f  nnd        a&tiparallel  sind»  daher 

Da 

BLi  ac 


BA  "(fi+lß+iß 
SO  ist  also 


BA  <^+d>'fc> 

oder 

„  ^1^'-  2r8iu  asin^in  y  ^ 

Es  Ist  also  aneb 

Die  EnttainDgen  der  so  bsstiainiten  PanIcCe  anf  Ja  9  aastossendea 
Sdten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1  den  lelaten  Bnchstahen  nach 
der  Gjklischen  Beihenfbige  gehört 

Die  Stflche  auf  den  Seiten  selbst  verhalten  sich  nie  die  Kaben 
der  Selten.  £s  ist 

g*     sm^a  ^  rain(a — ^) 

^-f^a  +  c*"      sin»a-i-8ln2^4-8iE^y        cos«  * 
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N  N  ^        ^       -  2.  s^pV  riiiiCy-^) 

22.  L^Lii\\N^  liegen  auf  ei  nein  Kreise;  da  nun  L^.V/jIMi^ 
rad  L^M^  =  N^Mf  ist,  so  liegen  auch  L^y^N^M^  auf  €iuem  Kreise, 
der  Idorcb  i^A",  A^,  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  muss  auch  durch 
AT,  A,  A/,  J/j  gehen,  so  dass  die  6  Punkte  3/,  iV«  auf  oiuem 
rad  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  T ucker  der  triplicate* 
ntlo-drde  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  3ten  Potain  in 
•berwIWD).  -Er  heitst  Jettt  der  erste  Kreis  von  Lemoiiie. 

Dmoa  folgt  noch  sofort: 

dass  also  die  Dreiecke  L^MtN^  aod  L^M^Nft  eiiMUider  oOBgnient 
sind.  £a  ist  dabei 

Wkl.  iV,  3/,      =  iV,  MgL,  =  A/,iV,il  =  y 

ans  analogen  Schlössen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
£,  AT,  A,  ß  und  a  sind,  ao  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
ilmüch  sind. 

Es  mögea  sich  ferner 

LiMg  und  LfJit  in  il«, 
M^Nt    „    XtJ^  in  J9«, 

N,L,  Af,iV,   in  C'4 

schneiden,  dann  folgt  aus  dem,  was  oben  von  L^L^MiM^N^N^  ge- 
sagt ist,  dass  die  Dreiecke  A^L^L^^  B^M^M^^  C^A\A\  gleich- 
schenkliß:  f?ind,  und  dass  die  Winke!  an  den  Gruiidlinif  ii  immer  die- 
selben sein  müssen,  da  sie  als  Penpheriewiukd  auf  denselben  Bogen 
stoben,  s.  B. 

Wkl.  L^L^M^  =  y^A/jJ/, 

23.  LgMf  geht  dardi  G*^  also  anch  dnith  C\  Nnn  ist 

ali»o 

Da  ferner  |  ist,  so  dnas  AN^  LgC  ein  Parattelogmmm  ist, 
dn  AC'  mit  iLB  den  Winkel  ^  bildet,  nneh  XiA'i  mit  B-,  die 
l^flBdmchenkligen  Dreiecke  A^L^L^^  S^M^M^^  C^NiN^  haben  also 
m  der  Gnmdlinie  den  Winkel  ^. 
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24.  Fftllt  man  dat  Lot  Q'Qm*  auf  lo  ergiebt  sieh  fftr  die 
Länge  2^(7«'  ofsnbar: 

Ferner 

also 

Es  ist  also  der  Mittelpiinlct  von  LgL^  auch  der  ?on  BmGm,  Er- 
richtet man  im  Mittelpunkt  von  das  I^ot,  so  gebt  dasselbe 
dnrch  den  Mittelpnnkt  des  Kreises  der  Sten  Potens,  während 
das  im  Mittelpnnlrte  Ton  HmO^'  errichtete  Lot  dnrch  den  Mittelpnnkt 
de«  Brocard'schen  Kreises  geht  Da  diese  Schlnssfolge  f&r  alle  Selten 
gilt,  so  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  denselben  Mittelpankt  haben. 

Dieser  Mittelpunkt  sei  der  Radius  des  Kreises  der  Sten  Po- 
teoz  ist  ZLj.   Es  ist  nun: 

ZZm  =  i|rsinatg^-|-rooSa| 

—  '•cos  -^^) 
"     2  cos*  • 

*~2  2co8^ 
also,  wenn  n  der  Badins  des  Kreises  der  3tea  Potenz  ist. 


oder 


2cos» 


25.   Betrachten  wir  noch  die  Dreiecke         A,  nnd 
näher:  L^M^N^  congr.  L^M^N^  ähnl.  ABC.  Die  Selten  der  ersten 
Dreiecke  bilden  mit  den  entsprechenden  des  andern  Winkel  =  ^. 

es  ist  ferner 

ebenso 

also  der  erste  HnManlsche  Punkt  des  Dreiecks  M^N^L^.  Da 
ferner  Z  der  Mittelpunkt  des  deui  Dreieck  M^N^L^  umschriebenen 
Kreises  ist,  so  liegt  Z  auf  dem  Brocard'schen  Kreise  dieses  Drei- 
ecks, uud  di  L  ht  man  ZG*  um  2^,  so  ist  die  dadurch  bestimmte  Lage 
von  G'  der  2te  Brocard'scbe  Punkt,  es  ist  nnn 
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ahü  O'  der  2te  Brocarü'scbo  Fankt  dieses  Dreiecks. 


Ib  Dreieek  A'iXiJi^  sind  ebenso  Onnd <7*  diebeMen  Broesrd*- 
aches  Punkte. 

Es  sei  endlich  noch  hemerkt,  dass  BO\L^M^,  C()\\M^li^ 
A0\\  A^L,,  so  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  L^M^  iV,  den  Kcktrans- 
Tersaleo  dorch  dagegen  die  Seiten  des  IMecks  L^M^N^  den 
Eektransreisalen  durch  O'  panllel  sind. 

26.  Berecbnung  von  ^W. 

Es  treffe  das  Lot  von  N  nnf  die  Hdhe  AAm  dieselbe  in  A', 
dann  ist 

'SH^  —  NX^+WX*  —  NA*  -ilX^+Ä-'Jr« 

—  NA'  —  {,AX—WX){AX-\-H  X)  =  NA*  —  AH  .{AÄ H'X )\ 

AX  =  ÄA,-m,  =  2r.in,Jsiu,+  ^^?5^f±|«--t-*). 

«'X=  itA.^  NN.  -  irCO,ß^r+  ^'^^^^^ 
AU'  ™  2rC08o, 

2rC08(a4.if) 
AN "  —    ,  -  -  ? 

Vi  -  4  Bin*i> 

Ei  ist  also: 

4r* 

—  f::::Sfi?^tco8HH-^)-cosaco8(/3— y}(i-48in«^) 

— Scos«eos(/H^)eos(y+»)| 

«»•(a-f-^)  —  co8*«co8*^+8in*<»8in*^— SsimrcoBwsin^cosd- 
2co««coe(^-j~^)co8(y4-^)  "  L^cosacospcosj'cos-^  ^  ^cosasinasin^cosd- 

4-2co8asinj3BiDy8in^^ 


also 


1 


!4r« 


JfJf'         j^^j^{C0S'a— 2C08«C08^C08y— C08«C08(/J— y) 

-fnin^sin^--eosV44cosflCOs(/l-  y) 
4'2eoeaoos/foosf^2cos«ria/f siny  )| 

dr* 

—  I  _  ^|^|gt~4cosaco8j?co8y+(l+8cosaeosjlcosy)sin'^ 
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2r> 

=  ^  ^4gin»j^i  ~8cosaco8j?c08y4'(^  +8co8ttcos^cosy)(l  -cos24>)} 

2r« 

l^^^^,^H  -(l+8cO8aC08jScO8y)C082^} 
—  1(1— 8C0S«C08^C08y)C08d^— (l-f-ÖC08aC0SiiC08y)C08ä^ 

27.  Es  lässt  sich  nun  aus  dem  Dreieck  A'/Z'/Tder  Winkel  <p 

boreehneu,  den  die  Eoler'sciiu  Linie  UH'  mit  der  Linie  //xY  bildet. 

Setzt  man  • 

cos  «cos /J cos  y  =  g 
80  ist   

also 

2r«  .  . 

^^:j^^|1-(1+^)C082»}  -rta-%)+r«-2r»  V 1-^,.  C08  9 

Hienna  folgt  nach  einigen  Umformungen  s 

eos9  —  — —       /  • 

(1— 48ia*^;y  i—i^ 

Ebenso  leicht  der  Winkel  it,  den  DU  and  DH*  bilden. 

Man  findet  aus  Dreieck  DüW 

1 — O08ifr-|- 2  cos4«^ -f  4^ 

COSUr  —   , 

2cos^Vl  — 48iuV 

28.  Es  war  gefanden: 

Diese  Lingen  können  angesehen  werden  als  Diagonalen  von  Parallelo- 
grammen BNfO'Li^  H^AM^O\  M^CLfi\  Zieht  man  also doreh  den 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  Q*  die  Parallelen  sn  den  Linien,  so 
sind  die  Stocke  dann  innerhalb  der  betreffenden  Dreieckswinkel  ^ 
0,  y  doppelt  so  gross, also  nnter  sich  gleich,  nAmJich  ^Titig^.  Be- 
schreibt man  also  mit  rtgi^  als  Radius  den  Kreis,  so  werden  je  2 
Seiten  immer  unter  dem  Durchmesser  geschnitten.  Neoueo  wir  die 
Schnittpaokte  entsprecbeod  Z^,  L4  auf  o,  auf  auf 

so  ist  also  z  B.  L^N^  ein  Durchmesser,  ebenso  -^3^4,  N^M^. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  l^M^N^^  sowie 
die  Ton  L^M^N^  senkrecht  zu  den  Seiten  von  ABC  stehen.  Diese 
Dreiecke  sind  also  zu  ABCi  ähnlich,  und  da  sie  demselben  Kreise 
einbeschrieben  sind,  so  sind  sie  einander  congment 
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Db  der  Badias  rtgtf  ist,  so  kt  Iga*  das  VerbfiltniRs  der  Settey 
Draiecki  tm  den  SeitM  dM  iwpffiagliifliwi  Dreiocin. 


Bern.  Dies  Resultat  konnte  direct  aus  den  Eigenschaften  des 
Grebe'schen  Punktes  G'  abgeleitet  werden,  wenn  man  noch  bemerkt, 
di?s  die  resp.  Durchmesser  M^N^^  Seiten  dee  Hühea' 

iu&äpauktdreieckä  parallel  sind. 

S9.  Man  lege  foiÜMfiMid  an  den  Ecken  elnee  Dreiecks  Gendo 
II,  weieke  m%  aner  anstossenden  Seile  den  Winkel  9»  bilden;  es 
Nil  ontenncht  werden,  wie  ««Ii  dis  sei  entitMidaiie  Dreieck  A^M^Ci 
m  atten  ABC  ?  eriüit 

{AB,  A^Bt)  -  (Ba  B^C^  -  {CA,  C^ii,)  -  9  (Fig.  9). 

Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Winkel  des  ueueu  Drei- 
ecks denen  des  alten  gleich  sind,  die  Dreiecke  sind  also  einauder 
ihnlicb.   £e  ist  feruer 

lin«*  tiiii 

abe 

2r  [Bin^^siny4-9iuc8iiiy»iB<tooe»^'i«ii«yco*/^M 
—  iiii«flinjl 


<>iB«gin^ginycoiy  |  (i+co8ttco8^coay)aiBy) 


etnaeiii^iif 
c(eoir4^9cot#)  gjj^ 

Analog 

„  ^      a8in(y4-^)      _  .  6eto(yH-») 
^^«^     Sil*    *    «'i^i-  flin^ 

sinfqp  4-  9*) 

Das  Aehnlicbkeitaverhaltniss  ist  also 
Ist  4P  —  »I  80  lit  dies  Yeriiiltiiiai 

— ; —  =  2  cos^ 
ftberelnstimmend  mit  dem  Resultat  in  ü.  Jf.  M. 

SeM  nun  feraer  —  90^,  lo  lit  cot*  dMi  AehnUc^tmr- 
biltniis. 

AMk.  d.  XbU.     Pk|t.  2.  JUUm.  T.  TL  8 
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Ist  qp  =  —  d".  so  ist  das  neue  Dreieck  0,  die  3  Liuiea  ichoei' 
ößü  sich  sich  io  eiuem  Paakle,  wie  bekannt.  Ist  oiicii 

BO  fliefat  4i«B; 

1 


Sin«      ^  » 

Zeichuet  man  endlich  2  Dreiecke,  von  denen  das  eine  das  be- 
stimmte C,  ist,  während  die  Seiten  eines  2ten  A^ß^C^  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks  ii|     C|  senkrecht  stehen,  so  ist 

sin«((p  +  a-) 


also 


30.  Man  fälle  von  G'  die  Lote  auf  die  Seiten,  also  G'G„\  G'Gh\ 
G'Gc^  wodurch  man  das  Dreieck  GaG^Ge  erhält.  Das  Dreieck 
zerfiUlt  in  die  3  TeUe  G'Q%'Q^\  G'Q^'G'^  G'Ga'Gk'.  Da 

ist  ete.,  BO  ist 

'1 

G'Gk'Gc  =  jtg'C^sin/Ssin  yuvia 
denn  der  Winkel  an  G'  ergänzt  a  za  2  Backten;  also 

G'GkGt'  -  G'Gc'G^'  -  G'GaUb'  -  t«*^ 

nnd 

Da  dtirch  C?'&i',  das  ganze  Dfeieek  in  S  gletehe  Teile 
geteilt  wird,  so  tet     der  Scbwerpiinkt  von  Om'Ok'Oc\ 

Man  hat  also  auch  umgekehrt:  Errichtet  man  in  den  Endpunkten 
der  Schwerlinien  eines  Dreiecks  die  Lote  zu  denselben,  so  ist  in  dem 
neu  entstandenen  Dreieck  der  Schwerpunkt  des  ersten  Dreiecks  der 
Grebe'sche  Punkt  des  andern.  Das  Verhältniss  der  Flftcbeninbalte  ist 
ii^^.  Auch  folgt  leicht,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  G^Gk'Gi* 
den  Scbwerlinien  des  Dreiecks  ABC  firoporüonal  sind. 
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Fällt  man  vom  Schwerpankte  die  Lote  GGo^  OGh^  OGc  auf 
die  Seiten,  so  erhält  man  ein  Dreieck,  dessen  Inhalt 

kt  Die  Seiten  dessi  iljen  siud  proportional  den  Prodacten  MS  Seite 
nod  zogeböriger  öcbwerliuie  des  nrsprüQgiicben  Dreiecks. 

81.  Zidit  maii  ferner  die  TraosTenaleQ  ÄOm\  BOp\  CO^*  dnreb 
so  bettimmen  die  Paukte  Om'Oß'Gf  ein  neoee  Dreieck,  detsen 
Iidialt  dcb  leidit  beetimmeii  Itat 

Da  Ga  die  Seite  a  uach  dem Vtrhältniss  c*:Ä*  teilt,  so  findet 
man  leicht,  indf m  man  die  Dreiecke  A(r/Gy\  BOyGa\  CG^'G^' 
vom  ganzen  Dreieck  abzieht,  fttr  das  gesachte  Dreieck 

2^8in*asin*^8in*}' 
(8iu*iJ4-W"">')(siu-y-|-8in^o>(8in'*a-|-8in*^) 

^  Än(«+^j8in(/i4-#)8in(y-|-i^j 

Denselben  Inhalt  giebt  das  Dreieck  DaD^D-^  weiches  durch  die 
Ecktransversaleu  nach  dem  Punkte  D  erhalten  wird,  wie  daraus 
leicht  folgt,  das8 

B&^'=  DaC 

etc.  IM. 

33.  Coiitniirl  mn  Aber  Seilen  eines  Dreiecks  (flg.  2.) 
ABC  die  gtakkseitlgea  Dreiecke  BC^i,  aiB|,  ABC^^  so  sind  die 
LAogen  AAf^  BB^^  CC^  eiwuider  i^eidL 

Hin  erliAU: 

»a*-J-**  — «*C08y+  a&sinyVd 

sin  ist 

ftt^^— «aoosjr  —  —  « 

aftsiny  —  8^ 

also 

Ebenso  also 
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CoiiflMrt  mftii  dl«  gloichMitifeii  Dreieeke  BCAf,  CAB^^  ABC^ 
weldie  mit  d«ii  Dreieek  in  deiBielbeii  Filchentatte  liegen,  eo  findet 
min  ebenso 

also 

AA^.AAt  -  Ä-Bt .  BB*  —  CCj  .CC,  -     ^         (1  — 3 1«*^} 

33.  Biese  Geradeu  ÄÄ^^  JUi^,  CC^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  1\  was  bekannt  und  leicht  im  beweisen  ist.  Die  Winkel 
am  Punkte  P  sind  alle  einander  gleich  und  betragen  also  120*^.  Be- 
kanntlich bat  ferner  Punkt  P  d'e  Eigenschaft,  daes  FA-^  PB-^PC 
ein  Mioimum  ist,  weiw  kein  Winkel  grösser  als  120^  ist 

Conitiniit  man  ferner  dnrcli  A^  B^  C  die  Lote  in  den  Linien 
APf  BP,  CP,  so  sclilieiaen  dieielben  ein  gleielMeltigei  Dreieel^  ein, 
frölchei  tnglelcli  das  grOiate  iit,  weldiei  nm  ABC  eonatrnirt  weiden 
kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  schirkcn  wir  folgenden  Satz  voran,  der 
leicht  zu  beweisen  ist.  Von  allen  Socanten,  welche  mau  durch  den 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  legen  kann,  giebt  diejenige  die  grössto 
Sehnensumme,  welche  parallel  der  Centrale  ist.   Nun  schneiden  sich 

die  Kreise  durch  ABC\  und  ACB^  in  A  und  also  ist  AP  die 
Chordale  jeuer  Kreise,  die  Centrale  ist  also  zu  AP  senkrecht,  und 
die  Secante  durch  A  senkrecht  zu  AP  giebt  die  grösste  Summe 
der  SeUueu,  d.  h.  die  grOsste  Seite  eines  gleichseiügeu  DreiecJcs  um 
ABC. 

Wir  Mtien  nnn: 
dann  iit 

APib  —  sinU^^i^  :  sin  ÖQ« 
ferner  folgt  aoi  dem  Dreieck  ABBf 

also 

b^BrnjAB^P)  _  t.csin(60^-f  c)_  a»csin(600-f  g) 
8in60o     ~"       l.sin6(y>     ^  aA.siüöU^ 

4rA8in(6Q^+«)  sin(600  +  «) 

-  8r.i.siaasin6a»  "  A8in«sin60» 
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Ebenso 

2^8iii(60>+ft 

Bezeichnet  man  nun  das  grösste  nrngosch  riobcno  gloicbBeitige 
Dreieck  mit  Am  J^mCm^  so  ist  znnftchst  FBm  ein  DorchmeBser  des 
Kraises  um  ACB^  oder  ACßm.  Derselbe  ist  also 


OaoB  ist 

*  8in»60'*"'^ 

nir  können  aber  setzen 
also   

—  JMP»4-4^P.  CF-i-iCF*) 

xBm  -  VM^i'+acp) 

ACm  -  Vi{AP+2ÄiO 


also 


also 


wo  B^Cm  die  Seite  des  uigBsdiriebeim  ilieiflliwitigeo  Oraieckfl 
ist  Es  verh&lt  sich  AA^  sor  Seite  des  gsenchteft  IMeflki«  wie 
Bdke  ind  Seite  im  gleicbitttisen  J)feiedu 


Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also 
sin^.sineo» 

De  fttr  APssx^  CP  —  «  die  GleiciraqgeB 
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90  auid  diese  Gleichangen  merdarcb  aulgelöst,  da 


geaeUt  werden  kann,  r  aber  aoa  der  GleichuDg  bostiiiuiit  wird 


34.  Ist  ein  Dreieck  ?:wi?5cheü  2  ähnlichen  und  ähnlich  Hej^endßii 
Dreiecken  beschrieben,  so  dass  es  dem  einen  umgeschrieben,  dem 
andrrn  eingeschrieben  ist,  so  ist  es  die  mittlere  Proportionale  zwischt  u 
beiden.  Ist  daher  ein  Dreieck  von  bestimmter  Gestalt  das  grüsste, 
welches  nm  ein  anderes  beschrieben  werden  kann,  so  ist  das,  welches 
jenem  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  und  dem  Dreieck  eingescbnebcn 
ist,  das  kleinste  von  jener  Gestalt.  Das  kleinste  gleichseitige  Drei- 
eck also,  welches  einem  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann,  muss 
Seiten  haben ,  welche  ebenfalls  zu  AA^^  BB^y  CCg  senkrecht  stehen. 


Bemerkung.  Da?  kleinste  gleichseitige  Dreieck  sei  AqBqCo. 
Dann  müssen  sich  die  Kreise  um  Aß^Cf^,  BC^^A,-^  ^  CAqB^,  in  einem 
Punkte  /"  schneiden  Da  A  J^,/'(^  das  kleinste  Dreieck  mit  den 
Winkein  Z^  f-  ist,  so  ist  ABC  grOsste  nni  A.  HqCq  mit  den  Winkeln 
y,  daher  sind  die  Seiten  den  Centralen  der  genannten  Kreise 
parallel,  also  sind  die  Seiten  resp.  senkrecht  zn  ^'Moi  -^^o^  ^'C^. 
Verbindet  man  also  P'  mit  A.  B^  C\  so  gehen  diese  Linien  dorch 
die  Ijctretienden  Mittelpunkte  jener  Kreise.  Da  nnn  die  Höhen  und 
die  Durchmesser  der  uuigeschriebeuen  Kreise  an  den  Kckeu  eines 
Dreieckb  (iegentrausvcrsalen  sind,  so  iolgt  also,  dass  die  hier  be- 
stimmten Punkte  P  und  F*  Gegenjinnkie  des  Dreiecks  ABC  sind. 


der  Inhalt  des  grOntea  nmgetohriebenen  ist,  so 


d«r  Inhalt  des  Ueinsten  eingesehriebeneD  Drei* 
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U. 

Die  Lissajous'schen  Curven. 

Von 

Herrn  Dr  N.  Ektllia 

in  Anenfoort 


Lissajous  hat  schon,  als  er  diese  Cnrven  beschrieb,  etwas  über 
die  analytischen  Eigeuscbaften  publicirt,  jedoch  sehr  unvollständig. 
Es  schemt,  dass  nach  ihui  über  diese  Sache  wenig  oder  nichts  her- 
ausgegeben ist,  bis  16d4  au  der  Universität  zu  Göttingen  eine 
Dissertation  von  A.  Himstedt  erschien,  betitelt  „lieber  Lissajous'scho 
Curven".  In  dieser  wird  noch  genannt  eine  Disbcrtation  von  Wilhelm 
Braun,  betitelt:  „Die  Singularitäleu  der  Lissajoae'äcLeu  Stimmgabel- 
curven/'  Nach  Hirostedt*s  Andeutung  ist  es  mir  nicht  gelungen,  diese 
Dissertation  in  einer  Bibliothek  so  finden,  ond  ich  weiss  nicht,  wie 
BnMtn  die  LiBM^fooB^wlien  Curven  behandelt  hat. 

Himstedt  betrachtet  gleich  wie  Lissajous  nur  den  Fall,  wo  die 
beiden  Schwingungsrichtangen  senkrecht  zu  einander  stehen ;  ich  habe 
versucht. diese  Cur\en  so  allgemein  wie  möglich  zu  bebandeln  hei 
der  Annahme,  dass  die  Schwingungsrichtungen  einen  Wiukel  c>j  mit 
einander  machen,  so  dass  wir  w  -=  90®  oder  (o  =-  0  setzend  die 
Lisas^ous'scheu  oder  die  Himstedt'schen  Formeln  bekommen. 

Die  Amplituden  der  beiden  Bewegnngen  seien  a  und  h  vnd 
nehmen  wir  na,  dass  in  der  Zeit,  in  wddier  die  eine  Bewegung  n 
Sehwiogongen,  die  andere  m  Scfawingnngen  macht,  indem  diese  Zeit 
so  id^  genommen  wird,  dass  n  und  m  gaaae  Zahlen  siqid,  welche 
keinen  gemeinscbaiyichen  Factor  haben. 


1)  Ana.  de  Ghtarie  «I  de  Fhynqm  Ulia*  Särie  LI.  ^  47. 
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Die  beiden  BchwingaogtrielitBiveii  soUeo  die  Coerdioftteiiadiwit 
sein,  dun  haben  wir  ein  sehSefwinUigei  CoordinatenqjBtBin,  bei  wel- 
cbem  der  Winkel  swiaehen  den  Acbien  m  ist 

Den  Aögcnblick,  von  weichem  wir  die  Zeit  rechnen,  können  wir 
willkflriich  wählen  -  nehmen  wir  an,  dass  in  diesem  Augenblicke  der 
Punkt  sich  auf  der  >'  Achse  befindet^  80  werden  nach  einiger  Zeit  l 
die  Coordinaten  dea  Punkte«  sein : 

«I  —  asin3«'^  mid      -  6sia2ff       +  (I) 

In  dieser  Formel  ist  ^  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  Richtnng 
der  yAchsc  schon  beim  Anfang  der  Zeitrechnung  zurückgelegt  hat,  also 
ist  -p  Phasendifferenz  der  heiden  IJewcguDgen.  Weiter  ist  T  die  Schwin- 
gangszeit  und  k  die  Wellenlänge  der  Bewegung  der  -X"  Achse  entlang 
nnd  T*  and  \'  die  entsprechenden  Grössen  der  Y  Achse  entlang. 
Durch  Elimination  der  t  finden  wir  die  Gleichung  der  Curvo,  doch 
erst  werden  wir  die  Formeln  vereinfiacliett.  Wir  wissen»  dass  uT^^mT* 
oad  1^  — ist 

Wir  niiwii,  daat  »7»  mT'  nnd  lU  i-  «U'  lit,  also 

«i-üiiaais     md  r^  -  58is9»^^^+£\ 

M 

Äy— und    2ä-^— ^ 

80  wird 

—  a  sin  2m9   nnd  9i=^b  sin        -f-  ^)  (2) 
Ali  diesen  FormelD  mua  B  eliminirt  werden;  diei  gibt: 

^  s=     arcsin  - 
2»  a 

also 

-arc8in-'  +  vJ  (3) 

Diese  Formel  ist  die  allgomoioe  Gleichung  der  Lissajous'schon  Cnrvon 
in  dem  oben  gegebenen  Goordinateasysleme.  Yorläo^  werden  wir 
jedoch  die  Formeln  (2)  gebraochen. 

Die  Carre  wird  darah  den  Cooniinatenanfangspankt  gehen,  Ar 
«^sO^    -»O,  also  ftr  %S^hm  and  2fl»6«f  ^«Is. 

Darch  Elimination  der  9  finden  wir 

^w 

£s  war 
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alBO  ist 

I;  ood  r  siud  ganze  ZaUoD;  I  Inno  alle  Werte  von  m  bis  1  haben 
and  k  alle  Werte  von  n  bis  1 .  Wenn  l  grösser  als  m  ist ,  so  ist 
die  Pbasendifferenz  cinifjo  Wel!en][tngnn  und  irgend  ein  Bruch 
solcher,  so  dass  wir  dieselbe  Curvc  äadcu,  als  wenn  die  Phasen- 
differeuz  jenem  Lirucho  gleich  wäre,  k  würde  auch  n  Werte  haben 
koQDeu,  allein  ans  der  Formel  geht  hervor,  dass  wir  nur  verschiedene 
Phasendlfferenzen  für  =  0  und  =  1  finden  werden.  Also  gibt 
CS  2m  Pbaseudiifercnzen,  bei  welchen  die  Carve  durch  den  Coordi- 
natcnanfangapnnkt  gebt. 

Dir  ZIbler  kaui  alle  Zableii  von  1  bis  2»  leiiii  alao  maM  seiii 


oder  weil  k  ~l\ 


norin  B  alle  Werte  von  1  bis  2n  bat  Die  Corvo  wird  also  immer 
bei  eiaer  Fbaaendifferenz  gleich  0  oder  gleich  oder  dnroli 
den  GoofftfnateiiaB&Dgspunkt  geben. 

Ans  den  Formeln  (2)  folgt,  dass  Xj  nie  grösser  seiu  wird  als  a 
und  nie  kleiner  als  -a;  ebenlalis  dase  nicht  grösser  als  b  und 
nicht  kleiner  als  — b  sein  wird.  Die  gauze  Curve  wird  also  in  eiuem 
Faralielogramme,  dessen  beiten  2a  und  2b  sind,  und  dessen  Winkel 
(u  ist,  eingeschlossen  sein.  Wir  werden  jetzt  untersuchen,  wann  die 
Cnrve  durch  die  Ecken  dieses  Parallelogranimg  geht.  Nennen  wir 
die  Ecke,  wo  =a  und  —  A  ist,  i';  wo  =  — a  und  yi  —  * 
ist,  U.  \  wo  a-,  —  — a  und  yj  =  —  6  ist,  ii,  und  wo  —  -|-  o  und 
lfi  =  — b  ist,  S. 

Soll  die  Ganre  dareb  P  gebeo,  so  nrass  sola* 

f  r  S'+5i"'"T~ 

U  und  I  siad  wieder  gtnie  Zahlea. 


1)  Oefter  werdeo  k  ood  l  io  dieser  Weise  gcbrauchi  werden,  jedoch  b«> 
•Itbt  Bwbehen  den  Tonchiedeoca  k'$  ood  2'«  keuie  Beuehaog. 
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oder 


l"T""~m~4~M==  \»  ~4  4  )^ 

n  kann  sein 

4r+l 

4r+2 


4»+l 

«■Hl     M  ~  < 

4r+3  i  4«  + 3 


4r  l  4i 

r  Qud  «  sind  gaozo  positive  Zahloo. 

venehledAiwn  Werte  in  obiger  Gleicbang  satoUtuirt  geben 


die  Phaaendifferenm,  bei  welcben  die  Cnrre  dnrch  Pg^t  In  einer 
TnbeUe  nuammengeeetit: 

m  =  4*+l.|  m  ~  4*4-2  j  m  —  4H-3  j    «  -  4* 


ii-4r+l 

0 

)r  oder  \l 

ii-4r-|-2 

fUlt  weg  >) 

JA 

„  =  4r+3 

oder  ^i' 

0 

«  =  4r 

fällt  weg 

ftnt 

fällt  w(}g 


In  dieser  Tabelle  sind  gleich  wie  in  den  folgende«  nar  die  wiob* 
tigiten  Pbaaendiflierenien  anfgenommen. 

Die  Carve  wird  darcb  Q  gehen  für 


also 


4 


und 


mp      4/-|- 1 


(4jt-f-3     n  4/-fl 


Die  Werte  von  »  nnd  m  anbetltnirt,  gibt 


m  =  4«-f-2  '  m  =  4*-f  3 

m  =  4« 

N  =  4r-]-l 
n  =  4r-f-2 
«  =  4r+3 
ii  =  4r 

oder  Ik' 
0 

fällt  WQg 

fiUit 

0  ' 
4i  oder  iX'  1 

lällt  weg 

JA' 
out  weg 

1)  Weil  n  and  m  •inen  gcmeiDScbaftliclien  fador  li»b«ii. 
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t_  4)14-3 


und 


n  4/  + 3 


f» 


Darcb  Snbttitation  der  Werte  von  n  und  m  fiudeu  wir; 


1  m  =  4H-3 

1  m=s4# 

«  =  4r4-l 

1  0 

iA'  oder  \k 

n  —  4r-f  2 

fällt  weg 

\l  ' 

fUlt  weg 

oder  iA' 

Ii' 

0 

1* 

ftUt  weg 

Die  Cnrve  wird  durch  S  geheo,  wenn 
•    -'--^T  m  -Ä"]  ^  =  \n      4  l  y 

Dvrcb  SiÜMtitaüon  bekommen  wir: 

j  m  =  I  m  =:  4,-J-2  |  m  =  4#-f3  |   m  =  4# 


«  =  4i+l 

oder 

JA' 

0 

4A' 

«  =  4r-h9 

Allt  weg 

fftUt  weg 

»  =  ^3 

0 

»*' 

oder  ^A' 

«  =  4r 

u 

fällt  wog  1 

1^  ' 

fällt  weg 

IKe  Corvo  wird  durch  P  und  Q  gehen  üBr 

ii=;4r4-l   ond  m  =  4«-}-2i  ^  . 


11 


m     4^  ) 

4#  I  PhasendüTerons. 

Sie  geht  durch  R  und  6,  wenn  die  Phasendifferenz  ^k'  grösser  ist 


Im  allgemciaen  geht  die  Curve  mir  durch  F  und  Q  oder  durch 
R  und     wenn  n  ungerade  imd  t/«  gerade  i^L 


Soll  die  Cure  dnoh  PntAU  gobeii»  so  moss  aeia 
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n  =  4r+X  nnd  f»  =  4t+l  die  PhiwjlünrePi  — 0 

•i  =  4r+a    ^    m-4rfl    „  „  =iiodfffiA' 

•1  =  41+1    „    iii»4i+3    «  „  »ilodorK 

11  =  4^-3    „    m  =  4»-f-8    1,  ,«  äO 

Soll  die  Curvo  darch  Q  and  S  gehen,  so  mflssen  die  Phasen- 

difTcrcuzcii  in  derselben  Folge  sein:  \X  oder  ^A';  0;  0  und  \X  oder 
Dass  die  Curve  durch  die  gegenüberliogenden  Ecken  des  Pa- 
rallologramms  gebt,  ist  nur  möglich,  woan  n  und     beide  angerade 
sind. 

Endlich  wM  die  Cum  dordi  FuaA  8  felmi  ftr 

D!e  Cnrve  wird  durch  Q  und  A*  gehen,  wenn  die  I'hasendifforenz 
grösser  ist.  Dieses  ist  Dur  muglich  fär  n  gerade  und  m  ungerade. 

Um  die  Schnittpunkte  der  Cor?«  mit  der  Adse  in  finden, 
nm  jfs  —  0  sein,  alio 

worin  k  alle  ganze  Zahlen  von  1  bis  2u  sein  kann,  wir  finden  also 
2n  Schnittpunkte  mit  der      Achse.    Die  Werte  der     für  diese 

sind 

Bei  den  Schnittpunkten  mit  der  X  Achse  muss  f  j     0  eein,  also 

2m0+^  —  im 

worin  l  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  2i»  sein  kann,  also  2m  Schnitt- 
punkte mit  der  Achse: 

.'.<5^-«8in~^{i»— 

Oft  ftUen  einige  dieser  Schnit^unkte  snsannnen.  Geht  die  Com 
dnrdi  9  Ecken  dei  Farallelogranims ,  so  Ist  die  &U  der  Behntt* 
penkte  mit  der  JT^  Adise  m  nnd  mit  der  Fi  Achie  n,  von  diem 
können  ancfa  wieder  einige  rannunen  ihUen. 
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MiB  werto  wir  beHinaim,  mmi     den  Wert  -^a  hat*,  diza 

sem,  worin  k  alle  Werte  von  1  bis  n  habeu  kann,  also  berührt  die 
Cirve  dieee  Seite  des  ParaUeiograouns  n  mal.   Für  diese  Puakte  ist: 

Et  wird  gleich  —  a  fttr 


and  80  ist 


yg  =    seia,  10  mms 

^_4Hil^_  tf> 

ttt  h  —  —t  iMt 
ndalM 

I  kann  alle  Werte  von  1  bis  m  haben,  also  berührt  die  Curve  jede 
Seiten  dea  PaiaUelognuiiiiui«  welche  gleich  2a  aiiid,  m  mal» 

Bei  verschiedenen  Phasendifferenzen  werden  wir  jedoch  dieselbe 
Carte  finden.  Wir  müssen  zwei  Fälle  unterscheiden»  das  heisst» 
die  Richtung ,  in  welcher  die  Curve  durchlaufen  wird ,  bleibt  dle- 
lelb*^  oder  die  Curve  ändert  ihre  Form  zwar  nicht,  wird  aber  ia 
Bj^^t^ng  entgegengesetzt  jener  im  ersten  Falle  durchlaufea. 

Wir  haben  gefunden: 

flp^  —  asin2»  ^  und     —  ^sin 2ä  + 
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Nach  einigcu  ganzen  Scbwinguns^szeiten  Tfiirdx^  wieder  dasielba 
sein,  also  genügt     der  Gleicbung 

X|  —  a  sin  2vr  — — — 

in  welcher  /  eine  gme  ZaU  ist 

So  ist  in  einem  Zeitpankte  t-{-/T 

oder 

Also  ist  die  allgemeine  Formel  für  die  Phasendiflferenzt  ii ,  Ik  i  wel- 
chen die  Cnrve  dieselbe  ist,  nnd  in  derselben  Eicbtuug  durch- 

laafen  wird,         ^  f^i\  in  welcher  n  ^  /  ^  1  ist,  dieses  ist  u 

WeUenlftngen  der  anderen  Bsfwegnog  ansgedrüefct  ^ 
welcher  g  eine  ganze  Zahl  von  1  bis  m  ist. 

Ist  die  nrspranglishe  Phssendifferenz    0,  so  wird  diese  Fonnel 


-gl^  was  übereiustiiumt  mit  der  vorher  gefundenen  Bedingung,  dass 

die  Gnrve  durch  den  Coordinatenanüuigsfvnlct  gehen  soll,  wenn  In 
dieser  £  —  0  ist 

Wird  die  Cnrve  in  entgegengesetzter  Richtung  dnrchkafen,  so 
hat  man; 

t  2 

nnd 

jf,  =  b  sin  2«       -I-      ^  b  siu  2^   \,) 

Snhstitniren  wir  in     ftr  I  den  Wert  ^^^r-^l;  so  hat  man 
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yi  —  htlu2n 

oder 


9t 


—  *aui2»  I  y7  +  ^  ) 


mi  §ho  ist  die  erforderte  PiiaMudifiereiiz  gleich 

ia  «eldier    and  /  wieder  ganze  Zablea  sind. 

la  WellADlftngen  der  aadereo  Bewegang  «MgedrAckt  findet 
die  PlnMnaiinranz  gleicli 

2m 

••(2/+l)-(2i^+l)«--j 

 Z-  I 

2m  * 

»cw  Pmel  wird  illr  1/d  s  O 

»(2/+1)-  «(^+1), 
2« 

oder 

nd  wdl  /  keinen  Einflau  bat, 

9  kuft  M  Werte  liaben,  also  finden  wir  hier  auch  m  Phasondiffe- 
renzen;  diese  kommen  aberein  mit  den  früher  gefundenen,  wenn 

Die  Fomcl  (3)  gibt  dio  Curve  in  einem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensystinie,  wir  werden  sie  jetzt  auf  ein  rechtwinkeliges,  von 
welchem  die  X  Achse  mit  jener  des  ursprünglichen  Systems  znsammen 
out,  nnd  also  die  Y  Achse  anf  dieser  senkrecht  steht,  übertragen. 

ci-a8ia2iid  nnd  yi -i  6sin(2iii6+t) 
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.  *  .  .y  —  68Üi«Bi]i(3m6-|-^) 

und  also 

Bsst^  (m  sin ,       —  V'l 

c  «  asin  ^|arc8ia^^i^j^-jjj— 1 4-ycotg«  (4) 

Diese  ist  dio  allgemeine  Foriiiel  der  Lissajüus'scheu  Curven  in  eiuom 
rechtwinkligen  Coordinatcusysteme.  Nennen  wir  den  Winkel,  welclieu 
die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Curve  mit  der  A'Achso  macbt^ 
T,  so  ist: 

(5) 

Wir  werden  diese  Formel  gebnuicbeo,  um  die  Richtung  der  Tangente 
litlr  den  Coordinatenaofangspiuikt,  wenn  die  Curve  durch  diesen  Punkt 
geht,  £a  bestimmen.  Dann  mnu,  wie  wir  gefunden  haben,  p  —  0 

oder  =  \  l  oder  hX'  sein,  also  ^  —  0  oder  —  n.    Diese  sind 

n 

die  wichtigsten  Phasendifforcnzen ,  die  Übrigen  hierzu  geforderte 
PhasendilTerenzeu  kann  tikui  n;i(  h  den  oben  gegebenen  Formeln  finden. 
h\  dem  Coordinatriiaiitanusjiunkt  ist  x  ü  und  y  =  0.  Sabstitoiren 
wir  diospR  in  der  Furun  l  ib),  so  finden  wir  r,  allein  anf  diese  Weise 
ko Tillen  wir  nicht  über  das  Zeichen  der  2teQ  Seite  urteilen,  dafür 
bringen  wir  die  Gleichung  in  die  Form: 

na  «»«^(^^^^a^"») 
eotgt-cotg«-;;;^  

cosarcaiUi-r — 

Ist  $  «-0,80  kann  arcaln^^^  0  oder  «  mn  sein;  alao  lllr 
if'^O  finden  wir  im  ersten  Falle 

'na 

^         ^        fihO  sin  ta 

im  zweiten  Falle 

t        .  na  CüSfjTf 

OOillT COtStf  ■=  — r—. 
^         ^        mb  Siüot  cos  m« 


Ist  n  .oder  m  gerade  und  das  andere  ungefade,  so  wird  die  lecste 
Formel 

GOtgf'— OOtgtt  —  . 

^         ^  Sin  w 

die  beiden  Tangenten  machen  einen  Winkel. 
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n  and  m  beide  ui^erade,  so  wird  diese  Formel: 


na 


COtgr'-cotg»  - 

di0  taidsB  TsBienten  fallen  »inmnien. 


ULip^^^n,  ae  iit  In  effttM  Falle 


na 


C0tgT-C0t«ü  ^^^^^ 

\u  iweiteD  Falle 

eelgT-cotg«-^^j^^  coi«w 

bt  «  i^nide  and  o»  ungerade  oder  umgekehrt,  so  wird  die  letzte 

cotgt'-COtg«-;;;^ 

Diese  Tangenten  machen  einen  Winkel,  aber  sie  fiallen  mit  den 
oent  gefoadenen  zusammen. 

AM  «  wßä  m  beide  vagerade,  ao  ist: 

die  beiden  Tangenten  fallen  wieder  zusammen  ^  allein  sie  machen 
eiasn  Winkel  mit  deiUeaigen,  welche  wir  für  if»     0  fuiden. 


wir  den  Winkel  ^,  welchen  die  Tangenten  mit  ein- 


tgj  -  tg(f — »•)  =  ^ 


2mb 


—  aiasi 


«■5 

Ssrctg—  fal  dar  Winkel,  weteben  die  Tangenten  machen,  wenn 

CD »  ist.  Verschiedene  Teile  der  Cnrve  wprdon  einander  schnei- 
deaj  anf  folgende  Weise  können  wir  diese  I>oppelpaukte  finden. 

m.Tkgt.  1.  BtlK  TUl  TL  4 
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In  einem  Doppelpaakte  mnss  —  ailnSta^  atinS»^  and 
«1 »  i  BiB  (2m  a + ^)  s=  i  sia  (3m    + 1*). 

Dem  genflgen: 

2ii9     ai»a'+2gi»  und  2*16+^  -  aiii#'+^+^ 

oder: 

.  .  .(«)    a— e»-^»  .  .  .  .(y) 

Aus  (a)  and  (d)  fiodet  man  aus  (ß)  and  (3) 


II 


HioMtedl^)  lifti  die  Zahl  der  Doppelpunkte  der  LirnJoeelMlien 
Canren  boBtimnit  and  er  fiuid,  dasi  diese  ZM  in  tllgemeiaen 
9"M  ist,  aber  in  dem  spedellen  FaUe,  dan  die  Carve  dareh 

die  Eekea  des  Paralleiogiamaii  geht,  ist  die  Zahl  aar       ~l)(fi— 1). 

Die  Formel  (6)  kOaaea  wir  aach  sdireibea 


C082ii8 

cotgT-cotg»  -  ^rin»ooi(2»e+^) 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  Wcrto,  weldie  0  and  9'  in  einem 
Doppelpaakte  liaben,  so  finden  wir  for  I: 


cos 

ma 


«,  eo.t»€08^(^«-t|.) 


Sin — s — #siB  ~  ff* 


1)  Oiaa.  p^;.  19. 
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COS  qn  COS 


n  /2p~-l 
V  2 


sin   2  -  ff  sin 

für  H:  • 

COtgtil— COtgfl»  —  —  - 


b)      /2j?— Ii»    ,    \  • 
CM  ^^«^^  JI + 008«« 

f2p— l  n  V 


.  ,  n 


COS  I  ^  ■       »  +  »|>  i  cos 
Alto  ist  immer 

V4+<i0tg     —  2G0tg  •  (x) 

Wenn  man  in  «iieai  Doppelpnakte  ^  beita  Xmgeiiten  Mt, 
•o  In  die  Summe  der  Cotaogenten  der  Vinkel,  welche  sie  mit  einer 
der  Adnen  machen,  gleieb  sweimnl  Gotangeos  des  Coofdintten- 


bt  «  =s  909,  M  wird  diese  Formel 

tgTrf  +  tgTi'-O 

welche  mit  der  voo  Himstedt  gefoDdenen  Formel  übereinstimmt 
Weiter  folgt  hieraus,  dass  die  Linie,  welche  den  Doppelpunkt  ver- 
bindet mit  der  Mittu  der  Achsen- Strecke,  die  "zwischen  den  beiden 
Taügenttsü  liegt,  der  aiidcrcü  Coordinatenachso  parallel  ist. 

Sei  A  der  I>oppelpankt,  in  welchem  AC  and  AB  die  Tangenten 
seien.  Nehmen  wir  CD  BD  und  sei  Wkl.  ADB  —  so  ist,  weil 
WU.  CAB  «•  u'^u  ist,  in  ^  ADB 

4* 
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iCa :  AB     äii(T^— D :  fliiii 

oder 

CBiAB  =  2  (siiiTi'cotg^  —  cos  frf-)  :  1 

In  ^  ABC  iU 

=  ßin  td'  tolgTd  ■•  cos     :  1 

atoo  nach  (x) 

was  zu  beweisen  war.  Auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  för  den  Winkel, 
den  die  beiden  Tangenten  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  ge- 
zogen mit  einander  machen,  kann  mau  jetzt  im  allgemeinea  für  jeden 
Dü])pelpnnkt  beweisen ,  dass  der  Tangens  des  Winkels ,  welchen  die 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkt«  an  die  beiden  Teile  der  Curve 
gezogen  mit  einander  machen,  dem  Tangens  des  Winkels  zwischen 
den  Tangenten,  wenn  das  Coordinatcnsystem  rechtwiuklig  war,  mit 
dem  Sinns  des  Coordioatenwinkelfl  moltiplicirt,  gleich  ist 

Um  die  Wendepunkte  zu  beBtimmeU|  mttueu  wir  (5)  nochmala 
differentüren,  so  ^den  wir: 

«Ar  NO 

d*x 

Fflr  doeii  WeBdeponkt  warn  ^    0  teiii,  «lao 

.  «  /      .       y  \   my 

od«r 


(6) 


tg-larcsin^-  — ^  j  —  -r-p 


Aendert  sieh  der  Wert  des  t»,  so  wird  der  Wendepunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Badins  y,  beschreiben.  (Fig.  2  and  3.) 

Fuhren  wir  in  Gl.  (6)  die  ^  wieder  ein,  so  wird  sie: 

«tg2fie  —  mtg(2m^  +  i\f)  (7) 
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Dnrch  ßestimmuDg  von  S  aus  dieser  Gleich uug  hoden  wir  die  Zeit- 
punkte, in  welchen  der  Punkt  durch  einen  Wendepunkt  geht.  Diese 
Zeiten  sind  ouabhängig  von  o>. 

Dieter  Gleiehmig  werden  oaeBdUch  viele  Worte  der  6  geDflgen, 
nttr  wdcben  jedooh  nur  eine  bestimmte  Zahl  verschiedene  vor- 
kommen, die  Zahl  der  Terachiedenen  reelleD  Werte  der  B  mnss  man 
Itfitfiftm«,  am  die  Zahl  der  Wendepnukte  zu  wisien.  Wenn  wir  die 
Formel  (7>  in  Poteaaen  des  Siaas  der  S  entwickela  and  die  irra- 
üoaalen  FanetSoaea  darch  Qaadrining  fortschaffen ,  so  bekommen 
wir  eine  algebraiedie  Gleichung  höherer  Ordaang  in  Bezog  auf  sin  0, 
IKe  Zahl  reeller  Wnnela  zwischen  +1  nnd  —1  giebt  die  Zahl  der 
Wendepookte.  Anf  diese  Weise  werden  wir  es  jedoch  schwer  finden, 
lad  dareli  die  QaadiiraDg  Ifthren  wir  Werte  iBr  9  aia,  welche 
Bichl  der  Foraiel  (7)  geallgea. 

Die  Curve  hat  an  jeder  Seite  der  F,  Achse  n  mal  ihre  grüsstö 
EntfemuDg  und  an  jeder  Seite  der  A\  Achse  m  mal.  Geht  die  Curvo 
Ton  einem  Punkte,  wo  sie  ihre  grösste  Euifernuag  von  der  F,  Achse  hat, 
Mch  ciuera  solchen  Punkte  in  Bezug  auf  die  JT,  Achse  oder  umgekehrt, 
so  hat  die  Curve  keinen  Wendepunkt j  dies  ist  zwar  der  Fall,  wenn 
der  Teil  der  Curve  zwei  Punkte,  welche  die  grösste  Entfernung  von 
derselben  Achse  haben,  verbindet  Nun  sei  n  grösser  als  m,  so  wird 
die  Curve  2  —  m)  Teile,  welche  Pnnkte  mit  der  grössten  Entfernung 
von  der  V,  Achse  verbinden,  haben;  demzufolge  hat  die  Corve  2(»—in} 
Wendepunkte.  Die  Formel  (7)  hat  dann  anch  2(»— m)  reelle  War- 
zcln  für  sin  9.  Geht  die  Curve  dnrch  xwel  Ecken  des  Pirallelogram- 
roes,  so  fallen  die  Wendepnnlcte ,  mit  Annahme  deijenigen,  welche 
gerade  in  den  Ecken  liegen,  je  swei  and  zwei  aoianBen,  nnd  ver- 

idnriaden  also  Paakte,  daaa  hat  die  Garva  in  diesam 

gpecieUen  Falle  nnr  »— m^l  Wende|MUikte. 
Aaa  (4)  and  (6)  lolgt  dnrch  Dividimng: 


="te"Carc8inr-S^  AjftßM^m-^ 


nad  wenn  wir  (6)  gehrancben: 


eolgvcolgm     n"*^  cotgt— cotg» 


Bringen  wir  die  Curve  anf  Polarcoordinaten,  so  ist 


«^rcos9  and  |r«-rsiB9 


Bad 
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C0tg9  —  COtg  oj  m* 

oder 

iin(<»—  <p)     m*  ain  (m  -  t) 

sin  9)     ~  n'       sin  t  ' 

Diese  Formel  lehrt  uns  die  Beziehung,  welche  in  einem  Wende- 
pnnkte  zwischen  dem  Winkel,  welchen  die  TaogeDte  mit  der  JC  Achao 
macht,  ond  der  Anomalie  besteht 

Geht  die  Corre  durch  den  Coordinatenanfangiponkt,  ao  iet  «Heier 
Punkt  Mch  ein  Wendepunkt,  jedoch  dieaer  Punkt  geDlft  nicht  der 
Feroiel  (i);  der  Grand  daHiUr  nird  spiter  gegeben. 

Wir  werden  jetzt  die  Geschwindigkeit  uud  die  Beschleunigung  in 
jedem  Pnnktc  der  Curve  bestimmen.  In  dem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensyst^me  war 

gg^atiaM  ond  ^^h^i^M+i») 

wo 

ist  alio 
nnd 

die  Geidiwindigkelt  ist 

Sei  die  Biditnng  der  Geschwindigkflit  in  Besag  anf  die  JT  Achse  P, 
so  ist: 

« 

Vxi     sin  (0?  —  y)  Ttacos  2m 6       ^  sin  (w  —  t) 

vy, ""     siny         fM&coB(2m9-f     ~  sin« 

Die  Componenlen  der  BeaeUennlgnng  dnd: 
und 

nnd  also  die  Beschlennignng: 
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M  di0  Biehtaiif  der  Beiclitouigaag  nr  X  Acte    lo  ist; 

MP  («»  —  3)   w^osin  2nS 

1^,"       Bind       *"  »»•*8ia(2ind4"  V')  "  "**yi 

DiMe  Pcrmel  gibt  die  BeiieliiiDg  zwMifln  der  AmwiaMe  md  der 
Sichtinig  der  Besehleanignng. 

Sollen  die  Richtungen  der  Goschwindigkeit  und  der  Beechleosi- 
pu^  zoiammen  faäea,  also  in  einem  Wendepimktot  so  mnis  Bein 

maePB^mB  

oder 

Dieee  Formel  ist  der  Formel  (7)  ähnlich. 

Ist  die  Pbasendifferenz  so  gew&hlt,  dass  die  Corre  direli  den 
Gemrdinatenanfsngspnnkt  geht,  so  ist  in  diesem  Punkte  pt,  nnd 
fy,  =  0,  folglich  isl  die  Beschlennignog  in  diesem  Punkte  anch  0. 
In  allen  flbrigen  Punkten  ist  die  Beschleunigung  grosser  alt  (X  Die 
GsBc^wiad^Bkeit  ist  in  den  Ecken  dee  Panllalogramma  0. 

In  einem  Doppelpunkte  ist: 

■to(«»— J)  sin(»— d*)  _  m^»i' 

sind     "  M*yi  ibid' 

aber 

«,=a!j'   und  ^1=^1'  also  auch  d  =»  d' 

was  nns  lehrt,  dass  in  einem  Doppelpunkte  die  BeeehlonDtgengeii  Iii 
dsn  bcideD  TMmi  dieielbe  BidttBiig  beben. 

Jetzt  werden  wir  den  gpometrischen  Ort  der  Wendepunkte  aller 
Ciinren  bestimmen,  welche  bei  beätimmteo  n  und  m  vorkommen. 

Die  Gorre,  welche  dieeen  gewnetrischsn  Ort  gibt,  werde  ich 
die  Gorfe  der  We&depmkte  nennen« 

Ans  (7)  folgt  durch  Substitution  der  Werlo  (2) 

oder 

(n«  -  «*)  «1  Vi*  -  -    yi'  W 

Dieee  Fonul  enthitt  nicht  die  v^,  also  ist  diese  Gieichiing  Jene 
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der  gesochten  Curve  in  dem  schiefwinkligen  Coordinatensysteme. 
Die  Corve  ist  vom  4ten  Graiic  und  symmetrisch  zu  den  Achsen. 
Sic  geht  durch  den  Coordinaleuaiiiaagspunkt  und  dordi  die  £ckMi 
des  Parallelcgrammes.    Fig.  2  und  3. 

Bringen  vir  die  Corve  enf  PoluooordHnaten,  ao  ht 

  r8in(t) — tp')       ,  rsinqp' 

un  Ol  ^  siutt 

SoU  r  reoU  »ein,  so  mass  t^s 

fi'^cotee*y  >  mVoosec^»— 9') 

oder 

•i(aiii(«»  — 9')  >  fliaBiiifp' 

Die  Anomalie  ist  hei  dieser  Corve  unstetig. 
Fttr 

ist  r  —  ü,  &lso  geht  die  Corve  durch  den  Coordinateoaoiiuiigsponkt. 

Sei  der  Wiukcl ,  welchen  eine  Tangente  dieser  Corve  mit  der 
X  Achse  mscht,  t^,  so  ist 


Bnrch  Mwtittttlon  dieses  Wertes  ond  des  Wertes  von  in  die 
Femel  lAr  Igv^  findet  man 

«^WC-  -90Jcotg9»'+tgg>' JH-«WBinV|cotg7ir-VF^S7 

.   .  C0t6r,~co>«««^,^jP^^  (10) 


I 
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Nack  (8)  iit 

aho  wMl  ia  einem  Wendepuokte  9^9'  »t 
iin(fo— T,)  _  w»*d*  iin^«— y) 


(11) 


Diese  Formel  gibt  am  die  Beilehnog  nriidiea  dei  Wlnkebi» 
«flehe  4le  Taageetetf  In  einem  Wradepnnkte  an  die  Cara  and  an 
^  Ctam  der  Weadepaakte  gesogen,  machea. 

Femel  (8)  gOft  niobt  Im  CkNiidlnatenaafMigipankt;  hier  ist 
fai        wird  die  reolite  Seile  —  ^^y«,  dareh  DifeentiatioB  findet  man 

2na  008  2n^ 

2M»sinfliC0BaM6 

iiio  far  6  -  0  ist 

rin  (ctf  —  y)  na 
sin  9  m6 

Nadi  (6)  ist  für  a  -  0 

ato(»— y)  »a 
siny  wh 

. ' .  im  Coordinatenanfangsponkt  ist  9  =  y. 

Bei  dsr  Com  der  Wendepmikte  haben  wir  ftr  r  sOgefanden 

rin(fi/  —  fp')   ina 

siny'  " 

aad  aacb  (10;  ist 

sia%    ~  Mi 

also 

Wete  folgt  aas  diesen  Formeln 
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MD(<»  — T,)      m*     Mn^((u— t) 
sin  »*a*  sinH 

Formel  (11)  gilt  also  in  der  Tat  im  CoordioatenanCftDgspaukt. 

Fttr  4^    a  und  jft^b  od»  p      ila«  lat 

giD(fo  —  t^)      n*  M  a'      n*  a 

Ans  (6)  folgt 

OOtgT  -eotg«i=:% 

Die  Differentiation  der  rechten  Seite  gibt: 


und  dieses  wird  für  y  =  isin  w  gleich  — i^r- 
«Im 

ain(f  —  «'g 
slnv    **  «••ft 

folglich  haben  wir  in  der  Ecke  des  Parallelogramms  t  »  r, :  dass  die 
Formel  in  der  rechten  Seite  %  wird,  ist  nur  möglich,  wenn  die  Werte 
«1  =  ±a  und  yi  —  ±6  der  Formel  (3)  genttgen. 

Die  Formel  <9)  gifal  dw  den  Ort  eines  Wendepunktes,  wenn 
a  >  >  nnd  &  >  jri  >  — A  ist  Die  Cnrve  dehnt  sich  jedoch 
weiter  ans.  Sie  wird  dne  Asymptote  haben,  wenn  bei  einen  be- 
stimmten Werte  der  y,  oder  nrngekshrt,  onendlich  gross  ist 

Sei  t»,  wie  wir  angenommen  haben,  grosser  als  m. 

Ans  (9)  folgt 

 my^g    wyo  

==yjÄi-(«i-»iJy,t|  *  yii*ii^sin>y»-(i»s--»'>y^ 

also  ist    =00  Akr 
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FOr  eine  Asymptote  miisB  r  anendlich  gross  werden  boi  einem 
kntinrnten  Werte  von  fp%  dieses  wkd  der  Fall  M^^ssQ  (denn  bat 
f^»  •  nifd  r  imagiair),  alao  ist: 

COtgT] — GOtgcD—OD    und  also  Ti=0 

Die  Asymptoten  sind  der  X  Achse  pmlM  ind  die  Oleichnng 
d«  AqrmplolMi  wild  also  leiii 

In  Fig.  (3)  siad  die  Llaiea  and  PP'  die  A^rmptotoBS  Uer 
]it«*6vndMs3»alao  $ss  ±^l^ktitL9k 

Uai  den  Krflmmangsradios  jedeä  Punktes  der  Corvo  za  üaden, 
kibea  wir  die  Formel 


dy  d*x       dx  d^y  dy  dhc      dx  d*y 

^  ^  dfi  ^  d9'  "ä^  dm 


Kim  ist: 


^  =  SMftiia«00S(2ii#4-t)  =  2»y6»8in«»— y»  =  2i»ainw/i"^» 
jli  =  «i»  •Bin(Äi»«+^)=  — -  -4mViii»» 

^  =s  SMeoi3fi9+2iii6tioiMoe(2iii9+^) 

—  2ny  a*  —  («  —  y  COtg  tu)*  -\-  2m  COtg  CO  V 6*  siü*«--^* 

.4»^iia2ii«— 4mftcoiaiia(M»+^) 

s  — d»'(«^ireotg«)— dMVcoig  • 
=5  —  da^ci  **'le»'fc  colig  « 

«eil 

0— SFCOtgw  =(Bg 

taid 

niiii»8|r 
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Für  «9  =  90^  geht  diese  Formel  aber  io 

Für  «»  «  0  Bind  alle  ErOmmnogsnulieii  imendlicb  gross.  In  dca 
Wendepookton  nmw  f  mmidlicb  grom  leiii;  dimt  ist  weh  der  Fall, 
denn  nacli  (5)  UX  dann 

Fttr  Punkte  in  den  Seiten  dee  Paralielogramms  ist  X|  «  i;«,  nlno 
nnd  für 


y,-±*  ist 


sin  HD  b 


Vir  haben  gefaodoQ:  dass  in  einem  Wendeponkie 

n  sin  2n6  cos  2n8 

ist,  nnabfa&ngig  vom  Werte  des 

Sehet]  vtir  was  dieses  bedeutet,  wenn  « 0  ist.  T)cr  Punkt 
bowegt  sich  danu  längs  ciucr  geraden  Linie,  und  es  kann  dann  nicht 
Yüu  einem  Wendepunkte  die  Kede  sein.  Das  Verhält niss  der  Ge- 
schwindigkeiten jeder  der  beiden  Bewegungen  ist  in  jedem  Punkte: 

and  das  Yerhältniss  der  Beschleunigungen: 

Stellen  wir  in  die  erste  Formel  deu  Wert,  den  6  haben  mnss  ftlr 
einen  Punkt,  der  übereinstimmen  wird  mit  einem  Wendepunkte,  so  ist: 

Der  W^cndepnnkt  \vird  im  Falle,  dasß  <ö  «=*  0  ißt,  ein  Punkt,  wo 
das  Yerhältniss  der  Geschwindigkeiten  dem  Verhältnisse  der  Be* 
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Khleunigiingen  der  beiden  Bewegungen  gleich  iFt.  Wir  werden  anch 
in  allgemeinen  2(ii — m)  solebe  Punkte  finden.  In  Fig.  2  sind  diese 
Ponkte  doreh  aqgogeben;  die  oadUireiuto  Bewegang  findü  Hags 
teZAcbae  statt 

Die  Cnrve  der  Weudepunkte  schneidet  die  Curve  in  mehreren 
Pniikten  und  /war  in  4n  Punkten,  denn  2n  Teile  der  Curve  liegen 
Zii^chon  deu  Seiten  des  Parallelograiiimcs.  welche  der  i",  Achse 
ptTAllel  sind,  uud  jeder  Teil  schneidet  die  Curve  in  2  Punkten. 
3(a-)-m)  von  diesen  Punkten  sind  Wendepunkte,  da  bleiben  also 
noch  2(n—m)  Schnittpunkte  tlbrig,  und  im  spcciellen  Falle,  dass  die 
Qure  durch  zwei  Ecken  des  Parallellogrammes  geht,  gibt  es  nur 
■"l*"»— 1  Schnittpunkte.  Dass  wir  diese  Punkte  auch  finden,  hat  sei- 
M  Grund  darin,  dass  wir  die  Formel 

quadrirt  haben.  Zieht  man  aus  der  Formel  (9)  die  Wurzel,  so 
^kommt  man  nach  Einfilhmug  der 

a&s  pGsitiN  e  Zeichen  giebt  die  Wendepunkt^  das  negative  die  übrigen 
Schnittpunkte. 

Fttnfr  «»0  gODigt  O  —  0  to  beide&BaieliiiiigM;  die  Com  geht 
duroli  den  Coordioatengafiuigtpniikti  folglieh  genflgt  dieser 
PtnikK  der  Bedingong  eines  Wendepunktes  nnd  der  eine«  Schnitt- 

Wir  finden  für  das  negativa  Zeichen: 

COSwid  «sin2?;ö 
C0S(2ine+^) '  msin(2md-fi^ 

Nseh  Mnltipücimng  mit      finden  wir  durch  Snbetitntion: 

^vi  Pn 

Ib  den  Schnittpunkten  sind  also  auch,  wenn  man  das  Zeichen  nicht 
ichlet,  das  Verh&ltniss  der  Geschwindigkeiten  und  das  der  Beschleuni- 
gongen  einander  gleich,  jedoch  hat  eine  dieser  4  Grössen  das  ent- 
fegengesetate  Zeichen  der  3  anderen. 

Nun  ist 

Vst      sinfca— y)  pri  sin(a>— -4) 

^^^y  Pn  ^^^^ 

•ho 
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dies  gtebt 

DiMO  Fonnd  labrt  ins  die  Beiidmog^  wMe  in  eiien  Schnittpukte 
der  beiden  Cnmo»  der  kein  Weedepnnkfc  iit,  siriiehen  den  Biehtan- 
gen  der  Qeieliinndigkeit  nnd  der  Beedüenn^niif  bestellen  mnie» 

Für  »  -  90*>  wird 

y  =  IW— d 


Die  Ltntffou^Mktm  Ourve»  und  dk  gemSomttriaAm  BtnuHamm 

Wir  haben  gefiioden,  das«  die  Coordinnten  einee  Panktes  einer 
Liaii^oiis'scbeD  Cnnre  aind: 

wf^a^M  nnd  y  —  »iin(9M#+t) 

SeUen  wir  26  —  ig,  so  wird 

«  —  asiniiif  nnd  y  r*  ftsin(mi}-{-^) 

Aus  dieseo  Gleichungen  mass  ^  elimiairt  werden,  um  die  Qleichnng 
der  Cnrve  xn  finden. 

m  nnd  n  find  gerne  Zahlen,  welche  keinen  gemeinachnftlichen 
Fketor  heben,  so  de»  wfar  eise  folgende  FftHe  nntendieiden  können; 

I  n  gerade  m  ungerade 

n  n  nngerade  m  angerade  . 

in  •  nngemde  m  gerade 

Sei  die  Pbasendifferenz  gleiiäi  Ol,  so  ist 

«  «  erinnif  nnd  f  dsinw^ 

Nun  ist 

8inm(ni})  B  8inn(mi})  (1) 

Ist  es  möglich  8inm(ni})  in  eine  Reibe  von  Poteasen  von  sin 

nnd  sinnfm-ry)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sin  miy  zn  entwickeln, 
80  habeü  wir  die  gewünschte  Gleichung  dor  Cnrve  gefunden.  Nun 
ist  jedoch  die  Entwickelung  des  Sinus  eines  vielfachen  Bogcns  in 
Poten^^en  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  nnr  mOglicfa,  wenn  das 
Vielfach  ungerade  ist') 


1)  SthlAniUb.  Alg.  Analjrsb  psg.  189. 
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Nor  im  Hten  Falle  wiid  dia  Enlwidnlwig  mOgUch  aain,  Bod 
vir  bekoffloiea: 

?+i 

f  ^  *^    1      2  3      ...  2|,-1 

f   8     ...  Ss-l  '"»»'-»«S 

P  /   ti^ »»(in«  -l')(i>i«-3«)...|m«-(2p-3)«| 

t  ^  '^i     ä      8  ... 
~  T  *   ^    i    ä      8    ...  8«— 1 

Die  Canre  ist  f&r  x  vom  mtan  Grade  and  fOr  y  vom  nten  Grade. 

la  des  Mden  andani  Fsnen  lat  eine  dar  Seitan  dar  Formal  (1) 
neatiriekelliar.  ErliabC  man  die  Formal  (1)  in'a  Quadrat,  so  be* 
hmmm  wir: 

Wir  mflssen  nun  untersacbeD,  welche  die  Reibe  sei,  welche  wir 
bekommeD,  so  wir  die  2te  Potenz  eines  Sinns  eines  vielfachen  Bogens 
eitwickeia  in  eine  Heiiie  von  Potenzen  des  Sinns  des  einlachen 
Bogens. 

+  n(n^l)(n-2)(n.-3)(,~4)^,^^^^^ 
^12       8       4       6      6       7  "" 

ilio 

ü^wi  -    aia«g  ao^»  |  ^      ~     ""-^  iin*| coa»»  - ^  4 


n«  (n-l)(n  -2)(n~3)n-4)n-5X>-6) 
1    8      4      5     6  7 
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$4  Ehmmms  DU 

+  «'(»-iK..-a)C-3X..-*)^,^^^ 

_ ..(.-i)»(,--2).(n-3)(,^ rinU «i^-t . . . 


Setzen  wir  1— fflr  cos*l|  ao  kßnaii  wir  die 
nach  dem  Binomiitm  Newtoo's  entwickeiii,  und  irail  In  der  Fornil  nur 
ganze  positive  Potenzen  Torkomniei,  werden  wir  endlieheBeilien  Inden. 

8m"n{  =  n*siü«|—  £— ^ — 8in*|-h2£  g — «rf 

-i  5  5— ein«... 

8iB»ii|  -  i  |p»ain^|-|-^^^   3>  Bm*6 

6.6,4  n»(»^-l»)(»4^— 2»)^g 
1.2.31      3»        6"  * 

8.7.6.5  nV-.l»)(n»-2»)(n^  -3^) 
(3) 

.  •  .  8in«n{  -  1  ^(-l)*'-i  C^si»   ^  6«     ...  (2»-l)« 

Sei  l-f-« 
iln>ii(|-ii) 

=*  f      ^  — p-^: w-  i)*      v2  V 

Ist  m  gerade,  so  ist: 

=  1  f  (-1)'^^ ^'^^  1      3«       5«  ... 

FOr  N  nngerade  ist 
oder 


sin^  nu 
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Wenden  wir  (8)  auf  die  Gleiehang 

an,  80  bekommea  wir: 

|^(-)^-'6>^^       3,        ^,    J  ^^^^^  -^m^», 
oder 

«  2, (-1)1    C,«j^  5«     ...   a«-l>«  1^1 

Die  Curve  ist  nl^o  für  x  vom  2mten  Grade  und  für  y  vom  2«  teil 
Grade.  In  der  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  y  und  der 
X  vor.  deswegen  wird  die  Corve  symuietriscli  in  Bezug  auf  beide 
Achsen  sein. 

Wir  werden  jetzt  die  epeelellen  FftUe  nnterenchen,  dasi  ^  —  90^, 
180^  oder  2709  ist,  was  ftberdnstimmt  mit  einer  PluMendifferenz 
gleich  iA';  ^1*  nnd  f 

Ist  =  9ü'\  so  werden  die  Gleichungen,  welche  die  Stelle  des 
Punktes  geben: 

X  s  asin«i}  nnd  p  —  dein  (mi} «)  **■  ^  cotmi^ 

Gebrauchen  wir  das  Axiom 

COSm(nq)  =  COBf»(ii»l}) 

Der  Cosinns  des  vielfachen  Bogens  Icann  nnr  in  einer  Reihe  von 
Potensen  des  Sinns  des  einfachen  Bogeas  entwickelt  werden,  wenn 
das  YlelfiMh  gerade  ist')  Er  kann  immer  in  einer  Reihe  von  Po* 
lenzen  des  Cosinns  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden.*)  Die 
GMdinng  der  Cnrve  wird  im  inten  Falle,  das  ist  wenn  n  ungerade 
nnd  m  gerade  ist: 

i-t-^i     i   2     3  ... 

I)  BchUMleh.  Alg.  AnalTtlf  p«g.  188. 
a)     tf  M       «      ♦  IM. 

Aiclu  d«r  Math.  1.  Phyt.  &  B«lte,  T«n  TL  ft 
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12  8 

oder 

-  m«(m«-~2«)(ii>>--4«)...{m»-(ii|p~2)M«» 

""M^"  ""i  2 

-i — 2  S  6*^   "  '  j 

Die  Cnrve  ist  für  x  vom  mton  Grade,  für  y  vom  «ten  Grade, 
u  dieser  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  x  vor,  also  ist 
die  Corvo  symmetrisch  zur  y  Achse. 

Im  Ilten  Falle  sind  m  nnd  n  ungerade,  also  ist  cü8n(mr;)  qo- 
entwickelbar  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinni;,  wir  müssen 
wieder  gebrauchen  die  Formel: 

rin'mCnif)  —  8iii'n(ii»if) 

Werden  diese  FnDctionen  entwickelt  nach  den  Formeln  (3)  und  (6), 
so  finden  wir: 

^Cp^-^  ^  —  elii*^», 

oder 

Diese  Cnrve  ist  symmetrisch  in  Besag  anf  beide  Acbsea  und  sie  Ist 
fttr  9  vom  2mten  tmd  für  y  vom  2fiten  Grade.  Sie  gebt  nicht  dnrch 
des  Coordlnatenanfangspankt. 

Ist  nun  im  Iten  Falle  n  gerade  nnd  m  angerade,  so  finden  wir 
bei  der  Entwickelang: 
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Dieie  61«diiiiig  ist  dor  Formet  (6)  gleich;  die  Cnnre  wird  in  diesem 
Falle  dieselbe  sdn,  als  wenn  die  Phaseodifferens  gleich  0  wflre. 

Ist  1^  =s  1800,  80 

»  —  asin»^  und  y     6Biii(«iif 4*»)  —  —  dsiom^ 

Im  ersten  und  dritten  Falle  finden  wir  dieselben  Gleichongen 
für  die  Curveu,  als  wenn  die  Phaaendifferens  0  wftre;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Gleicbnng  (2) 

f  ^"^^  12         S  ... 

"   1  12         3     ...       2g -1  " 

Die  Potemeo,  welche  in  der  rechten  Seite  vorkommen,  sind  nn- 
lerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgegengestellte  Zeichen  wie 
in  der  Formel  (2).  Hierans  folgt,  dass  die  Cnrven,  welche  bei  den- 
selben n  nnd  m  entstehen ,  bei  einer  Phasendifferena  gleich  0  oder 
gleich  |i'  Spiegelbilder  von  einander  sind. 

Znm  Scblasso  sei  die  Phasendifferenz  iX\  so  finden  wir  im 
ersten  nnd  zweiten  Falle  dieselben  Corven,  als  wenn  die  Phasen« 
dUTerens  iV  wire.  Im  dritten  Falle  finden  wir  jedoch,  weil 

X  s  aain und  9  *-  6sio (in»4- %  w)  6 sin m^i 

ist 

^  t»Km« -2») . > i  im«- (2p -  2)»| 

*-r*l        1  a         3     ...  2p 

»)"    «2»-»(-y)'-2    n(n-3)  2>*-*{-y)^-* 
ft»  ''"l  2 

n(n-4)(n  — 5)  2*-»(— y)»-« 


1     2  3 


0.  S.  W.j 
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Da  n  ungerade  ist,  so  sind  alle  Potenzen,  welche  in  dor  rechten  Seite 
vorkommen,  ungerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgeg©nge5?pt7to 
Zeichen  derselben  Glieder  in  der  Formel  (7),  also  sind  die  Curveo, 
welche  im  3tea  Falle  entstehen,  hei  der  Phaseadifferenz  |i'  wie  bei  « 1'. 

Im  eraton  Falle  bekommen  wir  also  bei  jeder  der  genaanten 
Phaiendiffeiena  dieoelben  Cmrvea. 

Wir  könnten  jetzt  noch  nutersuchcu  die  Fälle,  daes  di3  Phasen- 
difTerenzen  und       waren,  aber  wir  würden  dasselbe  finden, 

als  wenn  wir  n  mul  7/*  mit  einander  wprhsHtcn.  Fig.  4  zeigt  dio 
Richtigkeit  des  Ahyrleitpten.  Diesp  Betrachtungen  gelton  eben  so 
gut  für  ein  schiefwinkliges,  wie  für  ein  rechtwinkliges  Coordiuaten- 
System. 

Schiedam,  Juli  1886. 
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Erweiterung  zweier  Sät^e  auf  n  Diuieusionen. 

R.  Hoppe. 


i  1.  Bermaim'Bcher  Sftti. 

lu  Schlömilch*s  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XXXI.  S.  381 
enthält  ein  Anfsatz  überschrieben:  „Ein  Minimüinproblem^*  Von 
0.  Berraann —  einen  »Satz  über  die  Berührungscbonc  einer  Flöt'he 
der  nebst  soinem  Beweise  nichts  von  seiner  Kinfachheit  verliert, 
wenn  man  ihn  sogleich  auf  beliebig  viele  Dimensionen  erweitert  Mjc 
lAotet  alsdann: 

„Das  «dehnig»  (ii+l)eck  begrenzt  von  «  l)detiiiigen  n* 
eckai»  decm  eins  «ine  CmCa  krimine  (m— Ddehnuig  berOlurt,  wftb* 
reod  die  Qbrigen  in  festen  linearen  (n — l)deliiiiiDgen  liegen,  ist  bei 
varüresdem  Berflbmngspunkt  ein  Minimnni,  nnr  wenn  der  BerfÜumngB- 
fuki  ScbwerpOBkt  jenea  bertthrenden  »ecks  ist'* 

Zum  Beweise  bedarf  es  zunächst  eines  passenden  Auädruckb  für 
den  Inhalt  eines  n  dehnigen  (n-f-l)0Gk8  K.  Sind  die  von  einer  Ecke 
aosgebenden  »  Kanten  r„  ...  r«  limlttdi  aomal  n  dnander,  so 
ist  offenbar 

^  ~  «1 

Gibt  man  nun  der  Kante  r,  gegen  die  Kante  r,,  dann  der  Kante 
gegen  die  Ebene  rj    ,  dann  der  Kante      gegen  den  Raum  r^r^r^ 
ü.  s.  f.  eiue  ^'ciguDg,  so  multiplicirt  sich  judcsiiiai  bei  unveränderter 
ü&sis  die  Höhe  von  V,  mithin  auch  V  selbst  mit  dem  Sinus  des 
Keigungswinkels.  Da  alle  diese  Winkel  von  der  Lage  des  (n-{-l)ten 
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necks,  welches  dcu  Ausgangspunkt  der  r  nicht  enthält,  nnabh&ngig 
Bind,  80  kann  nuui,  gOlUg  f ttr  beliebige  Neiguagen,  scbreibea : 

K=  CV^ra  ..r«  (1) 

wo  C  gegen  alle  YernnderoDgen  der  r  aod  der  darcb  ibre  Endpankte 
bestimintca  (n  — l)debnaog  consUuit  ist 

Scbnittpunkt  der  n  fetten  linearen  (n— l)dehnaDgen  sei 
Anfiukg  der  orthogonalen  Goordinaten     xj,  x^,  ...  ««.i.    Sind  nun 
Pi^     P^i  ^  Ricbtangaoosinns  der  Normale  der  kmmmen  (n— !)• 
debnnug  Sl  im  Fnnkte  (g,  ...)<  fi         iii-i  die  Goordinaten  eines 
Punkte  der  berflbrenden  linearen  (»--Ijdebnnng«  und  aelat  man 

If-  ZjM  (2) 

80  iBt  die  Oleiehnng  der  BerOhrenden; 

£pi  —  M  (3) 

Sind  ferner  o*,  «ui,  «^2,  ...  die  Biebtnugseosinea  der  ifeten  Eanle  n, 
mithia  a  aik,  ete.  die  Goordinaten  dee  Scbnittpnnkti  mit  der  BerOliren* 
den,  so  ist  nach  QL  (8) 

rk^puk       M  (4) 

daher  das  Volnm  de«  »d^gen  («-(*l)Mks  nach  OK  (1) 


worans: 


Da  nnn  £p^  =  o  ist,  eo  hat  man  nach  QL  (2) 

Die  Differentiale  dp^  etc.,  welehe  Jetil  allelii  mkuBmea«  haaren 
bloss  dorch  die  Relation 

von  einander  ab.  SoU  also  V  ein  Minimum  stuu,  so  ist  erste  iie- 
diitgnog: 

fUB^       ak     ^  , 
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man  diow  Gioicfaiiiigeii  der  Beiii6  nach  mit  ..• 
10  a^ibt  ihre  Bummi 

»— 2:1  — Ä   oder  A==0 

ood  man  hat: 

Die  Coordinate  der  kirn  Ecke  der  berfthrendea  lidehimng  iit  nach 
Gl.  (4) 

ibIgUdi 


3f  /  nak       „     g*  \ 


gfiUig  fiir  i*  —  1,  2,  ...  n  and  für  aUe  Coordinateu  x.    Die  Werte 

befnedigeu  die  Gleichungen: 

£kiik—x)  SS  0'^  etc. 

folglich  ist  der  Berührungspunkt  Schwerpunkt  der  Ecken  des  necks, 
mithin  bekanntlich  auch  Schwerpunkt  des  necks  selbst  (vergl.  T.  V. 
8.  420). 

Hiermit  ist  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  bewiesen;  ob  sie 
ansreichend  sei,  bleibt  aach  im  cttirtea  Anfisatze  for  3  Dimenaieaen 
nneatschieden. 

|.  2.  Routh'Bcher  Satz. 

Im  Qoarlerly  Journal  of  pnre  and  applied  llath6matici,V.  ZXI. 
p.  S81.  sind  zu  Anfimg  eines  Anfeatiei  von  E.  J.  Ronth  die  Werte 
des  lotegrab/i^dF,  wenn  sieh  daaaelhe  Aber  ein  Dreieck,  Yieteck, 
Tetraeder  and  körperliches  Fflnfeck  erstreckt,  anigestellt 

Die  bemerkenswerte,  vom  Verfasser  weiterhin  fruchtliar  Ljcmachtc 
Eigenschaft  dieser  Ausdrücke,  dass  sie  uäiüiich  ausser  dem  Factor 
y  uur  Cüurdiuateu  gewisser  Punkte  in  der  einen  «Richtung  ent* 
halten,  liess  vermaten,  dass  jene  4  speciellen  Figuren  ans  einer  um- 
fwenderen  Classe  von  Figuren  heiigeleitei  werden  kOnnen.  Be- 
trachtet  man  soniditt  das  Drdeck  and  Tetraeder  als  Anfang  der  Beibe 
der  »dehnigen  (n-j>  1)  ecke ,  so  Usst  sich  in  der  Tat  das  ebene  Yiereck 
lad  körperliche  Fttnfeck  dnreh  Projection  des  dreidehnigen  Vierecks 
saf  die  Ebene,  des  vierdehnigen  Fiknfeeks  aaf  den  Baum  gewinnen, 
and  so  eine  zweite  Beihe  Yon  Figuren  ans  der  ersten  herleiten.  Die 
Berechnnng  der  entspredienden  Formel  en^bt  sich  jedoch  einihcher 
naeh  deijenigeo  Besiehang  der  xwetten  B^e  aar  ersten,  in  welche 
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Ho  pp  e :  ErwtiUrun^  zweier  IS&tze  auf  n  Dmemionen, 


gie  aü  der  citirtcn  Stelle  gesetzt  wird,  der  gemäss  das  »debuige 
(n-|- 2)eck  aus  zwei  ndehmguu  (rj-f-l)cckcn  mit  emer  gemeinBamen 
Seite  besteht.  Wir  wollen  daher  zuerst  die  l'unnei  für  das  ndehnige 
(M-(-l)eck  berechnen,  daraus  durch  Addition  die  Formel  für  das 
ndehnige  (n-|-2)eck  ableiten  und  BcUiesslkb  aaf  die  erstgenamite 
Beziehung  näher  eingehen. 


§.  3.    Erweiterter  Routh'schcr  Satz  tUr  »dehniges 

(n+l)eck. 

SnbBlitQlrt  maa  ÜBr  die  Abedsfle  s  des  Elements  eines  »dehnigen 
1)  ecks  V  aof  beliebiger  .^e  mit  beliebigem  Anfang  (nach  T.  V. 
&  419)  folgende  Fonctioa  der  Unabb&Lgij^eu  t^.  u,,  «n 

4=11+1 

»     ^  («»  — «*fl)u»l*»+l  («11-1-2  =  0) 

WO  n  die  Abscissn  der  /.  tcn  Ecke  von  V  bezeichnet,  und  macht  An- 
wendung auf  n  orthogonale  Axen,  so  lautet  die  Fanctionsdetcrmi- 
naate 

^  —  nl  Vu^v^^u^  ... 

nnd  das  Element 

erfllUt  K,  wenn  alle  u  von  0  bis  1  varüren. 

Sei  nun  z  Abscisse  von  dFiu  beliebiger  Kichtuug,  lu  oder  ausser 
der  ndehuuüg,  so  dass 

und  man  setzt 

=  (*^  — a,)a,-iui»  ...  u»4"    ^        —  «*.fi)ii*  ...  Um 

kssm 

SO  wird 

g*-^nf*^         g'^Hy,  v+i) 

daher  insbesondere  (für    =  l;  v  —  2,  dann    » 1,  8;  y  =  3,  etc.) 


Digitized  by  Google 


H^pp§t  Bnodunmg  nf«kr  SUm  auf  n  XMMMipiiiii.  7 


i 

./  "•^y         "  (p+l)(p+2)i  .)(%-.^  " 

O  0 

•  '  gP-fM2, 4)— »P-»-2(3,4)|  1 

(»1  — — «a)     )  («8 

"  <P + 1)  (P  -h  2J)  U«,  ~  ^)  (Ii  - 1)  (%  -  M 


■^(«»-*i)(«i-*t)H«»  ... 

demnach,  wie  leicht  zu  ersehen,  allgemein 

1  III 
 1  

(p+A)(«A+l...tt,)* 


ft=l     («—%)...  (»t  -  *t-l) (« — « 1 1)  . . .  («—«») 


woraus  fikr  A  =  n: 

1  1 


0 

n!  r 


äX 


(p-fl)...(p4-n) 

£  *-  a 


§.  4.  Erweiterter  Kouth'schor  Satz  far  Mdehnigos 

(M-i-2)cck. 

^iehnieu  wir  uuu  Uas  (n  —  1) dehnige  »eck 

(2,  3,  ...  »+1) 
als  gemeinsame  beite  der  zwei  ndehnigen  (n-|~l)ocko 

F'  S  (1,  «,  3,  ...  H+l),     VS  <2.  3,  ...  «+2) 


80  Stellt  die  Gesamtßgttr  K—  V'+K"  eio  ndehüiges  (n-f2)eck 
dar,  fttr  welches 

durch  Addition  zweier  Werte  der  Funcüoa  (6)  erbaitea  wird  oAmlich 

nX  j*=j,^»  V'zk'^* 

J  .(H-*)l»=i  («i-«i)."l«»-%-t) 

Die  Srnnme  der  aUgemeliieii  Tenne  beider  Beiheo  ist,  wenn  Nu  deo 
Generalneaner  beidelinet, 

wo 

i>-  r*.+«+r«i  (8) 

UieserWert  bleibt  aoch  für  »»1  und  *-ii+2  richtig,  fo1#ch  ist 

Wird  nuu  die  gemeinsame  Seite  von  V  nnd  F"  fon  der  ]>Ia- 
goQaie  U,  n4-2)  im  Puukte  (0)  geschnitten,  so  verbilt  iich 

daher  ist 

also  nadi  GL  (ö> 
und  man  hat; 

/•^ar-  ^^^^^^  *  (10) 


$.  5.  Schlnssbemerknng. 

Die  Projection  eines  n  dehnigen  (nH-l)ecks  auf  eine  lineare 
(ii^X)dohnnng  ist  entweder  ein  »eck  oder  (n-|-l)cck  (letzteres  mit 
seinen  Diagonalgebilden,  ersteres  mit  einem  Punkte  und  dessen  Ver- 
bindongsgebüdeii  im  Innern).  AUe  ftdehnigen  linearen  Greoigebilde 
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im  sdebaigni  (M+l)ec1cg  tind  Dimlicli  (H-1)<n^o,  ala  solehe  mitbin 
tfatlidi  ooDveze  Figuren,  die  von  einer  Oenden  nur  in  2  Punkten 
gttchnitten  werden  kflnnen.  Der  Umfuig  (d.  i.  Seitemonune)  des 
sddungen  (»-|-l)ecks  F  lei  A.  Jede  Seite  tob  F  ist  ein  {n—iy 
iAmgBB  necik,  daher  ilire  Projection  auf  eine  lineare  («-»Ddehnung 
glOGhfiülB.  Nnr  die  noch  ahrige  Ecke  von  Fkann  sich  in  rerschie- 
dimr  Lage  projidren.  Entweder  ftllt  ihre  Projection  in  das  Innere 
jeoes  «ecks  oder  oicbt.  Demnach  sind  nur  die  2  FAlle  zu  onter- 
Mheideii :  Fällt  die  Projection  irgend  einer  £cke  von  F  in  daa  In- 
nere der  Projection  der  Gegenseite,  so  ist  die  Projection  von  V  und 
Sl  ein  neck,  fällt  die  Projection  keiner  Ecke  in  das  Innere  der 
fK^iection  der  G^nseite,  ein  (iiH-l)eck. 

Bezeichnet  Sl'  die  Projection  von  Sl,  so  gibt  im  ersLeu  Falle 
Gl.  (6),  im  zweiten  Gl.  (10)  den  Wert  von 

Venn  man  die  n~l  ersten  CoorUinatcnaxen  in  die  Projectionsbaöia 
le^  und  n— 1  stätt  n  setzt 

Die  Beziehung  zwischen  den  yerglichenen  Projectionon  ist  fol- 
gende. Das  (n  «1) dehnige  neck  hat  eine  Ecke  weniger  als  Sl^  daher 
CiUen  in  alle  Grenzgehilde  weg,  welche  diese  Ecke  besitzen.  Das 
(«— l)dehuige  (ti-)-l)eck  hat  eine  Kante  weniger  als  daher  gehen 
in  Sl'  alle  Grensgehild«  in  Diagonalgehilde  fther,  welche  diese  Kante 
bedtien. 

Ein  allgemoines  Kritcriom  der  2  iäiio  iasst  sicü  sdiwerlicli 
geben. 
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17. 

Ueber  Triederschnitte  usd  Minimaltetraeder. 

Voo 

Dr.  Bermann 

ia  liQgniu. 


Tor  l&ogerer  Zeit ')  unterBochte  ich  in  einer  Progntnunarbeit 
die  Oerter  der  Sebwerpnnkte  aolcher  Dreiecice,  in  welchen  ein  Tri- 
oder  (Breikant)  von  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Ich  beseichnete 
dieielben  aia  „Triedffracbnitte*^  Dabei  nahm  ich  an,  dats  die  schnei« 
denden  Ebenen  entweder  durch  einen  festen  Pnnkt  oder  eine  feste 
Achso  gehen  oder  BerObningsebenen  gegebener  Füchen  seien  oder 
endlich  ein  Tetraeder  von  gegebenem  Yoinmen  absclineiden;  anch 
betrachtete  ich  den  Fall,  wo  der  Triederscliaitt  eine  vorgeschriebene 
Gestalt  hat.  Im  Folgenden  beabsichtige  ich,  hiersn  noch  Einzelnes 
nachxatragen. 

Die  Kauteu  des  Trieders  seien  die  Achsen  der      ^,2,  und  es 
bedeute  a  dea  Wiukei  (y,      ß  {x,  s),  y  («,  y).   ^,  »/,  ^  mögea  die 
Coordinatou  des  Schwerpunkts  eines  Triederschnitts  bezeichnea, 
M,  V  die  Parameter  der  schneidenden  Ebene  ftuf  den  Aclisen  der 
M,  Es  ist  dann  <  «-^  34,  u  =  ^i;,  t;  » 

I.  Znr  Emtittelnng  der  bei  gegebenem  Ort  des  SchwerimnfcCs 
von  den  schneidenden  Ebenen  nmbOllten  Oebildo  ist  swischen  den 
Gieichnngen  dieser  Ebene,  des  gegebenen  Ortes  and  ihren  ersten 
Düferentialgleicbnngen  |,  ^  6  I>^t  und       tu  etiminiren.  Es  ist 

aber  erstere  Gleichung 


I)  Progr,  1S74.  des  Gyma*  sa  Liegaits. 
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od  faieraos 


(2) 


bt  der  Ort  des  Sehwerponktes  du  anf  die  Kanten  des  Tri«den  als 
nioe  zogeordnetea  Dorchmener  bezogenes  Ellipsoid 

0'+(?)"+(!)'-> 

10  bat  man 


Au  (2)  ond  (4j  felgt 


aod  dann  aas  (3) 


Die  äubstitiitiün  dieser  Werte  in  (1)  liefert  dann  Dach  einigen 
löditea  Umfonaongen 

als  Gleicbang  der  Ton  den  schneidenden  Ebenen  umbauten  Fl&che 

1)  Die  «n  et  so  Mnttdrilek«o  —  «ngelMlirte  Aofgftbp,  A,  h.  die  Be- 
ftigiBfc,  dua  die  schaeidendlea  Ebenen  ein  den  obigen  gleicb««  Bllip- 
•rid  nabflilen  eollen,  flkbrt  tn  der  Flicbe  6.  Ordnnng 

•b  Ort  des  Sebwefpvnkti.  B,  Pkosr.  74,  8.  II. 
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ß*rma»ni  üdbtr  I^riadtneknilU  und  MmmaiMratdtr» 


Mit  sechs  RückkehrpuukLeu  erstreckt  diese  sich  mf  den  Achsen  bis 
^3n,  '\h,  (vom  Scheitel  aus  gerechnet);  die  Dreikauttiärhou  und 
die  (i(  iis(  llicii  (innerhalb  leicht  zu  bcrccbnendeu  Greuzeii)  parallelen 
Ebeueu  schueidet  sie  iu  KlIipsen-EvoluteD ;  nämlich  die  xy-Ebeue 
in  der  Evolute  der  Ellipse,  dereu  zugeordnete  Dorchmesscr  aaf  den 

AebBon  der  «  und  9  beihw.  jri^'  »ndmn  Fliehen 

iu  Evoluten  von  Ellipsen  mit  den  zugeordneten  Durchmessern: 

3«^  3o<e 
4$_<5»5    rfi-«ä»  ^-et 

Hat  man  insbesondere  ein  rechtwinkliges  Dreikaiit,  um  dessen 
Scheitel  eine  Kugelflächo  vom  liadius  r  gelegt  ist,  welche  den  Schwer- 
puuktson  bilden  soll,  so  reducirt  sich  Gl.  (5)  auf 

Es  sei  zweitens  der  Schwerpunk ts-ürt  die  Ebene 


ll80 

so  hat  man  bei  Zuziehung  von  (2) 


Uienuia  durch  Substitution  iu  (6): 
nikd  endlich  aus  Gl.  (1): 

als  Gleichung  der  Toii  den  schneldendeii  Ebenen  noibflllten  PlAdie. 
^  Sie  ist  4.  Ordnung»  die  fiedprocnle  de«  ScbwerpnnkCs^Onet  d«r 
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durch  den  featan  Punkt  ^'  ^'  ^  gahenden  Triederadmitte  ^)  und 

ichneidet  die  Triederfiftchea  in  Kcgelschuitten. 

£b  «ei  drittens  der  Ort  dea  Schwerpunktee  die  Gerade 

tlH 


M  eqpbt  aidi  «uUog 


and  dann 


Durch  Substitution  in  (8)  ergibt  sicii  endürb  die  Gleichung  der 
Gratlinie,  deren  ächmi^uiigsebetiea  die  Ebeoeu  der  Trieder- 
BcbuiUe  sind: 


Die  IMvision  der  einen  dieaer  Gleicbnngen  in  die  andere  llihrt  sn 

cYöd  V*—aiboVif  =  {fl^e)ibdVz  (10) 

der  Glaidmog  einea  Kegele  tweiter  Ordnung,  der  ndt  dem  Trieder 
den  Scheitel  gemeinaehallUeh  hnt  tmd  mithin  nnch  aeine  diei  FIftchen 
genuliinig  acbneidet,  jede  der  beiden  FIftchen  fierter  Ordnnng  nber, 
velehe  durch  eine  der  GL  (9)  «nagedrflcfct  werden,  in  der 
Qntlinie. 


1)  Frogr-  74-   S.  9. 
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B^rmumm  UAer  Tri»dtr$ekiuU$  und  MmimalMrmedtr, 


Dnrch  Elinunation  je  einer  Variabela  zwischen  den  beiden 
Gleii  Illingen  (9),  be/liw.  Gleichung  (10), gelangt  man  zn  den  Projectiuiis- 
gleich  11  Ilgen  der  Graüiuie.  So  durch  Elimination  von  x  und  dann 
von  y  zu: 

+9(a  -c)«^  —  0 

Die  Gratlinie  ist  mithin  eine  Banmcurve  4.  Ordnung,  die  gemein- 
Bchaftliche  Durcbdringnogscarve  dreier  den  Tnederk«nten  pmUeler 
hyperbolischer  Cylioder. 

IKe  FUche  m  =  deren  Tangentialebenen  vom  Trieder 
yolsmengieifihe  Tetraeder  abschneiden,  besitzt  (S.  Progr.  74  S.  13) 
auch  die  Eigenacbaft,  dass  die  Berührungspunkte  ihrer  Tangential- 
ebenen die  Schwerpunkte  der  zugehörigen  Triederschnitte  sind.  Bei 
dem  Torstehenden  Verfahren  rouss  sich  bei  ihr  also  wieder  dieselbe 
FlAche  ergeben  (als  von  den  schneidenden  Ebenen  nmbQllt). 

In  der  Tat  ist  hier  auch: 
also  wegen  (2): 

Durch  Substitution  in  ^i}^  =  a^; 

nnd  dann: 

nnd  dann  ans  (1): 

oder: 

s 

n.  Sollen  die  Triederschnitte  flächen  gl  eich  werden,  so  hat 
man,  wenn  ihre  In  den  Ebenen  «jr,  y«,  «  liegenden  Selten  bsdiw. 
*ii  '«1  *3  slods    

nnd  da  wegen 
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irt,  10  hat  miB, 


Ineieliiiet  uMi 


»-Sf.  »-at 


cot«— flot/^ooty  mit  A 
eot^— cM«cof7  mit  B 

cosy — Cosa  cos/}  mit  C 


Der  Ort  der  Schwerpankte  fär  die  Triederschuitto  vom  Inhalt  J 
ist  daher: 

tad  inibesoiidere  fftr  das  reohtwinUige  Trieder: 

Die  Tantahendea  Oleichaagea  Ussea  Bich  aocb  scbreiben: 
(af  Bin  y+fisia  « +«8ia /I)»  -  4  tlB  ^^i^i^  («t^ 


Für  =•  0  geht  diese  Fläche  über  in  eine  der  von  Qosem 
?rnsst  a  Mathematikern  Kummer  und  Weierstrass  synthetisch  erörter- 
Uü  ( Mo Tints berichte  der  Kgl.  Akad.  d.W.  1863  p.  332  S(|q.),')  Kefet- 
schDittsschaaren  entbaltendeu  Steiaer'schen  Fläcbea. 

Da  ea  aa  ModaUea  denelbeii  aicfat  fehlt,  bo  kaaa  aiaa  tich  anch 
Toa  Fliehe  (1)  aiaa  Anschaaang  hildan,  waan  maa  aidi-  die  tiefttaa 
StaOaii  ihrer  laricbterförmlgea  Einseakiiogen  aieht  BniaaimeBBtOHeBd, 
«mdarn  am  aiaa  iaicht  sa  ermitleiBde  Streeha  foo  ateaader  ab* 


1)  Cfr.  Schroeier  ibid.  p.  &S0  iqq.  und  Crello  (Borchardt)  Jahrg.  64 
€4      •€  M|i|.  —  Awdi  WAL  9t!lu%,  63  f,  91i  von  Oanona  nebtt  NM» 
VM  CmfWf  CJAhff.  64  p.  7a)  «ad  SshMS-llailsr  AnAjt,  Gw«.  d.  BftaoM 

Th.  a,  &  asa. 

Afck.  dn  lUUi.  a.  Ph/a.  2.  tteilie.  T«U  TL  6 
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Jier  mann'.  Utber  2ruderacknUte  und  MmimaUttraeder» 


BtobeDd  denkt  BMoadm  eliibeh  wM  dtoi  bei  dem  reehtwinkligen 
Trleder  und  der  Flidie  Die  imierlialb  der  letileren  befindllcben 
Strednn  der  THedeikanten  ilnd  die  Achten  dnei  regoliren  OkCft- 
eden.  Legt  mtn  nnn  durch  ^den  Triederscheltel  die  vier  den  Oktaeder- 
flachen  pftfnllelen  Eboien  «±  jr ±«  s  0,  lo  lehneiden  sie  die  Vlflche 
(1*)  in  Kreieen.  Utn  erhilt  nlmlich  fllr  die  Sdunttenrven: 


1 


oder  nach  beiderBeitiger  Radidning: 


I 


Eine  saccessive  erfolgende  Drehung  der  Achsen  in  ihrer  Ebene  um 
nj^  Iftsst  dieselbtiu  übergchea  in 


+ (fs)  -  */«^ 
''+(73)-*/"'' 


Die  Flftcbeo  des  Oktaeders  sind  aber  gegen  die  dea  Trieders 
(hier  gegen  die  a|f-,  bshw.  evEbene)  nnter  dem  dnreh  cos»  —  i:  Vi 
gegebenen  Winkel  «  geneigt  Die  TorsCehenden  EUipsengleichnngen 
sind  also  die  Projectionsgleichnngen  von  vier  Kreisen  mit  dem  Radios 

nnd  gp/  3  den  Abstand  der  tie&tea  Stellen  der 

FlAche  an.^) 

III.  Soll  das  Volomen  des  abgeschnittenen  Tetrs- 
ederg  ein  Minimnm  «!ein,  so  hat  man,  wenn  zugleich  die  Be- 
dingung /(I,  «,  v)  «  0  besteht: 

(1)  F— (iMrsinxslnt 

«0  »  oder  WkL  (s,  i^)  durch 


cos*  g  -f  -  cos'   —  2  cos  a.  cos  ß  cos  y 
siny 

gegeben  ist, 


1)  4,  h.  da  dia  Vllehs  Mit  vier  concraentan  Teilen  beilahl,  den  AbiUnd 
6  awaler  ainaader  gagantbantahaiidar  Teile. 
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^  \  DmV.D,f-D,  r.IKf  -  0 

Geben  die  Triederscbaitte  durch  einen  festen  Punkt  (ae\y',«'),  so  ist 

t   *  U   '  9  ' 

=>  J  sin  y  sin », 
i>«  F  —  iiotinysi&ty 
D,F— {tosin/sint; 

also  nimmt  Gl.  (2)  dann  die  Form  an ; 

w^v^n't  —  0 

odir 

IBd 


3x'  3»*  fti' 

/=~-l-0  oder  1«0   oder    ——1  —  0 

t  «  0 

V  =  3«'  —  t 

Ei  ichnflidet  also  deijeiuge  Triederadiiiitt,  desten  Sebwer* 
pnaktder  gegebene  feste  Punkt  ist,  das  Minimaltetraeder  ab. 

Geben  die  Triederscbnitte  durch  eine  feste  Gerade 

1 


z 


10  ist  die  Gleidinng  einer  Triederschnittebene: 


odir 


.      V  _  ,  — X  
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34  Btrmanni  U^r  TrUdertchnüU  und  MinunaUetratder, 

Mitbin 


*  (1 + f*)^ ^^yg yaiat 


Wegen  T  *=  0  hat  man  zur  Bdstimmiuig  des  dem  Miaimam  ent- 
sprechenden  f*: 

woraus:   

daftTf»»—!  F— 0  wird,  entspredieiid  etilem  durch  den  Trieder^ 
Bcheitel  gebenden  Schnitte,  nnd  dm,  weil  dnrch  die  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  die  einer  der  T^iederiunten  pimllel 
Iftnfk,  so  dass  F-"  od  wird,  ein  Maxinnm  attsgeschlossen  ist 

Nach  einigen  Bednctionen  folgt  hienus: 

Läuft  die  fc8t6  Gerade  ciaer  Triederfläche,  etwa  der  xz-Kbcne,  pa- 
rallel, so  wird  p  uTiendlich  ond  es  redacirt  sich  die  Gleichuug  der 
schneidenden  Ebene  auf 


Fiaf 

(l4-u)3 
I  j —  mnq  siu  y  sint 

Du  V  anf 

^iMigiin/sint  —  

Es  ist  dann  also  ^  —  2,  wie  sich  Ja  anch  nnmittelbar  ans  dem  obigen 


ftst  patm  ergibt  Es  wird  dann; 

t*-.i«S  w-Sg, 
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wonns  ersichtlich  ist,  dass  in  dieaem FaUe  der  Schwerpunkt  des 
Triedersebnitts  ia  die  Drehsngsftchte  (feste  Oerade)  ftUt 

Sollen  die  Triederschaitte  eiiio  gegebene  FläcLo  umhüllen,  so 
ergibt  sich,  die  Bedingung  für  da^  Minimaltelraeder  iu  folgender 
Weise: 

Die  Gleichang  der  P'lächc  sei  q>(x,  y,  a)  =  0;  sind  ^,  i|,  die 
Coordioaten  dea  BerUlimngspuaktes  und  bedenten  r  bzhw. 
^fVU.  %  A9>  BO  ist; 

£e  (iloichaug  der  Taageatiaiebeue.  Ihre  Paraoketer  <»  u,  o  sind  also 
bzhw. 

pl+Vi+^  Si+fiSdhr?,  r^+9yi+rl 
£•  in  aoinit  V  eder  Imvsiayiiii»  hier 


Die  dinge  lÜBisiialMisgn«  (S)  wird  demnck  Ür  diem  Fallj 
SeMau»: 

ud  dif^ereatürt  sacces&ivo  nach  It  Vt         erhiUl  man: 
^smysint  C  c  i 

Da  aber 
«■d 

ist,  io  erhiUt  man  nach  fiinsetznag  dieser  Werte: 


86  B^rmmnm  U«ber  Iiritd§r$ekiutu  mä  MMmalMmtdtt, 

+pg<2ii— frf— OT)ia»r 

Werden  diese  Werte  in  (2»)  substituirt,  so  geheu  die  beidcu  dortigen 
Gleichuogeu  schliessiich  tibcr  iu 

qri^pi—ün— ri){rn^p  —pD^p) 

+1»**  (2gi?       — rt)(ri>^«  — pDj«) 

+mi2rl—pl-qri){rD^r—pD^r)  =  0 

+l>r       — |»g  -  rO(rZi,  «  —  qD^  q) 

Unabh&ogig  von  den  (pnrtielten)  Düerontialqnotienten  wird  diesen 
Oleicbongen  dnndi 

p5  —     —  »-t 


(2*) 


genflgt,  wodnrch  die  obigen  Werte  der  Ptmnieter  t,  u,  v  in  3^,  Ztj,  3^ 
flbergehen,  nnd  sich  demnach  als  Krgcbniss  hmnssteUt,  dass  die 
Tangentialebene  das  Ifinimaltetnfider  abschneidet,  deren  Bcrüh- 
rnngspnnkt  ungleich  der  Schwerpunkt  des  zngehdrigca 
Triederschnittes  ist 

Der  Minimalwert  von  V  wird  {^i^^siu^äiu*. 

Beispiele: 

1)  FOr  das  EUipsoid 
hat  man; 

^fV-lfl»  ^^;9>-fi 


80  dass  also 


a«""«*-"««-*'  ""ya'  ''""vS'  *^'"y3 

wird.  VoK  des  Minimaltetracdorä  =  ^a^>cy  3  sin sin  t. 
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B  e  rmann:  Uebtr  IricderschnilU  und  MinimalUUraeder.  ^7 

S)  Fflr  die  obige  FIAebe 

iü 

3  S  H 

^-I»^a^%   m^iibi\  fir-lVS« 


a 


aS>-5^-«Ci  oder  n^^Yh  ^-^V 
Vm  in  die  Fiftchengleicliaiig  eingeietit,  eigibt: 
I  1  1  l  1 


»/^(i+i+i)  (^ö^R) 

MleiipalteCrieder-TolitiiieD  «s 

8)  <»>+2y+«i4.<i » 0  (FtfiMoid) 

18  d*Vd 
4)  »y+:cM4-yV=s(jJ)»  (B,  oben) 
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V. 

.CoDstruction  der  den  Brennpunkten  eines 
Kegelschnitts  entsprechendeB  Punkte 
im  oolUnearen  Systeme. 

Ym 

L.  Klug. 


K.  Poblke  bringt  in  seiner  ,,dar8t  Geometrie**  (sweito  Abtb., 
Berlin  1876;  §  114)  ohne  Bewflis  die  Construction  deqenigen  Paakte 
im  der  Ebene  eines  Kreises,  deren  Central-Projectioneii  die  Brenn- 
punkte  der  Centnl^ProJection  des  KreiMS  wetden. 

Im  folgenden  wollen  wir  den  Beweis  der  Pohlkc'schen  Construction 
geben  in  dem  allgemeinen  Falle ,  wenn  statt  des  Kreises  ein  Kegel- 
Mlmitt  angenommen  wird,  die  Gonstroction  wenn  das  Protjections- 
Centnun  ins  ünendttclie  rOckt,  endttdi  die  nmgekeivte  Anfgabe 
Utoen,  nimlicb:  Fn^ectiont  -  Centmm  nnd  Ebene  so  bestimmen, 
das8  die  Pkojection  sweier  beliebiger  Punkte  in  der  Ebene  eines 
K^gelidmitts  die  Brennpunkte  der  Projeetion  des  E^gelscbnitts 
werden* 

„Schneidet  die  zu  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Parallele, 
die  dorch  den  Berührungspunkt  P  gezogene  beliebige  Gerade  in 
-Ö,  den  zur  Geraden  conjugirtcn  Durchmesser  in  A,  so  liegt  der 
Punkt  Ii  mit  dem  Pole  der  Geraden  PA  in  einem  Durchmesser  des 
K^elschnitts/* 

Die  Pole  V  der  Geraden  AB,  BF  liegen  in  dem  doreh  P, 
mp.  A  gehenden  IhirebmesBer,  nnd  das  Brneck  ABP  mit  dem 
CTVC,  desien  Ecken  die  Pole  der  Seiten  des  ersteren  sind,  persp.  liegt,' 
80  ist  BC  der  snr  Geraden  AP  coflgtigirte  Durchmesser  des  Kegel- 
schnltts. 
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Daraus  folgt,  wenn  A  in  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnitts 
ftllt,  und  man  in  üetracht  zieht,  dass  der  Pol  einer  Brenupuukt- 
behne  aui  dieser  im  Breniipankte  errichteten  Senkrechten  liegt: 
schneidet  die  durch  den  Brennpunkt  vi  eines  Kegelschnitts  zn  einer 
lajigente  Parallele  die  vom  Bcralirungspankte  r  auf  die  Hauptaxc 
gefällte  Senkrechte  in  Ii  die  Tangente  des  Punktes  Pin  C\  so  liegen  die 
Punkte  B  und  C  auf  dem  zur  Geraden  AP  conjugirtcu  Durchmesser. 

Besekhnet  man  den  Schnittpunkt  dieses  Durchmessers  und  der 
Genden  AP  mit  D ,  den  Schnittpunkt  der  durch  B  zur  Hauptaxe 
parallelen  und  AP  mit  N,  den  Fusspunkt  der  Ton  B  auf  AP  ge- 
fUltcn  Senkrechten  mit  so  folgt  aus  den  vorhandenen  ähnlichen 
Iteeiecken:  AU:  DJä '^CD-.JJD;  DP:  AD^  CD:  BD,  welche  Propor- 
tionen die  Relation  DA^  —  DP.DB  geben.  Ferner  ist  aus  der  Figur 
ersichtlich,  dass  der  Punkt  i^,  da  er  auf  der  zu  einer  Seite  des 
CAF  Dreieckes  Parallelen  sich  befindet,  immer  aoseeriuUb  des  Drei- 
eckes, daher  E  innerhalb  der  Strecke  ßP,  und  wegen  des  recht- 
winkligen Dreieckes  PBN  auch  innerhalb  der  Strecke  PN  liegt,  wes- 
halb auch  E  Diemals  aaf  die  Strecke  ND  gelangen  kann. 

lOtMlit  froheren  Relatton  and  dieaer  fienerknng  kann  man 
die  Breoapankte  eines  Kegelschnitts,  wenn  die  Lage  der  Azea  ond 
«in  Par  ooojugirte  Dardiiiesser  bekannt  sind,  auf  folgende  Art 
eoMunireB: 

"Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  zieht  man  Parallele  zu  den 
Axeii  und  einem  der  Durchmesser  und  eine  Senkrechte  auf  den  an- 
deren Durchmesser,  und  schneidet  diese  vier  Geraden  mit  einer  zu  dem 
ieUteren  Durchmesser  Paralldeu  g  in  iV,  P,  i5,  E\  liegt  nun  K  auf 
der  Strecke  DP,  so  bestimmt  mau  den  Punkt  A  auf  g  derart,  dass 
Z}^2  ^  DP.  DK  und  führt  durch  die  Bcrahrungspunkte  der  zu  AO 
parallel  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  Parallele  zu  g\  die 
Letzteren  trefiea  die  mit  OH  parallele  Haoptaxo  in  den  Brenn- 
punkten. 

Die  Constmction  geht  bei  der  Parabel,  da  die  Dorchmesser  pa- 
rallel sind,  in  folgende  Uber :  durch  O  führt  man  eine  Parallele  und 
Senkrechte  zur  Axe  und  eine  beliebige  Gerade,  schneidet  dieselben 
mit  einer  auf  der  Letzteren  Senkrechten  in  Z>,  P,  E\  bestimmt  den 

Pankt  A  derart  auf  ihr,  dass  ZM*  =  DP,DE^  zieht  die  mit  OA 
parallele  Tangente;  die  dnrch  den  BerOhrongspnnkt  sn  i>PPaimUeie 
schneidet  die  Axe  im  Brennpunkte. 

Wir  wollen  nun  die  hier  gegebeneu  Constructionen  zur  Be- 
stimmung der  Brennpunkte  des  einem  Kegelschnitt  porsp.  collinearen 
Kegelschnitts  benutzen. 
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20         Klug:  ContiruOioa  der  den  Brwnpunk^  eiiiM  Kegtbckmtt» 


Es  sei  k  eiu  beliebiger  Kogelschnitt,  #,  C  die  Collineations-Axe 
und  das  Centrum,  q\  r  die  Gcgenaxen,  k'  die  dem  k-  entsprechende  persp. 
coltincare  Figur,  M der  Pol  von  r  bezüglich  k.  Sind  /?,,  7?^;  -^si -^4 
zwei  Par  bezüglich  k  conjugirtc  Punkte  auf  n,  von  welchen  das 
erste  Par  aus  C  unter  einem  rechten  Winkel  erscheint,  so  gehen  die 
Geraden  Clt^^CR^  mit  deu  Axen,  67^3,  CR^  mit  einem  Par  conjugirter 
Durchmesser  von  k'  parallel.  Schneidet  mau  die  ersten  drei  Ge- 
raden und  die  auf  der  vierten  in  C  errichtete  Senkrechte  mit  einer 
ZOT  vierten  parallelen  in      /;  J),      bestimmt  auf  dieser  den  Punkt 

A  derart,  dass  im  Falle  E  auf  der  Strecke  DP  liegt,  ~DA^-='DP.DE^ 
im  Falle  aber  y;a,uf  der  Ssrecke  IJ^  liegt,  DA^-^  DN.DE  wird,  zieht 
vom  SchuiLtpuukte  der  Geraden  C/l,  r  Taugenten  '/u  i-,  so  treffen 
die  Verbiuduugsliuicu  des  Puuktes  11^  mit  den  Beruhruiigspunkt4Jii 
im  ersten  Falle  im  zweiten  aber  R^M  in  deujonigea  Punkten, 
deren  entsprechende  die  Brennpunkte  von  k'  sind. 

Fftllt  Ri  ine  Unendliche ,  ist  daher  Rf^M  der  zur  Eichtang  der 
Geraden  r  coo^ngirte  Durchmesser  von  k^  so  fälle  man  von  C  eine 
Senkrechte  auf  r\  liegt  der  Fnsspnnkt  E  derselben  zwischen  R^  und 

/Zy,  dann  ziehe  man  von  den  aaz  der  Relation  R^A^  «-  R^R^.R^B 
b^timmten  Punkte  A  taf  r  Tangenten  m  k\  die  Schnittpunkte  der 
durcli  die  Berühr  ungspaokte  parallel  zu  r  gelegten  Geraden  miiJäMi 
geben  die  deu  Brennpunkten  des  k'  entsprechende  Panlrte.  —  Diea 
ist  die  üben  erwähnte  Pohlke'sche  Conatmctioa ;  welche  aber  im 
Falle,  dass  R^  nach  D  gelangt,  nicht  anwendbar  ist,  daher  die  aU- 
gemeino  Constmction  benutzt  wird. 

Berührt  r  den  Kegelschnitt  k  im  Punkte  iZ,  and  sind  die  Scbidtl- 
panktederdarcb  C  gebenden  nnd  der  aof  r,  wie  auch  aaf  CR  senkreeht 
stehenden  Geraden  mit  r,  R^  resp.      dann  bestimmt  man  den  Paukt 

A  auf  r  aus  der  llelation  RE.RR^  =  RA^^  zieht  von  R^  und  A 
Tangenton  zu  und  durch  die  Bertthrungspanicte  Parallele  an  CR 
resp.  r,  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  dem  Brennpunkte  te 
Parabpl  eutsprechende  Punkt. 

Obige  Constructionen  werden  bei  Bestimmung  der  Brennpunkte 
des  einem  Kegelschnitt  affinen  Kegelschnitts  folgender  Art  ange- 
wendet 

Sind  ^  k'  zwei  affine  Kegelschnitte  lu  pfrs}).  L^ige,  M*  ihre 
Mittelpunkte,  «  die  Ailmitatsaxe,  MS^^  MS^  diu  den  Axen  M'S^^ 
M'ü^  von  entsprechenden  conjugirtcn Durchmesser  von  A?,  Dder Schnitt- 
punkt des  zu  s  cüujugirten  Durchmessers  MD  mit  «,  endlich  E  der 
I  uss])uukt  der  aus  M'  auf  s  gefällten  Senkrechten.  Liegt  E  auf 
der  Strecke  DS^^  dann  bestimme  man  A  auf  «  aus  der  Belation 
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DE.DBt "  lAit  AM  pmliele  Tangenten  in  k-^  die  durch 

die  BerftbroDgipaDkte  za  «  parallel  gelegten  Geraden  schneiden  liBg 
k  den,  den  Brennimnkten  ton  k*  entsprechenden  Punkten. 

Bcmerknng.  1.  Liegt  3/,  daher  auch  auf  #,  dann  werden  die 
Scbuiupuukte  von  MS^^  ^S^t  mit  einer  beliebigen  za  a 

Parallelen  benatzt. 

2.  Qeht  9  parallel  an  den  Axen  Ton  ife,  «nd  Ist  sogleich  die  Pro- 
jectioasrkhtang  senkrecht  zu  «,  dann  werden  statt  «  nnd  des  dieser 
€«adeti  conjogirten  Dnrchmesseia  von  h*  eine  andere  Gerade  and 
der  ihr  eoi||agirte  Durchmesser  angewendet 

Wir  \^oll(.'))  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  nämlich:  es  siud 
gegpbf  ii  vm  Kegelscbnitt  k  und  zwei  Puukto  F,  G  seiner  Ebene, 
Quia  besüuirne  die  Collincatiüus-Axe  und  das  Centrum,  wie  auch  dio 
G^naxen  derart,  dass  die  den  F,  <i  eutsprecbeudeu  Puukte  F',  G* 
die  Brcnnpaukte  des  dem  üegelscliuitt  k  entsprocheadon  Kegelschnitts 
werden. 

IMeae  Av^abe  kann  nnr  dann  gelOst  werden«  wenn  O  inner- 
Islb  k  liegen,  d.  h.  wenn  die  durch  F  oder  O  gehenden  conjogirten 
Gcndea  eine  ellipt  Insolation  bilden.  Snd  M.  die  von  F^  O  bar* 
wniseh  getreimlen  eot^ngirten  Punkte,  R  der  Pol  von  J^,  dann 
olBpreehen  entweder  die  ooiUngirten  Geraden  H)»,  MR^  oder 
fM,  den  Axen  des  gewUnschten  Kegelschnitts,  weshalb  anch  der  Anf- 
pbe  xwei  Systeme  von  Kegelschnitten  entsprechen.  Das  erste  Sy* 

enthglt  Ellipaen,  das  zweite  Hyperbeln.  Der  der  Geraden  ^R^r 
co^lagirte  Dnrdimesser  schneide  r  in  1>,  die  Tangenten  in  einem 
der  £adpankte  der  durch  F  oder  Q  nar  parallel  geführten  Sehne 
•ehaeide  r  va  A.  Ist  nun  der  Punkt  £  anf  r  so  bestimmt,  dass  er 

laf  der  Strecke  DR  liegt  und  il£  —  ist,  dann  wird  diein 

£  auf  r  errichtete  Senkrechte  den  ftber  ^R  als  Durchmesser  be* 
Mbriebeaen  Kreis  im  CoUineationB-Centnim  treffen ;  die  CollineationS'- 
iie  wird  so  r  parallel  angenommen. 

Diese  Construction  ist  nicht  anwendbar,  wenn  ^  (oder  i/)  ins 
Unendliche  rückt,  da  in  diesem  Falle  die  Punkte  7>,  i2,  yl  so- 
saaunenfiallen.  Man  kann  aber  die  Lage  des  ColUneations^Centruns 
in  diesem ,  wie  auch  im  allgemeinen  Falle  bestimmen ,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  die  sich  im  Brennpunkte  schneidenden  conjugirtcn 
Geraden  aof einander  Senkrecht  stehen, daher  man  die  Schnittpunkte 
Ton  zwei  Par  durch  F  geheaden  conjugirten  Geraden  mit  der  Polare 
von  3/,  d.  b.  der  Geraden  r  ermittelt,  durch  die  entsprechenden 
Sehaittpankto  Kreise  legt,  deren  Mittelpunkt  in  r  liegt ;  die  gemein- 
ttmea  Punkte  dieser  Kreise  sind  die  CoUineations-Mittelpnnkte. 
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Kluyt  Constrtction  dtr  den  Bfmpunkun  nne$  Ktgtlschätta  «te. 


FalleQ  F  and  G  zosammc«  in  den  innerhalb  des  Kogelschnitto 
gelegenen  Ponkt  Jlf,  dnnn  gelangt  daher  anch  E  nach  i>,  nnd  es 
werden  alle  conjugirten  Pnnkte  der  Oeraden  r  am  C  nnler  einen 
rechten  Winkel  projicirt,  und  h'  geht  in  einen  Krei«  über. 

Im  Falle,  dass  G  auf  k  angenommen  wird,  geht  k'  in  eine  Pa- 
rabel über,  und  die  Coiistructiou  ist  leicht  dein  bei  der  Parabel  ge- 
zeigten directea  Verfahren  nachzubilden;  im  Lalle  aber  auch  F  auf 
k  gelaugt,  ist  die  Gegenaxe  r  anbestimmt,  indem  diesoibc  durch  den 
Pol  von  F('  beliebig  gezogen  werden  kann-,  immerhin  f^t  aber  Cin 
diesen  Pol,  daher  k'  in  eine  Gerade  abergeht 

Iiiegen  G  auf  einem  DnrchmesBdr  von  h  und  vom  IGttelpnnkt 
M  desselben  gleich  weit  entfernt,  dann  wird  fttr  ein  System  der 
Kegelschnitte  k'  die  Collineation  znr  Affinit&t,  und  die  Lage  der 
Afftnitfttsaxe  •  kann  beliebig  angenommen  werden.  Verbindet  man 
den  einen  Endpunkt  T  der  durch  JF*  an  «  parallelen  Sehne  mit 
nennt  die  Schnittpunkte  der  xn  TAT,  FO,  •  coi^ngirten  Durchmesser 
mit  «,  resp.  ui,  ^t«  ^»  ^  ^  Sehnittpnnkt  Ton  G  mit  der- 
selben Geraden  errichtet  in  dem  durch  die  BelatioD  DB^üS^D^ 
bestimmten  Punkte  B  der  Strecke  D8^  dne  Senkrechte  auf  «,  so 
schneldei  dieselbe  den  Aber  i^jSs  als  Durchmesser  beeduriebeMa 
Kreis  im  Hittelpnnhte  Jf  '  des  su  1;  affinen  Keselsehuitts. 

Prossborg,  im  Febr.  18Ö6. 
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Klugi  Uebtr  mehrfach  pertpeetiif«  Tetraedtr, 


« 

\ 


VI. 

Ueber  mehrfach  perspective  Tetraeder. 

Von 

L.  Klug. 


1.  ,,Wonn  fünf  Knoten  eines  Tetraodors  von  welclien 

„die  ersten  drei  durch  einen  Eckpunkt  gcliLn.  fünf  Kanten  ^ 

„eines  andern  TetraedLTS.^  von  welcheu  die  ersten  drei  ehen- 

„falls  durch  eineu  Eckpunkt  gehen,  schneiden,  ohuü  dasa 

„die  Tetraeder  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  oder  Häche 

„haben,  so  schneidet  aach  die  sechste  Kaute  des  einen 

„Tetraeders  die  sechste  Kante  des  andern,  and  dieselben 

„liegen  perspectiv/^ 

Wir  bezeichnen  mit  Jgh  den  Scbnitipankt  der  MgMk»  NgNh 
Kanten  der  Tetraeder  Ms  Jfj  M^Ii^Mi»  ^^^t  ^t^t^4  aetxen 

voraus,  daas  anaaer  M^Mf^  N^N^  die  flbrigen  Kanten  sich  schneiden. 
Die  Punkte  <^]s<^u-^s4i  ^ts*  -^n-^si  die  Schnittpunkte  der  in  den 
Flleben  N^N^N^,  M^M^M^  und  N^N^N^  M^i^M^  liegenden  Kan- 
ten, welche  FlAchcn  weder  durch  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  gehen, 
noch  in  einer  Ebene  liegen,  befinden  sich  je  in  einer  Geraden.  Weil 
lieh  diese  Geraden  im  Punkte  schneiden,  so  haben  aach 
die  Geraden  A^s  '^ja^  ^^m^u  daher  auch  die  Flächen  N^N^N^^ 
Af,3f,Ms;  ^'^1  ^i^4y  M^Mf  einen  gemeinsamen  Pnnkt,  welcher  der 
SdmiUpnnkt  d«ff  Kanten  ^t-^si  M^^t  iat. 

2.  ^Wenn  drei  Kanten  elnea  Tetraedera  drei  Far 
„Gegenkanten  einea  anderen  Tetraeders,  und  ansaerdem  iwei 
„Kanten  des  ersten  zwei  Kanten  des  anderen  schneiden,  so 
nBcbneidet  aneh  die  aechate  Kante  dea  enten  ein  Far 
„Oagankanten  dea  tweiten  Tetraedera  und  dieselben  liagea 
^  iweiecl«!  Art  peiapeetiT.  Der  einer  penpectivea  Lage 
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Klug'.  Utber  mehrfach  perspective  Jetraeder, 


„outsprechcude  Collinc'atioiis-Mittelpnnkt  Hegt  in  dprjrniigon 
„OoIlioeations*£beDef  welche  der  audereu  perspectivuu  Lage 
„zugehört." 

Vorausgesetzt,  dass  NgNh  Kauten  des  Tetraeders,  auswÄi^t» 
die  Kanten  Mh  des  .^f  m  Agh  schDcidcn,  und  modk  did  Kaoten 
iVjiVg,  MiM^\  A^j  M^M^i  jNf^4i  M^M^  in  A'^^  resp.  A\^^  A'^^ 
geraeiosame  Punkte  haben,  so  wird,  da  A,  A'3,  A'j  A4,  A,,  iV,,  iS^N^^ 
A3  A4  Kanten  des  einen,  M^M^,  ^1-^4»  M^^ht  ^i^hi  ^n^i  «od 
Af^  V/3,  M^M^^  ^s^Ai  M^M^  Kanten  des  anderen  schneiden: 

Jvaiitr  A'i  Aj  sowol  mit  3/o,  als  ^fj  ^1/4  einen  Punkt  J,,,  resp.  ^'j, 
gemeinsam  haben.  Die  zwei  Tetraeder  liegen  daher  auf  zweierlei 
Art  perspectiv,  und  es  entsprochen  den  A^,  A^^  A''.,  Eckjmnkten  dfsä 
einen  M^M^MgAX^  und  M^M^MgAlg  Eckpunkte  des  anderen. 

Beidchnet  man  mit  Oj  den  nr  ersten  penp.  Loge  gebOrfgeii 
ColI.*Mittel|»nnkt,  10  schneiden  die  Geraden  OgA*^^  ^i-^m«  von 
welchen  die  erste  mit  den  Kanten  Mg  3^  N^N^  die  sweite  mit  M^Mf^^ 
NfN^  in  A*f^,  resp.  A*g^  gemeinsame  Punkte  hat,  die  den  genannten 
Kanten  in  der  ersten  persp.  La^e  entspreclienden  iVii^t»  i^P- 
N^N^y  M^M^  Kanten  in  den  Punkten  resp.  A'^  woraus  ersieht- 
licb,  dass  O,  ein  Diagonalpunkt  desVierseits  A^^A^_^a\^a\^A*^A'^ 
ist,  weiches  in  der  zur  zweiten  persp.  Lage  gehörige  CoU.-£bene  liegt 

Um  das  Tetraeder  A'  bei  f^egehencm  M  zu  coustruireij,  uiaimt 
luÄü  iiut  dor  J I  iinsversale  von  zwei  Gegenkauteu  z.  B.  A/,^/^,  M^M^ 
des  M  zwei  beliebige  Punkte  A'j,  A3  an,  sucht  die  Schnittpunkte  0„ 
Og,  A4,  A\  von  ATjA/«,  A'sA/s,  resp.  Arj3/4,  A'^J/,;  OjAf^,  0,3/,;  0,3f^, 
OsiV/j,  :  AjAgAsA^  ist  das  mit  Ji^Afsi^sM«  aoif  zweierlei  Art  bezüg- 
lich 0|,  O,  persp.  liegende  Tetraeder. 

3.  „Schneiden  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  fünf  Par 
„Gogenkanten  eines  anderen,  so  schneidet  auch  die  sechste 
„Kante  des  ersten  ein  Par  Gegenkanten  des  anderen,  und 
„die  zwei  Tetraeder  liegen  auf  viererlei  Art  perspectiv/' 

Wir  nehmen  an ,  dass  a^^a^  Kante  des  Ny  mit  Ausnahme  von 
N^N^  die  Kanten  MgMk,  MiMk  des  Tetraeders  M  in  A^  A'gh 
schneidet.  Wenn  den  Eckpunkten  N^N^N^N^  die  Eckpunkte  iif,Af, 
entsprechen»  so  wird  i^i^^t  >  da  die  flbrigen  ftnf  entsprechen- 
den Kanten  sich  schneiden,  mit  M^M^  einen  gemeinsamen  Punkt  A^ 
haben,  wenn  aber  denselben  Eckpunkten  M^M^M^  entsprechen, 
so  wild  aus  demselben  Grunde  N^N^  auch  J^ü^  in  ^'jt  schneldeii. 
Den  Eckpunkten  N^N^f^N^  können  aber  auch  die  Eckpunkte 
M^M^  und  M^M^MgMg  entsprechen  (well  die  homologen  Kanten  sich 
schneiden),  daher  die  Tetraeder  auf  viererlei  Art  persp.  sind.  —  Wir 
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bezeiclnieii  die  in  den  genannten  Lagen  gehörigen  GolL-Mittelpankte 
mit  0„  resp.  O3,  O^,  ö^,  und  es  gehen  die  zu  0„  resp.  Oi  gehörigen 
CoU.-Ebenen  durch  die  Yiereclce  At^Aj^Au^^u^u^  ^^sp*  AviAtk 
A'nA*itA'HA'it. 

Weil  die  Gerade  OjA^^g  die  Kanten  3thMi,  N^N,  in  it',^  nnd 
die,  diesen  Kanten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechende  NkNi, 
M^Mg  in  A'hi  schneidet,  femer  OgAu,  resp.  0A\(,  Geraden  JUiJIA, 
iH^Mk;  MAfi^  N^Ng  Kanten  in  wli*,  yi'^^  und  die,  diesen  Kanten  in 
der  ^ten  persp.  Lage  entsprechenden  NgNi^  MgM,\  NhNi,  M,M^  in 
Ägi^  A'hi  schneidet;  so  sind  die  vier  Coll.-Mittelpunkte  die  Diagonal - 
pnkte  der  in  den  Coll.-Ebenen  liegenden  Vierecke.  Daraus  folgt, 
wegen  der  barm.  Lage  der  Punkte  O^A\gOgA'hi^  OgAgkOnAA^  dass 
zwei  beliebige  Kanten  AffjAfh,  MiNh\  NgXh,  XNk  von  M  oder  iV 
darch  zwei  Coli. -Mittelpunkte  Og,  O*  wie  auch  OiOk  und  daher  durch 
zwei  Coll.-Kbenen  Of,OhO,,  O^OhOk;  0,0^0,,  O.OkOh,  ondüch  durch 
einen  beliebigen  CoU.^Mittelpaukt  und  seine  CoU.-£beue  harm.  ge- 
trennt sind. 

Da  die  Projection  der  Punkte  NfAikNkA'u  ans  0, :  JÜiAihMkA'A; 
disser  Punkte  aas  Ot :  NiAatNkA'oki  dieser  Punkte  aus  :  litAaMkA'u  \ 
endlich  die  Projection  dieser  Punkte  aus  Oi :  NkAihN^A'ik  ist,  ao 
folgt,  dasi  awel  Gegeakanten  If,  N  Tetraeder,  wie  JU^ift,  üiiif»  nnd 
Ngia^  NM  durch  awel  Par  Eckpnnhte  ^„  Nk\  A"^  ^jk,  resp.  JU^ 

Mi^  3fft  der  N  nnd  M  Tetraeder,  daher  auch  darch  zwei  Par 
Fliehen  NgNkNt,  NgNhJfti  NiN^N^N^Nk^  resp.  MglikMk. 
M(MkM^  MMÄik  endlich  dur«ih  einen  Eckpunkt  und  die  GegenflSche 
fon     re^  M  harm.  getrennt  sind. 

Ans  der  harm  Lage  der  Punkte  J/^J,//..v//,.r,ji ,  AV!^;..\a/1'/7A  und 
daraus,  dass  f>.7(^h  Gerade  durch  A^^  Aa  oder  A';,h,  A',k  g^iit  (je 
nachdem  A,  oder  /,  Ic  gleich  1  ist)  folgt,  dass  zwei  Gegenkanten 
des  O^O^O^O^  =  0  Tetraeders  durch  Mg,  3/a;  Mi,  Mu  wie  auch 
N,,  Nk\  iV,,  Nk  Punkte,  daher  durch  MgMhMi,  MgMhMt;  MiMkMg^ 
MtMtMk  und  NgNhNi,  NgNi,Nk\  NiNkNg^  N.NkNh  Ebenen,  endlich  durch 
einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  ?on  M  oder  N  harm.  getrennt  sind. 

Ans  der  soeben  gefundenen  Lage  der  Eckpunkte,  Kanten  nnd 
Fliehen  der  Tetraeder  M,  N,  O  und  ans  dem  Umstände,  dass  wegen 
dar  persp.  Lage  die  Verbindungs-  oder  Schnittlinie  von  zwei  zu  ver- 
schiedenen Tetraedern  gehörigen)  Eckpunkten  resi).  Flachen  durch 
einen  Eckpunkt  des  dritten  gehen,  resp.  in  einer  P^lache  liegen,  folgt: 
zwei  zu  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten  Tetraeders 
bnrm ,  dn  i  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte  der  Tetraeder, 
durdi  die  GegeuÜächen  iuvoiutonscb  getrennt 
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Klug:  Utber  mehrjach  jHr&ptctive  'Tetraeder . 


Das  Besultat  dieser  Untersuchung  laatet: 

„Durch  «in  Tetraeder  und  einen  anwetlitlb  seiner 
„Flächen  liegenden  Punkt  Ist  ein  anderes  Tetraeder  be- 
„fltSmmt,  Ton  welchem  der  angenomnene  Punkt,  nnd  die  Ton 
durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  harmonisch 
„getrennten  Punkte  die  Eckpunkte  sind.  Dieses  und  das 
9,angen(Hnmene  Tetraeder  dnd  auf  Tiererlei  Art  perqp.;  die 
„Coll.-Mittelpnnkt6  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 
„Fiftchen  ein  nnd  desselben  neuen  Tetraeders.  Zwei  he- 
„liebige  Eckpunkte,  Flftcben,  Qegenkanten,  Eckpunkte  und 
„Gegenflächen  jedes  der  drei  Tetraeder  werden  tou  den 
„Gegenkanten  der  anderen  awei  harm.  getrennt  Zwei  zu 
„Yerschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
„werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  den  dritten 
„Tetraeders  barm.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte 
„durch  die  Gegenflächen  iuTol.  getrennt  Die  13  Eckpunkte 
„und  Flächen  der  drei  Tetraeder  liegen  resp.  schneiden 
,^ch  SU  dreien  in  Je  16  Geraden;  von  den  ersten  16  Gera- 
lden gehen  durch  jeden  Eckpunkt  4,  welche  ein  Vierkant 
„bestimmen,  dessen  Diagonal-Drelkant  drei  Kanten  eines 
„der  Tetraeder  aind,  von  den  anderen  16  Geraden  liegen 
,4n  jeder  Tetraeder^Fläcbe  4  und  bilden  ein  Vierseit,  dessen 
,J)]agonaldreieck  die  Kanten  eines  der  Tetraeder  sind.  Die 
^^iCatttAn  der  drei  Tetraeder  liegen  in  12  Ebenen  nnd  gehen 
„durch  12  Punkte;  dieselben  sind  die  Flächen  resp.  Eck- 
„punkte  von  drei  neuen  Tetraedern,  welche  dieselbe  gegen- 
„ädtlge  Lage  haben  als  die  ersten  drei  Tetraeder.  Aber 
„anch  die  gegenseitige  Lage  der  zweimal  drei  Tetraeder 

tthereinstimmend,  indem  die  Flächen  oder  Eckpunkte 
„jedes  der  drei  neuen  Tetraeder  durch  aecha  Eckpunkte 
„der  anderen  gehen,  resp.  in  sechs  Flächen  derselben  liegen, 
„so  wie  die  Flächen  oder  Eckpunkte  der  ersten  drei  Tetra- 
„eder  durch  sechs  Eckpunkte  der  neuen  geh«i,  resp.  in 
„sechs  Flächen  derselben  liegen.*' 

,,Dic  ganze  Figur  enthält  24  Punkte,  24  Ebenen  nnd  50  Gerade; 
„die  Punkte  liegen  (Ebenen  gehen)  zu  vieren  in  (durch)  18  Geraden 
„und  zu  dreien  in  (durch)  32  Geraden  j  durch  jeden  Punkt  gehen  {iü 
„jeder  Ebene  liegen)  von  den  32  und  18  Geraden  4,  resp.  3,  von 
„den  24  Ebenen  (Punkten)  7,  welche  ein  Vierkant  (Vierseit)  mit  dem 
„Diagonal-Dreikaat  («Dreiseit)  bestimmen.** 

Die  Eckpunkte  der  im  Satze  erwähnten  drei  neuen  Tetraeder 
sind:  A^A^Ä'gkA'iti  •  •  •  nnd  es  nnd  je  zwd  bMOglich  der  Eckpunkte 
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Qi^flnaichmi  des  dtitteii  Tetraeden,  als  ddL-lfittetponkt  und 
EbHMB, nf  fforerki  Alt  pertp.  So  i.  B.  sind  beaOgUeh  A^^A\^ 
J^u  Ooll.-llitte!paiikte  AtzA^A*^'^  penp.  mtt  AuAmA'uA^u^  iji 
4»^'i4^'«t  A^mA\4^uAt%»  A\44'nAt%Atff, 

Aus  *\fr  piffentümlicben  La^e  der  Af,  AT,  O  Tetraoder,  dass  zwei 
zn  vtTSihicdenen  Tetraedern  ^eh^>ri^:e  Eckpuaktr  durch  cineu  Eck- 
jMtakt  und  Gegeotläche  des  dnttea  barm,  getreuut  siad,  folgt:. 

JDie  8  MUtelpnnkte  der  in  ein  Tetraeder  einbeschrie- 
nbeaea  Kngelii  aind  die  Eckpunkte  von  swei  Tetraedern, 
nweldie  aowol  an  einander  ala  an  dem  Origtnal*Tetraeder 
^anf  Yiererlei  Art  pwap.  liegen.** 

5.  Zwei  Tetraeder  habcu  in  Rücksicht  auf  ihre  gemoiosauien 
Eckeo  oder  Flächen  folgende  Lage:  sie  haben  a)  3  geroeins.  Ecken 
and  3,  2,  1  gemeius.  Flächen;  b)  2  gemeine.  Ecken  und  3,  2,  1,  0 
gemeins.  Flächen;  c)  1  gemeius.  Ecke  und  3,  2,  1,  0  gemeins.  FiÄ- 
dteo,  eudUcb  d)  0  gemeiaa.  Ecke  and  2,  1,  U  gemeius.  Flächen. 

Boeidinet  man  die  Eekpnnkte  der  Tetraeder  mit  MiM^M^M^, 
N^NfN^N^  und  fülen  a)  Ni  \  M^,  N^;  Af„  snsammon,  dann 
iH  M^M^M^M^  entweder  mit  HiN^n^n^,  n^n^n^n^,  n^n^n^N^, 
s\NfN^N^  oder  Mos  mit  den  drei  letzteren  pcrsp.  liegen,  je  nachdem 
a;  aof  MgH^  liegt  oder  nicht  h)  Fallen  Jfj,  ;  zusammen, 
ini  fiegea  anaserdem  entweder  N^,  auf  M^M^  resp.  A/^if«  Kanten, 
od«  schneiden  sieh  M^N^^  M^M^  Geraden  in  einem  Punkte, 

m  Mt  U^M^M^M^  mit  N^N^N^N^,  ^i^t^A^»  wenn  sich 

ab«  aosaer  den  geroeina.  Eckpnnkten  blos  M^M^^  n^n^  Kanten 
lehneiden  oder  nnf  derselben  Geraden  liegen,  dann  ist  M  Tetraeder 
■it  N  nnr  in  den  swei  ersten  Groppirnngen  der  Eckpunkte  per- 
ipsdiT.  6)  Fallen  M^^  iir,  zusammen,  m  sind  die  Tetraeder  selbat 
Mu  8,  2, 1  Eckpunkte  von  N  auf  die  durch  J/j  gehenden  Kanten 
oder  Fttchen  Uegen,  bloa  auf  einerlei  Art  pcrsp.;  wenn  aber  M^M^M^^ 
ili^t^4  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegend  auf  0,  1,  2,  3,  4-erld 
iit  perqi.  aind'),  dann  liegen  auch  die  Tetraeder  auf  ebenio  vielerlei 
Alt  persp.  d)  Haben  die  Tetraeder  keinen  gemeine.  Eckpunkt,  fkllen 
sbor  ÜTj^f,  M^M^  Kanten  auf  dieselbe  Gerade,  und  gehen  M^M^ 
Gerade  durch  einen  Punkt  (die  Tetraeder  haben  zwei 
gBMina.  Fliehen),  ao  nXM^M^^^  persp.  mit  N^N^N^N^,  N^^N^N^. 

Aus  diesem  ist  ersichtlioh:  ,,Zwei  Tetraeder,  weiche  eine 
„oder  raubr  gemeiiis.  Eckeu .  Flacbeu,  Kauten  haben,  kOnnen  nicht 
nDvehr  als  auf  viererlei  Art  persp.  iiegen^S 


1)  bei  neUm  BdEpnktM. 
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Jilugi  elfter  «mAt/SmA  ptr^t^m»  2VlPiM<lr. 


6.  »,Zwei  Tetraeder,  welche  keiuc  geneins.  Ecken» 
„Kanten,  oder  Fl&cben  haben,  können  nicht  dermassen  auf 
„iweierlei  Art  persp.  liegen,  daaa  einem  oder  zwei  Eckpank- 
»ten  des  einen  in  beiden  Lagen  dieselben  ein  oder  twei 
«lEckpnnkte  des  andern  entspredien. 

Weil  AfkAfiMt,  NMNk  Dreiecke  keine  gemeinsamen  Eckpunkte 
haben  und  auch  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  können  sie  nur  auf 
einerlei  Art,  z.  B.  in  der  aulgescliriebencu  Ordnung  der  entsprechen- 
den E*kpuiikte,  persp.  sein,  woraus  folgt:  dass  M„Mi,M,Mk  Tetraeder 
mit  i^^yiVAAV.V*  und  mit  einem  durch  eine  andere  Gruppiruiig  der  AAA.iNi 
oder  blos  der  AVA*  Eckpunkte  entstandenen  Tetraoder,  z.  B.  NgNiNk 
Aa,  Ng^u^k^W^  etc.  nicht  porsp.  sein  kann. 

7.  M^wei  TeCneder  können  nicht  dennassen  wa  ein« 
,,ander  penp.  liegen,  den  vier  EclqinnkteQ  dea  einen  vier 
„Eckponkte  dea  anderen  and  nodi  eine  derartige  andere 
^Groppe  dieser  letzteren  Eckpunkte  entsprechen  aollen,  in 
,,welcher  keiner  von  ihnen  demselben  Eckpunkt  dea  ersteren 
,,Tetraeders  entspricht,  als  in  der  früheren  Qmppe,  ans- 
„geaommen  die  drei  Falle,  wo  awei  and  angleich  die  aa- 
„deren  awei  Eckpunkte  ihre  Stelle  in  der  Gmppe  abwech« 
,,selnd  verindem.** 

Damit  ^fgMh^f^^fkt  N>,NhNiNk  und  NkNkNgNi  persp.  sei,  ist 
notwendig,  dass  in  beiden  Lagen  die  entsprechenden  Kanten  sij^h 
Bchneidpn ;  dies  ist  aber  in  dem  Falle  nur  dann  möglich ,  wenn  ein 
Eckpuiiitt  und  seine  Gcj^entiäche  in  der  einen,  und  ein  anderer  Eck- 
punkt nnd  seine  GcT'ontläclio  in  der  anderen  porsp.  Lage  mit  seinem 
entsprtihr'ndoii  Kckpunktc  und  Gegentiächo  zusammenfällt,  z.  B.  A/y, 
Mk  Eckpunkte  mit  A^,  A'*;  Mh^iMk,  M^M.Mk  1^  lachen  mit  NhNiNk, 
A'^A'i.iV,- zusammen  fallen.  Die  Verbiiuiuiigsliuieu  der  entsprechenden 
Eckpunkte  der  Tetraeder  MgAfhAU^fk,  NgNhNiNk  können  aber  bei 
dieser  Lage  nur  dauu  durch  ciucn  Punkt  gehen,  wcun  entweder  Aa, 
Ak  oder  A'„  -^^i  zusammenfallen;  während  die  Verbindungslinien  der 
eutsprochoTidcH  EckjMinl^to  der  Tetraeder  MgAhMiMt,  A7,.VtAyAV  nur 
dann  durch  einen  Puukt  gehen,  weun  M,  Ni  oder  AV,  A*  zusammen 
fallen,  und  weil  weder  Ns  in  Mk  uud  zugleich  3/,,  noch  A'i  in 
Mi  ond  Mk  fallen  kann,  bo  werden  die  Tetraeder  in  den  angegebe« 
aen  Lagen  nicht  perap.  sein. 

8.  „Zwei  Tetraeder  ndt  reellen  Eckpnnktea  kOanea 
^höchstens  anf  viererlei  Art  persp.  liegen.** 

In  [).  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Tetraeder  mit  teilweise  zu- 
sammenfalleadea  Elementen  nicht  mehr  als  auf  viererlei  Art  persp. 
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seio  küiinen;  wir  schliessen  daher  di'pson  Fall  aus.  Ist  MgMhAfiBit 
Tetraeder  mit  N^NkNiNk  per«?p.,  dann  kann  laut  6.  nicht  mit  den 
14,  and  lant  7-  mit  den  6  Tetraederu  persp.  sein,  welche  durch  eine 
todore  Gruppiriing  der  entsprechenden  Eckpunkte  entstehen,  es 
bleibeü  daher  blos  übrig  diejenigen  drei  Tetraeder  N,jNhNiNi^  NiNk 
SgNkt  AjkiV^A^f  deren  persp.  Lage  in  4  betrachtet  wurde. 

9.  ^Wenn  zwm  Tetnedw  keine  gemeinBamen  Elemente 
«Jhaben,  können  sie  nieht  auf  dreierlei  Art  penp.  9tin,^ 


Hat  nämlich  M  Tetraeder  mit  N  keine  gemcins.  Kiemente,  und 
üt  ^^g^fh^f,^^k  Jcn  -^^AWi-iV*  persp.,  so  kann  es  noib  zu  A7*v.-AiiV„ 
AVVjAyA'A,  A^NiNk^g  persp.  sein.  Wenn  man  aber  voraussct/t,  dass 
ll^Mk^^i^^k  zn  .V,A^A.  V*»  NkNgNtNt^  NiNtNgNk  persp.  ist,  dann 
schneiden  sich  die  Kanten:  M^Mk,  NgNt]  MhMi^  NhNi\  MkMty  Ay.V«; 
HfMi,  AAiV*;  M^Mu,  .v.iVt  ;  MJfk  NgNk,  daher  MgMkMiMu  auch  zn 
X^iNkNg  p«np.  sein  wird. 

•  •  • 

10.  Drei  parweisc  persp.  Tetraeder  bestimmen  aoaaer  den  in 
4.  bwchriobenen^  noeh  andere  Tetraeder. 

Projieirt  man  nimlick  ani  iV^^  iß»  M^M^MiMu  Eckpunkte  de«  M 
Tetraeders  auf  den  Gegenfliehea  nach  M^Mh^M^mk^\  so  bestim- 

dieselben  ein  Tetraeder         und  da  man  ans  Jedem  Eekpankte 


des  N  Tetraeders  projicirtiu  kaim,  so  gibt  es  vier  solche  M  , 
ir^     . . .  Tetraeder. 

Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  der  ^^g^^h,  NgNh\  ^fi^^k,NgN^ 
KantPn  wie  früher  mit  A' gh,  so  ist  ersichtlicb  ,  tluss  AjhA',,hAik^ 
ÄgkAikAtk  die  Diagoiialdreiecke  der  Vierecke  i\4<f)J/A<v)3/y^*)J/ji,l*), 
resp.  .U,''>J//,f"J/j,(*).UA(*)  sind  und  dass  die  Viereck-Seiten  Mg^^Mh^"), 
MgmMgM^  M^giM^yh)^  M^isYM^i^)^  M^ii)M,M\  J^'J^V*),  M^tOA/^t*)  durch 

Punkte  A'n^  resp.  Agk^  Agh^  Aa^  A\k  guheu. 

Jedes  der  .  Tetraeder  ist  zu  M  uud  O  persp., 

die  CoU.-Mittelpunkte  sind  die  Eckpunkte  von  die  Coll.-Ebenen 
ihre  Gegeofiächeu,  da  sich  die  entsprechenden  Kauten  nach  dem 
Obigen  in  Punkten  der  Flächen  des  N  Tetraeders  schneiden. 

Die  16  Eckpunkte  der  vier  3r  Tetraeder  können  aber  auch 
all  Eckpunkte  von  vier  anderen  dem  M  einbeschriebenen  Tetraeder: 

MjAUilfiiMSflM^^  M^^^^S  M^WMipyMfliM^^  «od  f  OB  vier 
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Klug:  üeUr  mArfadi  perfpe^uM  TUnedtr, 


(M) 

in  den  Flächen  von  M  liegenden  Viererken:  3/  '  =  M^^^  Mg^''^Mg^'> 
betrachtet  werden;  diese  Tetraeder  sind  m  N  bezüglich 
der  Eckpunkte |nnd  Gegenfläcbcn  des  O  Tetraeders  als  Coli  -Mittel- 
punkt und  Ebenen,  die  Vierecke  zn  O,  N  bezflglich  der  Eckpunkte 
von  M  persp.,  da  die  Eckpunkte  der  M^^*\  MVU)  Tetraeder,  die 
ProjcctiooeQ  von  M^MMMk  ans  0,,  resp.  Oa,  dio  Eckpunkte  der 

M  ^^'\  ...  Tierooke  4to  PiojeetioBMi  von  NgNMNu  ns  M,  Bind. 


Je  zwd  der  jJ^'K         ...,iind  i^^'\M^\  ...  wie  aafh 

(JTf)      (M  . 

M  \m  ...  Totraedor  und  Vierecke  sind  zu  einander  bezOglich 
den  Eckpunkten  und  Gegonflächen  der  AijUAik  A'ffhAik  Tetraeder 
als  Ooll.-Mittelponkte  und  Ebenen  auf  zweierlei  Art  perap.  So  aind 

s.  B.  die  Tetraedop  M^H«^'^*^  be«llgüch  Agk,  A'gki  mo,\  »o*)  be- 
sflglich  A*ik,  ä'a\  Jf<<'*>,  bezOgHch  Au,  Ay,  die  Vierecke 

(Jr )  tXjA 

M  ,  M  bezüglich  A  ih  persp.,  und  es  entsprechen  den 
Eckpuuklcii  von  M/!fKMh^)MM)jdk^!r\  Mii^)MhWM ,''lAJii^\  jV/.(*).V*<»> 
ii/,<*)3f»('),  j\J*>!i)My(>')MgOlMg(k)^  resp.  die  Eckpunkte  Afk^^')jk!g^''>M,<''^m^''K 
J»f,(*)  iW^f*)       jW, (*) ,     J»/,(*)  Mh^^)  Mk^'i i»/,  (*) ,      Mh^h  '  .Vi"»; 

^f^,(f)Mh('')^flS^h^fk^'K  da  die  Verbiuduugsliuieii  der  entsprechenden 
Eckpunkte  durch  dio  augegcboncn  Coll.-Mittelpuukte  gehen.  Es  ist 
aber  auch  leicht  einxosehen,  dass  die  Gegeuflächon  der  CoU.-Mittel* 
punkte  der  AgkAikA'gkA'at  Tetraeder  die  CoU.-EbeneB  sind,  da  rieh 

(A'  \       (.V  V 

Z.B.  bei  den  Tetraedern  3/  ^  \  Ar  die  Kanten' A/,<^>3fA'p),  Af^C*  JW,(*) 
Mi'^)Mii9)^  M,i''K\ii,<'>)  in  beiden  persp.  Lagen  entsprechen,  daher  die 
beiden  Coli. -Ebenen  durch  ihre  Schnittpunkte  A'ik^  Ätt  und  (laot  2.) 
auch  abwecliseiud  durch  dio  CoU.-Mittolpunkte  gehen. 

Jedes  der  ...  Tetraeder  ist  zn  jedem  der  ü^^'^  .  .  . 

persp.;  die  Coll.-Mittelpaiikte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 

(JV  )        (0  ) 

Gegenä&chon  von  M,   So  sind  die  Tetraeder  M     ,  A/     bei  jedem 

Werte  des  0  Indexes  betOglick  ü,;      ^\  l/^^^      ^,  3^"^^ ; 

*^  bezüglich  Ah  persp.,  da  Mg'^KM/'') , 
MM)M^'')  als  VerbiuduQgsgeraden  der  eutsprechendeu  £ckpuui£te 
durch  Mk  gehen. 

Die  Vierecke        *\    ...  sind  auch  persp.  mit       '\  ... 
Tetraeder;  die  32  zo  diesen  Lagen  gehörigen  Coll.-Mittelpuukte  sind 
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die  Eckpnikte  ?oii  8  dem  M  mnidiriolMaeD  Tetnedern,  welcbe 
tolb»  16  FUdmi  hAt/Of  «nd  von  welcheB  vtor  m  Af,  N,  vtor  so 
0  penp.  liegen. 

Dm  Tetraeder  l/'^'^  nnd  Viereck  J^^^^  hat  nftmlieh  in 
eioeo  gemeins.  Eckpunkt,  and  es  schneiden  sich  die  ent8precii6nden 
Seitender  iM*<^) Af.ü') Aftü'),  3f|,(*) 3/^(0 Dreieckein  AhiAkkAik 
Ponkten,  daher  das  Tetraeder  und  Viereck  penp.  liegen.  Die  durch 
Ahif)Mti9},  Afgi^^iM^i*^  entsprechende  Selten  gelegte  Ebene  enthalt 
AuAfkAfiMk  Paukte,  daher  ist  der  zu  Mi-'^'y)^  M{^g)  gehörige 
ColL-Mittelponkt  der  Schnittpunkt  von  den  Verbindangnkeoen  der 
AkiA^Agi^  AkkÄffhAgk^  AikAgiA^k  Geraden  mit  Mk%  le^.  Ifi,  16 
Ponkten,  and  da  diese  Geraden  die  Schnittlinien  der  O^O^O^ 
Ebene  nül  dm  dnrch  Mg  gehenden  Flächen  des  M  Tetraeders 
Ml  10  werden  die  £ckpnnkte  de^enigen  Tetraeders,  weichet 
JT  VDscbrieben    isl,    nnd    dessen    Flftchen    If    in  der 

OjOjO^  Ebene  schiicidcD,  die  zu  den  persp.  Lagen  der  it/  '\ 

Teirteder  nnd  Vlefecke  gehdrlge  Cell.- 

lOUelpunkte  sein. 

Ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  die  zu  den  persp.  Lagen 
U,f^\f''\Mj^'>,i^J'^M^*^'Jj''^niam's),  M^"'^  ...5 

M^^i  3f M  ^^*\  J^^*  gehörigenColL-Mittelpuükte 

die  Eckpunkte  deigenigen  dem  M  umschriebenen  Tetraeder  sind, 
weiche  die  Flächen  von  M  in  den  Ebenen  0^0, Out  resp.  A^wYgiV«, 
N^NiNh  &chüeiden. 

Weil  sich  (laut  4  )  die  Flächen  der  ^f ,  A^,  O  Tetraeder  in  16 
Geraden  schneiden,  so  haben  die  8  umgeschriebeneu  Tetraeder  die- 
selben Flächen,  und  weil  vier  von  ihnen  die  Flüchen  der  M,  iV,  die 
anderen  die  Flächen  der  M ,  O  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
scbDeiden,  so  sind  vier  der  nmsciuiebenen  Tetraoder  mit  Ii\  vier 
wat  M,  O  persp. 

Wir  hnben  daher  folgenden  Sali,  dessen  reciprok  entsprechender 
i«du  anngesptociMii  werden  knnn. 

«Wenn  drei  Tetraeder  pameise  penp.  Uogen,  dann 
«gibi  es' vier,  sn  dem  ersten  nnd  zweiten,  vier  zn  dem  ersten 
^lad  dritten  penp.,  dem  ersten  einbescMebeBe  TetraedsTi 
„nnd  vier  sn  dem  zweiten  nnd  dritten  Tetmeder  pmp. 
M^iereclw^  weKohe  in  den  Fliehen  des  enten  liegen;  die  S 
^Tetraeder  nnd  4  Viereeke  haben  dieselben  16  Echpankte. 
^JDie  ersten  vier,  sowie  die  sweiten  vior  Tetraeder  nnd 
wdie  Vierecke  sind  pnnmise  zu  einander  inBesng  anf  die 
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Kiugi  CM«r  wtdirfmdk  ptnf9eliv4  2Wa«lir« 


MKaDton-Schoittpankte  der  Urtotracder  als  Coll.-Mittel- 
„pankto  auf  zweierlei  Art  persp.  Zwo!  dobeBcbriebene  Te- 
ntneder,  welche  nicht  zu  denselben  zwei  Urtetraedem 
^persp.  liegen,  sind  su  einander  bezftglicb  der  Eckpunkte 
^es  ersten  Tetraeders  persp.;  jedes  einbescbriebene  Te- 
^traeder  liegt  auch  persp.  zu  den  Vierecken  bezüglich  der 
„Eckpuukt«  derjcuigen  Tetraeder,  welche  dem  ersten  um- 
„schricben  uud  zugleich  dem  ersten  und  zweiten,  oder  dem 
^ersten  and  dritten  persp.  isV 

11.  Wir  wollen  endlleh  die  gegenseitige  Lage ,  der  in  dem  M 
Nf  0  Tetraedern  einbescbriebenen  Tetraeder  nntersnohen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  wie  oben  die  Projection  der  Kck- 
puukte  NgNkNiNk  auf  die  Gegeudächen  aus  Og^  Ok^  O,,  Ok  mit 
N^^^i Nh^) Nt(9K\W> ^  AV*'AV*)  AV*)iVik(*),  die  Tetraeder,  deren 
Eckpunkte  die  16  Projoctioncn ,  und  welcbe  in  i^,  M  resp.  iV,  O 

einbeschrieben  sind,  mit  I^^'^  ^  N/t}  Nt,^  iv;<f)  J^),  . . . ;  M^)  = 

iV,n)At(*)AV>AV*>,  A'  AV*)  AVi)iV,<*>  iVt'O,  und  bemerken,  das« 

Ngi*'i  W^i  Gerade  durch  Agh,  A'ik,  A'gh,  A'gh,  Aik,  Agh,  A  'gk 
oder  Ä'gh,  A  ik^  Agh,  Agh^  A'ik^  A'gh,  Agh  geheo,  je  nachdem  ^,  A 
oder  s  k  gleich  1  ist 

Die  Tetraeder  I  sind  bei  jedem  Werte  dos  g  Ijidexcs 

auf  viererlei  Art  persp.  bezüglich  der  Eckpunkte  uud  Gegenflächen 
des  O  Tetraeders,  als  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebcnen,"und  zwar  der- 
wcisc,  dass  den  Eckpunkten  Mi(i)MAWM,<')Mik<'^>  des  M(<^«)  die  Eck- 
punkte J»ii(i)ArAiiJM^i)M»0),  JVa(1) JVia)JV,0)iV»<»)  von  iVio.)  bezOg- 

lieh  O,,  resp.  0*,  den  Eckpunkten  Mi(*)Wi)M/*)Mt(0  des  , 
die  Eckpunkte  AV*^  W^JJV.^MAV*),  JVik(*)iV,(»)JV»(*)JV/*),  JV,^*)A^*(*) 
iVjC-ijVA«*),  iV*(*)JV.<*)W*)jV,(*)  besaglich  Oj,  Ok,  Or,  ahi  Coll.- 
Mittelpnni^te  entsprechen. 

Dies  folgt  für  als  Coll.-Mittelpuukt  und  Mi^^)Mk^'>m/*iMif^), 
iV,n)iV*a)iV/i)iV4(»),  wie  auch  für  Oh  als  Coli. -Mittelpunkt  und 
M,W7VfA(i>M/*)iVrif  >,  ,v^fM]V  (*)  7Vk(*)iV.'*)  als  eptsprechondo  Eck- 
punkte unraUtelbar,  da  die  (ieradeu  M^N^  bei  jedem  Worte  von  g 
durch  Oj,  die  Geraden  M%N^,  M^Nh.  ^fiN\^  MtN,  durch  Oh  gehen. 
Dies  in  Betracht  gezogen  wird  dor  Beweis  für  die  tlbrigen  Tetra- 
eder-Gombiuaüonen  anf  folgende  Art  erhalten. 

Die  Diagoualdreiecke  der  Vierecke  M^M^iV^iVA,  MtMkNiNk 
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Biod  OjOa/Ii*,  O^ükAik^  und  es  liegen  tlic  durch  .Iia.  A,k  gehenden 
Geradenpare  M,<»)Ma(*>,  TV,  W»),  rcsp.  M,<'>M»(*),  iV/DiV^n)  i„  Jen 
Ebenen  der  genannten  Vierecke,  weshalb  auch  diese  Geradoniiiirc, 
die  von  und  ihrer  Geftrufifiche  im  u  Tetraeder  harni.  getrennt 
nodf  auch  vou  ö,,  Oh  Punktu  barm,  gotreunt  heiu  werdeü,  wuraus 
man  schlio&scü  kann,  da  die  Geraden  M,(J)7V,(i),  .  . 

durch  0|  geben,  dass  O^OhAihy  O^OkAik  auch  die  Diagooaldreiocko 
m  JW/)MAi*)iV,(i)JV*(i),  Jif,(0jif4(»w.(i)iVt(i)  sind,  daher  aicb  die  Yer- 
IrindoiigigoradeiiilerPiiiikte  JVi<i)jMk<i),  iVA(*)iv,(i(,  Jf.tOiVAa),  itfik'*)JriCi> 
»  0}  schneiden  wie  auch  das  diese  Pnnktpare  von  Oh  dorehO|  Oi^ 
Ebene  liinn.  getrennt  dad.  Fernerbin  sind  die  Diagoaaldreiecke 
der  Vierecke  M^M^k^i^MiM^^JHr,  resp.  OkOU'm,  OkOkA*u^  und  es 
liegen  die  dnreh  ^1'«^  gehenden  Gemdenpire  JfjWiri(*j, 

lb<^Ur(iA;  Jife(>>jfii<4,  •  iir|<*)lir/»)  in  den  Ebenen  der  genannten  Tier- 
ecke,  weshalb  andi  die  Oeradoapare,  weiche  Ton  Ok  und  ihrer 
QegenlUche  im  a  Tetraeder  barm,  getrennt  sind,  aaeh  von  0*^0 
hsnn.  getrennt  sein  werden,  worans  wbr  schliessen  kdnnen,  da 
db  Geraden  Jlf,WJVi(*>,  NfiiNt(^\  jri(0J9^(*),  M(i}Nji^  durch 
Ol  gehen,  dass  OkOkA'hk^  OhOkA'u  auch  die  Diagoaaldreiecke  von 
M^WMfi)Nili>>W'\  itfA(i);ifk(')iv,(A)j\r.<M  sind,  und  daher  sich  dieVer- 
binJungsgetaden  der  Punkte  MJIß^Ni^^\  Mii^Nki^\  Jtfft(4Jir,(*),  ÜA^^liir^f*) 
im  Pnakte  Ok  schneiden. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  einbeechriebenen  Tetraeder  besteht 

dario,  dass  jedes*  M  '  persp.  ist  za  jedem  iv"  "  bes&glich  der 
Eckpuikla  nnd  Gogeofiftchen  des  0  Tetraeders  als  GoIL-Mittelpankt 
lad  Ebene. 

Das  Tetraeder  =  MtOiMifi^M^)M]ß>  ist  nflmlicb  besllglich 
dss  Tetraeder  Jf^  ^  =  JiriWjrA(*)JH?(»)jirtW  aber  bezflgUcb  Of,  O^» 

Oi  mit  A't^  )  =  iVjl*)AAa)iVi(*)JVtC\  iV^  *^   =  jva^*)  N^i})  iV*!*)  iV.O, 

N^^'^  =  jv<mjVft(W.(ft)jirik(0  persp.»  da  die  Verbindimgsgeiaden  der 
hier  anflseschriebenen  entsprechenden  Eckpunkte,  wie  aas  den  16 

(0  )       0  ) 

Tetrader-CombinationenM  ,  ^(  orsiciitlich,  durch  die  augegebeiiou 
Coli. -Mittel punkte  gcbeu,  und  die  entsprechenden  Punkte  vou  den 
CoU.-Mitte]i  uukten  und  der  Gegenfläche  dieses  Eckpunktes  im  0  Te- 
traeder haroL  getrennt  sind. 

» 

Das  Rusultal  dieser  Unteräucliuüg  kaim  wie  folgt  ausgesprochen 
werden: 


Klugl  Mir  mtihßdk  ptrtpeetkM  Tklra§itr, 


„Wenn  drei  Tetraeder  perweise  enf  flerarlei  Art 

„penp.  liegen,  daan  sind  e)  je  zwei  in  dem  enten  end 

,^eiteo  Telreeder  perspective,  imd  segleicb  dem  enteo 

(  ei&besdiriebeiie  m      j  .  j 

,^p.  zweiten  j  ,„nnphri,,||^^^     Totnieder  za  emaiider 

»beitti^ch  der  Eckpenkle  mid  Gegepfllclieii  dee  dritten 
MTeUieden  als  CoU.-Mitt«lpttiikte  lud  Ebenen,  auf  vientlel 

(einbeschriebene 
umschriebene  «»"^ 
mHI  dem  ersten  vnd  dritten  perspective  Tetraeder  ist  zn 
.  .      ,  (  einbeschriebenen 

,jedom  dem  zweiten  ^  ^g^hriebenen  "'^^ 

„nnd  dritten  perspectiven  Tetraeder,  bezüglich  eines  Eck- 
,,punkteB  nnd  Gegenflftche  dee  dritten  Tetraeders,  als  OoiL- 
Jdittelpoakt  and  Ebene,  penpeetiv.'* 
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1 

Vll. 

Miacellen» 


1. 

tmt  IWrto  i«r  taiMoilaeheB  Belke. 

1.  In  mciacr  luaugoral-Dissertation  über  die  ,,harmoTiisclio 
Reihe"  *)  ist  diese  Reihe  als  solche  detinirt,  bei  der  von  je  drei  aufein- 
ander folgendeu  (iliedern  das  mittlere  das  barmüiiische  Mittel  der  beiden 
auä^ern  ist.  Es  ergiebt  Bich  bo  eine  Folge  vou  Brüchen  mit  con- 
stantem  Zähler,  deren  Nenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Als 
die  Differenz'*  der  letzteren  kann  ohne  Beschr&akung  der  Allgemein- 
heit  Siels  1  angenomnien  werden;  denn  wird 

gesellt,  so  ist  die  allgemeine  harmonische  fieihe 

also  auf  Jeoe  sofort  snrllckiQfllhrea.  In  gmndsHtelicli  elemeiitarer 
AbhaiHllnng  wurde  wm  der  Sirti  gewoDneii,  daaa  mit  n  swsr  aneh 
84ß)  iDB  Uneiidlicbe  wAehst^  aber  nv  wie  der  Logaitthmui  toh  n, 
80  daw,  wenn 

(3)  S»(»)-log(«4-»)-a.(«) 

gi&elzt  wird,  die  Fuücliou  C'h(^)  mit  wachsundom  n,  bcHtandig  ab- 
nehmend, einem  nnr  von  »  abhängigen  Grenzwert  C{z)  zuntrebt. 
Derselbe  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  Gauss  ^chtu  Fimc* 

da  oflEsobar 

 C{»)  =  1),   W{m)  -  -  C(*+l) 

i)  Halld  las«.  Bin  vernehrter  Abdrnek  dar  Arbdl  im  »Archiv 
4,  Mstb."  Mht  bevor* 

S)  DimniiHiiaM  gsomlfls  die»  Nritai  isinälMi  elfi.  Alt»  80» 
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fst    TosboBoodere  bat  mao  fttr  s  =  1  die  £iüer-Ma8cberoDi'»cho 

Coustantc 

Cd)  =  ej!^^  +       1+  ...  4.  1  ~.log„)  -  0,5772166649  ... 

Vuu  den  allgomciDcn  Eigenschaften  der  Function,  die  scheu 
Gauss  aufgefunden  hat,  siud  hier  nur  dnd  zu  erwähueu,  die  im  Fol- 
genden Anwendung  finden.   Es  ist  uiimiich 

(4)  C'(*)  -  Cd-»)  »  «COtg  MM, 

(5)  ^  C^^s  +  -  j  -  i»C(iiM+ 1)  +mlogm 

nad  mit  Hilfe  dieser  Sitie  Jcana  man  €{»)  fflr  beliebige  rattootie 
mid  echt  gebrochene  s  dercb  die  Formelo  dmteUea: 

2 

6)  fOr  ungerade  m» 

^  '2 


2 

+  (-l)"+UQg2, 
fBr  gerade  m, 

(6.)  c(^)-.H.?calg^+l„(«-)-Wco.^»logl«^ 

t 

fi  nogerade»  m  gende;    » 1,  2,  3  ...        oder  "4- ) 

Darob  die  Fiftetioii  C  Itssen  sieb  leicbt  beliebige  Aosscfanitte 
der  liamioiiischea  Beiho  ansdrackcn;  die  altern irende  Reibe 

-  — Tnr  +  ""T^  io  ■icJ»  *i»  Diffteeni  sweier  har- 

monischea  Beibea  mit  poiltivea  QUedem  durch  swei  OFoaeUoaea 
samadrea,  and  die  Wert- Aeaderaag,  die  dieselbe  Reihe  erfthrt,  weaa 
das  Verhiltniss  der  Anzahl  der  positiven  Glieder  sar  Anzahl  der 
negativen  Glieder  geladert  wird,  ist  ebenftUs  mit  Hilfe  von  C  leicht 
xa  enHrickflla.  BecOglicfa  aller  dieser,  sowie  anderer  danit  rasaai' 
menhgngender  Fragen  sei  aaf  die  aageftbrte  Arbelt  verwiesen  and 
aar  bemsrirt,  dass  eine  elementare  and  zoglekh  strenge  Bahandlaag 
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derselben  baoptsftuhlich  dadurch  erjpOgliclii  wird,  dass  zim&chst  mit 
endlichen  Reihen  nnd  mit  der  noch  von  ihrem  Index  abb&ngigen 
Ffloetion  C«  gerechnet  wird,  so  dass  bia  tarn  Augenblick  dos  Qrens- 
tiwgaages  flir  «  «  oo  nUes  darcbaoB  geachloeeen  im  Endlichen  vor 
ädi  geht. 

Dasaelhe  Verfahren  wollen  wir  bei  der  hier  zn  lOienden  Aufgabe 
ehndilngett. 

2.  Ans  der  harmonischen  Beihe  werde  eine  neue  in  der  Weise 
gebildet,  dass  die  Vorzeichen  gmppcnweiae  wechseln;  die  ersten  p 
Glieder  sollen  positiv,  die  p  nächsten  negativ  genommen  werden 
0. 8.  f.  Gesncht  ist  die  Summe  der  nenen  Reihe,  im  Falle  ihrer 
CeoTeigens. 

Schreiben  wir  der  JiOrte  wegen ^^^^  A*,  so  ist  die  Snmme 
der  ersten  2pn  Glieder 

Oipni»)  —  Äo-|-*i+  -Iif^hp^i  —  ...  —A^i 


oder,  weuu  wir  die  Glieder  aacli  VcrUcaircilicu  zusammeniassen, 


Hi(  rkann  man  nun  die  beiden  Summen  za  einer  einzigen  zusammen- 
zichcD  und  die  negativen  Glieder  einzeln  hinter  die  positiven  ein- 
schalten, wodnrch  Oipn  als  Summe  von  alternirendon  harmonischen 
RoihLii  dargestellt  erscheint.  Um  aber  die  Sumraontormel  für  die 
letztereu  nicht  voraus?if  fzm  zu  müssen,  wollen  wir  lieber  unmittel- 
bar Formel  (2)  ani  jede  der  beiden  Sumoicn  anweuUeu  und  erhalten 
io; 


...  *»F  ~  ...  — A|f-I 

+  -  


oder  nach  (8) 
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+log  * 


Für  a  —  00  verscbwiadet  juder  der  f  LogariUnnm,  wo  daw  lieb  er- 

giebt: 

Schreiben  wir  dies  noch 

v«-'-ic(=^)-"'r.(^+!) 


0 

80  in  Hieb  (6) 


also  Mch 

Fttr  p  =  1  geht  c  in  die  einfach  alternireode  Reihe  Über.  Wir 
erhalten  für  diesen  FaU  ans  (I)  und  (11)  dieFormelo  (:j9)  uod  (90) 
der  DifferentatioD. 

Beispiel.  Es  ist 

7    io'*"i3"^i6   i9"~2a"'""'  -"ä'väj 

IIa  hi«r  p  ->  3  ist,  haben  wir  am  (1) 

Kan  ist  aus  (6)  bsbw.  (6a) 

-  <»+3Iog2+  ^Iog8-yfflog(2-  y8)+ 1(2+  y3) 


uiyiii^ed  by  Google 


109 

<?  ~  =  c+  31og2+ 1  log3+  y  3  log(2-  V3)  -  ^  (2  -  y  3} 

ftlso 

S.    Anwendong  auf  die  „specielle*^  harmoniselie 

Reihe. 

Fftr  s  »  1  vereinfacht  sich  Formel  (I)  erheblich,  selbst  wenn  p 
gus  nabestinimt  bleibt  Es  ist 

oder»  nach  (4),  da  die  nntereinander  stehoadea  FaaetioDea  C  Argn- 
■eute  besitwa,  deren  Samnie  1  ist» 

Hier  ergiasen  sieb  die  Bogen  je  zweier  sjrmiaetriseh  aar  Mitte  siehea* 
dea  Cotaagenten  za  ^.  Da  aua  allgemeia 

ist,  ao  habea  wir,  wenn  p  oagersde,  etwa  gleich  2M-f-l  ^ 


aad  für  p  «  2ss  ia  welehem  Falle  eia  Mittelglied  ^o^j;^  ^  1  v^h^ 
haaden  ist. 

Wenn  wir  schlieaslidi  noch  beachten,  dass 

C|.«4.21og3 

ist,  wie  sich  unmittelbar  ans  (5)  fttr  «  —  0,  i»  =  2  ergiebt,  so  kommt 
also 
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tKi)  =  (i  +  ä  +  ä  +  •  •  +  ä  ~  (ji  +  i^TaH^^ 


2  * 


(Iii)    =2l  +  i»og2+^   5  für  gerade;, 


sm 


p-1 


2 

1 ,      ,  ir     _  1 

Beispiele:    Hieruach  ist:  Für  ;>  =  2, 

wie  auch  unmittelbar  ersichtlich. 
Far  p  —  9r 

..1.1      1      I     1  I.Ol  l]^.2,,o 

^  +  i+3-4-5~6-  •  =  ä^^^+r:^"8^^«*^  +  9"^^ 

4.  AuweadoQg  auf  die  Reibe  der  reciproken  ooge 
radeo  Zahlen.  Fttr  «  —  ^  ist 

r  G)  +  3  +  5+- +^^-1)  ~  Gi>Vl+-  +^r-"T)+  ^  - 
Nach  L  wird  Ihr  dinea  F«U 

^4  +  ^|;+- +^' V 

^4p-l  2p-H 

-  »  (cotg^+cotg^+..  +  cotg^^)- 
Dieselbe  Umformang  wi^  Torber  ergiebt  hier 
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(IV)  tf(t)  = 


7(2i^h'  »«»»l»  "gerade 
sin 


'sin 


Beispiele.   FtUr  p  =  2  wird  0(i)  —         ,  also 

2siQ^ 

*T8    6    7^9^11  •'•  4^* 


Farp-S  tot       =  -  + Bodast 


-.1,1    III  £ 
*T"8"'"  5  "  7    §     11    •  12* 


Dieae  Beibe  liait  sich  aneli  ablaiteii,  laden  man 


«ad  daa  £rgebaisB 


1 

15" 


e      s  9  ^15 

ao  bimlll0t»  daM  aiaa  die  gleicbnaraigea  Brflelie  ?erein!gt. 

Fftr  p  SS  4  kont  «(4)  —  — ^  +  — ^\  —  «eoe  tomit 


/  1     ,     1  \  n 


*"r8T  5-1-7     9     Ii     18     16  -'  4'^^T^^'' 
(Fortaetzusg  folgt)  Heinrich  Simon. 
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2. 

VelMr  die  Normaleii  d«r  Kegelsckiütto. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  il,  in  der  Ebene  einet  Kegel- 
schnitts Normalen  an  denselben,  io  Iftsst  sich  vermittelst  einer  Glei- 
chnng  4.  Grades  Air  die  Normale  n  folgende  Relation  für  ihre  Qna- 
dratflomme  anfatellen: 

„,«  +  „,«4.n,»+n4«  =a  4Ji«+»(««+*«)-  ^  (a>0089>  -ft'lin^*) 

Hieraus  folgt  anch 

Ist  demnach  ^  Const,  so  erbsit  man  tinen  Kegelsohnitt  als 
geometrisehen  Ort  der  Constana  der  Qoadratsnmme  der  Normaleo. 

Derselbe  geht  in  eiuen  Kreis  aber,  wenn  eiue  gleichseitige  Uy- 
perbel  zu  Grunde  gelegt  wird,  weil  alsdann 

V+V+V  =  ^  wt. 

Die  obige  Gleicbuug  gilt  auch  uoch  allgemeiu  lur  die  Asymp^- 
toteu  eiuer  Uyperbel,  nur  ist  dann 

zo  setzen,  und  der  geometrische  Ort  wird  daau  durch  die  Ellipse 

co§£*"^  sin  Ü?»  *■  28in£'oos£' 

chracterisirt. 

Die  Diagonalen  des  ihr  nmbeschriebenen  Becfatecks  fidlen  dem- 
nach mit  den  iUymptoten  sosammen.  Fittt  nai  also  von  einem 
Punkt  einer  Ellipse  anf  diese  ihre  Diagonalen  Senkrechte,  so  ist  die 
Snmme  ihrer  Quadrate  eine  constante  Grosse. 

E.  Oekinghans. 
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VIU. 

üeber  die  Ciirven  vierUir  Orduuiig 
mit  drei  Inflexiansknoten. 

Ton 

P.  H.  ScIlOiiU. 


TierUr  AMUrftt. 

(Die  Polim  der  Gim 

44.   ;,Die  ersta  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  emo  Curve 

mifr  deo  liiflexioiiskiiDten  C  »t  eine  dorch  diese  Punkte 

gehende  Oure  dritter  Ofdanog  CV*,  welche  in  die  «echs  Be- 
rflhrugspnnkte  ihrer  dorch  P  gehenden  Tangenten  einichneidet 

Die  enie  Polare  eines  Pnnktee  Q  Ton  serftllt  in  urei  Tdle,  die 
einaBder  entsprechen.. in  der  quadratischen  Transformation,  welche 

in  ihren  Wendeschiltt  überführt,  in  die  Tangente  q'  des  Wende- 
sdmittes  im  entsprechenden  Punkte  Q'  und  in  den  Kegelschnitt  Cf' 

durch  A,  By  C,  welche      in  Q  berabrt'^ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ganz  der  Polarentheorle  in  ent* 
nehmen.^)  Und  der  sweite  Teil  ist  eine  nnmittelbare  Folge  des 
Weyx'sdicn  Sataes.  Dean  nach  diesem  Satie  mnss  die  erste  Polare 

vom  Puikte  Q  der  C**  in  Bezug  auf  Tisr  Pnnkte  gemein  hahen 
mit  der  Tangente  q'  des  Weodeschaittes  im  entsprechenden  Pnnkte 
<t  und  da  sie  nnr  von  der  dritten  Ordnung  ist  diese  Gerade  gans 
entbaltea.  Und  da  die  erste  Polare  eines  Pnnhtes  Q  der  Gmndcnrve 


1 1  Mao  vergleiche  Crcmona's  „Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  des 
einsäe D  Carven",  deutsch  von  M.  Cnrtse. 

AMk.  te  lalk.  1.  tkfi.  S.  IdU»  Ml  TL  8 
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diose  Carve  in  Q  bertthrt,  lo  muM      ergftnseDde  Eegelscbnitt  €^', 

welcher  miD  doreh  C  geht,  die  in  Q  berabren  und  alBo  in 
der  bekannten  Transformation  der  Tangente  q  vom  Wendeschnitte 
entsprechen.  Es  entsprechen  dann  die  beiden  Schnittpunkte  der 
beiden  Teile  im  allgemeinen  einander,  da  q'  nicht  durch  einen  der 
Tier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  geht 

45.  ,Jn  Bezug  auf  eine  Curve  hat  jedo  Gorado  g  sechs  be- 
wegliche Pole  G.  Diese  Pole  fr  sind  die  Eckpunkte  eines  vollkom- 
menen Vierscits,  des  Vi(  rseits  der  Tangeuten  q'  am  Weadescbuitte 

in  den  Punkten  Q',  welche  den  vier  Schuiltpunktcu  Q  von  g  mit  C* 
enti?prechcn.  Dieses  Viersoit  ist  ebenfalls  einem  in  ABC  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  umschrieben.^)  Und  die  Gegeneckon  des  Vier- 

seits  entsprechen  einander  in  der  Transformation,  welche  C*  in  ihren 
Wendeschnitt  flberftihrt.'' 

Nach  der  Polarentheorie  bilden  die  ersten  Polaren  von  den 

Punkten  einer  Gcradcu  g  in  P  /ug  auf  C*  einen  Büschel  von  Conren 
dritter  Ordnung  und  schneiden  tiif  ^o  durch  ^1,  i/,  C  gehenden  Curven 
also  einander  zu  je  zweien  noch,  in  secbs  allen  gemeinschaftlichen 

Punkten  G,  welche  man  die  Pole  von  g  in  Bezug  auf  nennt,  da 
diese  Punkte  die  Gerade  g  zur  gemeinschaftlichen  Polgeraden  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  man  die  sechs  Polo  irgend  einer  Geraden  g  be- 
trachten kann  als  die  sechs  Punkte ,  welche  mit  A,  Ii,  C  dio  neun 
Schnittpunkte  bilden  von  den  ersten  Polaren  von  Irgend  zis'ei  beliebig 
auf  g  gewählten  Punkten.  Wählt  man  nun  fär  diese  zwei  Punkte 

zwei  der  vier  Schnittpunkte  Q  von  g  mit  C\  so  figurirt  der  Schnitt- 
punkt von  den  Tangenten  q'  am  Wendeschnitte  in  den  entsprechen- 
den zwei  Punkten  Q'  unter  den  sechs  Polen  und  da  dieses  ftkr  jede 

der  sechs  Combinationcn  von  den  vier  Punkten  Q  anf  g  zu  je  zweien 
gilt,  sind  dio  sechs  Polo  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Tan(,;rntcn 
q*  des  Wendescbnittcs  in  den  vier  entsprechenden  Punkten  W  dieser 
Curve. 

Die  vier  Punkte  QT  sind  die  Schnittpunkte  vom  Wendeschnitte 

JT  mit  dem  Kegelschnitte  durch  A^  C,  welcher  in  der  die  in 
K  flberfdhrenden  Transformation  der  Geraden  g  entspricht  Also  ist 
die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  anf  K  sowohl  dem 
Dreiecke  ABC  als  dem  Tierseite  der  vier  Geraden  q'  eingeschrieben; 
d.  h.  die  vier  Geraden  q'  nmhttllen  einen  in  ABC  eingeschriebenen 
Kegdschnitt 

S)  Diesen  Teil  des  Satsei  verdanke  ich  einer  brieflichen  Mitteilang  von 
Prof.  Küpper. 
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Deutet  man  die  vier  Schnittpmilrte  einer  Geraden  g  mit 
durch  Q,,  Q^^  Q^,  die  ihnen  entsprechenden  Ponkta  Tom  Wende» 
Khnjttc  K  durch  Q,\  Q,',  Q«'  nud  die  Tangenten  von  K  in 
diesen  Ponicten  durch  g/,  //g',  53',  an,  so  kann  man  jedem  dar 
lecbs  Pole  welche  wir  weiterhin  zusammen  als  das  Polsextnpel 
G  Ton  g  bezeichnen,  die  beiden  Indices  der  sich  in  diesem  Punkte 
•choeideoden  Geraden  q*  beilegen,  wie  es  in  Fig.  42  angegeben  ist. 
Es  sind  dann  offenbar  die  Paare  Cr,,,  und  O^y^,  &i,s  nnd  &t»4>  ^it4 
nd  deren  Indiocs  einander  ergänzen,  die  drei  Paare  von 

Ocgenecken  des  von  den  vier  Geraden  q  gebildeten  Vierseits.  Vnd 
je  swd  Gegenecken  entsprechen  einander  in  der  Tranaformattoo, 
wetebe  in  ihren  Wendeechnitt  umbildet  Betrachtet  man  nftmlich 
dis  PolMztnpel  mit  B,  C  als  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren 
von  <2,  nnd  %  in  Bczng  anf  C\  wovon  die  erste  ans  9,'  nud  dem 
ihr  entsprechenden  Kegelschnitte  <W  die  zweite  ans  9«'  nnd  dem  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitte  C^*  besteht,  so  geben  q^'  nnd  9«' 
Schnittpunkten  C?,,^,  und  C^*  die  Schnittpunkte  C?,«  und  6^1.4, 
^  nnd  Cj'  die  Schnittpunkte  Otis  ^ti4  mflssen  und  C^* 
siaser  C  also  den  sechsten  Pol  als  Schnittpookt  haben; 
da  nun  die  Kegelschnitte  C|*  und  C^^  den  Geraden  nnd  q^*  ent- 
iprsehen,  so  muas  auch  der  freie  Schnittpunkt  G^^  von  und  c^* 
dsBi  Sehnit^nnkte       von  q^'  und  gt'  entsprechen. 

46.  nIHe  acht  Schnittpunkte  von      mit  ihrem  Wendeachnitte 

K  sind  Ali  BerQhningspunkte  von     nHt  ihren  vier  Doppel tangenten ; 

die  Pole  von  diesen  Doppeltangenten  in  Bezug  auf      sind  die  vier 

Puukte      welche  in  der  die  6  *  in  A'  überführenden  Transformation 

sich  selbst  entsprechen.  Bei  den  Curven  6'*  erster  Gattung  sind  die 
Tier  Punkte  S  und  also  auch  die  vier  Doppeltangcnten  sämtlich  ima- 

ginir;  bei  den  Curven  6'*  zweiter  Gattung  ist  von  den  Punkten  8 
ond  also  auch  von  den  Doppeltangenten  ein  Paar  reell  und  ein  Paar 
inaginär.** 

Ist  g  eine  Tangeute  von  (J*  und  sind  Q,  und  die  in  den 
Berfihmngspunkt  Q  zusammengetretenen  Punkte  von  6'^  so  zeigt  das 
Polsextnpel  G  von  g  die  in  Fig.  43  vorgeführte  Anordnung.  Es 
&Uen  dann  G^^  nnd  G^  in  der  Richtung  von  q^'  und  (7„4  und  G^y^ 
ia  der  Richtung  von  q^'  mit  einander  zusammen.  Und  indem  t/,,, 
sls  Schnittpunkt  der  auf  einander  folgenden  Tangenten  «2,'  und  q^* 
w  Kwai  K  liegt^  ist  G^  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  der 

dem  Punkte  <7|«  von  K  entsprechende  Punkt  von  c\  d.  b.  der 
Berlhnngspaakt  Q  von  q  mit  C^,  Umgekehrt,  wenn  einer  dar  secha 
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Pole  O  «af  X  liegt,  so  berfihrt  die  Gerade  9  im  entipreeheDdeii 
PoDkte  TOD      diese  Gnrve ;  denn  Dach  den  vorhergeheDden  Artikel 

ist  die  Gegcaecke  dann  der  entsprechende  Punkt  Ton       und  die 

Polgerade  eines  Punktos  von  C*  ist  nach  der  Polarentheorie  die 
Tangente  der  Curvc  iu  diesem  Funkte. 

Iflt  weiter  g  eine  Doppeltangente  von  C*^  indem  etnerseits  Qi 

und  Qt  <iDd  andererseits  und  zusammenfallen,  so  redneirt  sich 
das  Polsextupel  G  von  g  in  der  in  Fig.  44  vorgestellten  Weise.  Es 
fayen  dann  die  vier  Punkte  ^t^si  ^i>i9  ^si4  einen  Punkt 
zusammen,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  G^,^  und  r;^,^  ebenso  wie 
und  6*^,3  einander  entsprechen,  einer  der  vier  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  <S;  dabei  sind  die  coincidirenden  Tangenten  q^' 
und  von  K  als  die  Verbindungslinien  von  6'„3  mit  (?„4  und  von 
6*2,3  ^'suf  coincidirenden  Tangenten  und  q^,'  von  AT  als 
die  Verbindungslinien  von  G^^^  und  G^,^  und  von  <7j,4  mit  6",,^  zu 
betrachten.  Und  die  Punkte  und  0*3,4  betindeu  sich  als  Schnitt- 
punkte von  aufeinanderfolgenden  Tanp:onten  von  A'  auf  K.  Aber 
wenn  G^^^  und  G.^,^  auf  A'  liegen,  so  betinden  sich  nach  dem  vorher* 

gehenden  Artikel  6^9,4  und  O^^^  auf       und  ist  6^3,4  der  ans  der 
Coincidenz  von  Qj  und  Q^,         der  aus  der  Coiucidenz  von 
nnd  Q4  hervorgegangene  BerAhmngspunkt  der  Doppeltaageate  g. 

Also  sind  die  Berührangspvnkte  von  C*  mit  einer  Doppeltaagents 

Selinittpnnkte  von  mit  ihrem  Wendeschnitte  JT.  Und  die  Zahl 
der  Doppeltangenten  ist  jener  der  Punkte  8  gleich,  also  vier;  woraus 

dann  noch  folgt,  dass      nnd  K  acht  Punkte  gemein  haben. 

Die  im  Satze  aufgenommene  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Reali- 
tat  der  Punkte  8  and  der  ihnen  entsprechenden  Doppeltangenten 
ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Kormalcnrven.  Bei 
der  ersten  Kormakorve  erster  Gattung  (Fig.  22)  liegen  die  einander 
entsprechenden  Punkte  P  nnd  P*  allemal  in  swei  Scheitelwinkeln  der 
vier  von  den  Achsen  CA  und  CB  gebildeten  Winkel,  bei  der  xwciten 
Normalcarve  1.  Gattung  (Fig.  24)  liegen  sie  an  verschiedenen  Seiten 
der  imaginären  Achse  des  Wendescbnittes ;  in  beiden  FAllen  kann  kdne 
Coincidenz  eintreten,  sind  also  die  vier  Punkte  8^  die  vier  Doppel- 

tangcntea  von  C*  und  die  acht  Schnitipnnkte  von  mit  JTsAmtUcb 
imaginftr.  Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  gieht  es  swei  reelle 
Punkte  8  auf  der  imaginftren  Achse  von  JT,  da  die  Transformation 
in  diesem  Falle  die  um  diese  Gerade  umgelegte  Verwandtschaft  der 
reciproken  Bedien  ist;  die  Entfernung  dieser  Punkte  von  C  ist  der 
Potenz  dieser  Verwandtschaft  fl^eich. 

47.  ffiiß  Polsextupel  G  der  verschiedenen  Geraden  g  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  liegen  auf  der  ersten  Polare  Cp^  von  P  in 
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fieiflg  auf  C'^  and  bilden  auf  ilur  eino  Involntion  sechster  Ordnang, 
die  za  dem  Strahlbüschel  der  zQgeonlneteii  Geraden  g  durch  F  pro- 
jectiviflch  ist 

Die  erste  Polare  Cy'  von  P  In  Besag  auf  C*  entopricfat  sich 

tdbit  in  der  TraosformatioB,  watehe  C*  lo  Ihren  Weadeiehnltt  K 
iMUirt.«' 

Die  Polseztapel  G  der  Geraden  g  doreh  P  mtssea  nach  der 

PolvraDtfifiorie  auf  der  ersten  Polare  von  P  in  Besag  aof 
IkgOL  8le  bilden  anf  C^*  eine  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  g 
durch  P  projecCivIsche  Involntion;  denn,  indem  irgend  eine  Gerade 
g  doreh  Fein  dnsiger  Polseztopel  hestimmti  so  bestimmt  anch  iigend 
ein  Pnnkt  G  von  '  mittelst  seiner  durch  P  gehenden  Polgeraden  g 
dis  ganse  Ihn  aafiiehmende  PolseztnpeL 

Die  Gurve  Cp^  entspricht  sich  selbst  in  der  Transformation, 

welche  C*  in  K  überfahrt  lat  nämlich  G  irgend  ein  Pnnkt  von  Cp\ 
80  cnth&lt  diese  Curve  das  ganze  Polsextapcl,  welches  O  anfnimmt^ 
ODd  also  anch  die  Gegeneckc  von  im  vollkommenen  Vierscite, 
welches  das  Polsextupel  trägt,  d.  h.  den  dem  Punkte  G  in  der  be- 
kannten Ti  nnsfüniiation  cntsprochoudon  Punkt.  Im  einander  Ent- 
aprechen  der  beiden  Teile  von  der  ersten  Polare  eines  Punktes  von 

haben  wir  schon  einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Wahr- 
beii  behaaddt 

Nach  im  vorhergehenden  Jahre  pnblicirten  Untersachnngcn  des 
Hem  Emil  Weyr';  giebt  es  anf  daer  allgemeinen  Corvo  dritter 
Ordnung  c*  nur  swel  Arten  von  invointorischen  eindentigen  Pnnkt- 
ksiflhnngcD,  die  centralen  nnd  die  nicht  centnlen.  Die  Panktepaare 
der  ersten  liegen  anf  Strahlen,  welche  C  zum  dritten  Haie  In  einem 
Harten  Punkte  treffen ;  jode  nicht  centrale  Beslebung  der  verlangten 
BmdiafliBnheit  Ist  Immer  eine  der  drd  SlyvteiM  conjngirter  Punkte 
TOB  welche  sdion  von  Kadaarin^)  aufwiesen  sind.  Da  nnn  die 
drei  Terinndangslinien  der  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  Pol- 
Nitapeis  nach  dea  bekannten  Eigenschaften  des  vollkoumenen  Yier- 
Mils  nicht  durch  einen  Pnnkt  gehen,  Ist  die  involntorlsche  eindeutige 
Bndehnng  der  Gegenecken  Gi„  und  G,^  anf  C,^  die  Yerwandtschaft 
oaes  der  drei  Systeme  eonrespondirender  Fniktepaare  von  C^*. 


3)  „£ia  Beitrag  zur  Gruppentheorie  auf  den  Cnrven  vom  Geichlechte 
Ein*  (Slangibarichte  d«r  K.  Akad.  d«r  Witaenach.  in  Wien,  Bwd  LXXXIX. 
Ile  AMeUang^  Seite  4aS). 

4)  «Selam^nedta^s  höhen  ebeoe  CwrveaS  An.  ist. 
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Wirklich  folgt  m  bekannten  Sfttzen^),  dase  die  drei  Paare  Gegcn- 
eelcen  eines  Polseztnpele  drei  Paare  copjngirter  Ponkte  eines  näm- 
lichen Systemcs  sind,  mnss  dann  aber  noch  gezeigt  werden,  dasa  die 
verschiedenen  Tripel  von  Paaren  Oegenecken  aller  anf  liegenden 
Polsextopel  dem  nftmlicben  Systeme  angehören;  was  ich  hier  nach 
Anfhhrong  der  üntersnchnngen  Weyfn  wol  nnterdrOcken  mag. 

Wenn  eine  Curve  mit  eiaem  ihrer  Systeme  coujugirter 
Punkte  ^1,2,  '^'Vj  vorliegt,  so  giebt  es  bekauntlich eine  einzige 
C'urvo  dritter  Orduuii^;,  welche  zur  Hesse'schen  und  Steiuer'schcn 
Curve  uud  auf  ihr  das  System  coujugirter  Puukto  ^'j,,,  63,4  zum 
Systeme  von  conjugirtcn  Polen  hat.  Es  ist  also  die  Enveloppo  der 
Verbindungslinie  der  Pnnktepaare  fr^^i,  ^''3,4,  die  Cayley^scbe  Curve 
dieser  nenen  Corvo  dritte  Ordnung  eine  Cnrve  dritter  Classe  nnd 
sechster  Ordnung. 

Keliren  wir  zu  der  Involution  sechster  Ordnung  der  Polsextupel 
Cr  auf  C^^  zurück,  so  hemerkeu  wir,  dass  diese  luvülutiüu  sechs 
Verzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschaffeuheit  hat.  Es  koauen 
n&mlich  nur  dann  zwei  Punkte  G  eines  Polsextupels  zusammenfallen, 
wenn  die  zugeordnete  Gerade  g  durch  P  die  C*  berührt,  and  die 
Anzahl  der  von  P  au  6"*  möglichen  TantjeiUcii  ist  sechs.  Es  sind 
weiter  die  sechs  Vcrzweicunf^sgnijtpen  von  besoudorcr  Beschaffeuheit, 
da  jede  von  ihnen  nacli  l  i;^.  iii  aus  einem  Paare  vou  Doppeipuukten 
und  einem  Paaro  vou  Ven;weiguug8])uukten  besteht.  üebordics 
lassen  sich  die  sechs  Yerzwciguugspaare  leicht  anweisen;  denn  jedes 
Paar  von  Ver/.weigungspunkten  besteht  aus  einem  der  sechs  von 

By  C  vef^cliiedenen  Srhiiittiiunkto  von  C*  und  Cp^  und  aus  dem  ent- 
sprechen de  u  Schnittpunkte  von  A'  und  Cp^.  Und  da  jede  Tangente 
q'  von  Ä'  drei  Punkte  von  einer  Gruppe,  nämlich  vom  Polsextupel 
der  Geraden  PQ,  enthält,  so  muss  K  in  der  luvolutionscurve  der 
betrachteten  Involution  dreimal  begriffen  sein  und  diese  luvolution 
ausserdem  nur  noch  die  Enveloppo  der  V^erbindungslinien  von  den 
Gegenecken  der  Polsextupel  umfassen,  welche  oben  als  eine  Curve 
dritter  Classe  sechster  Ordnung  erkannt  ist. 

Wenn  man  F  durch  einen  Punkt  Q  von  C*  ersetzt,  wobei  die 
erste  Polare  ans  der  Tangente  q'  von  K  und  dem  dieser  Geraden 


5)  Dieser  Sau  sagt  aus,  mnn  erh^t  das  gvnie  System,  woza  irgend  ekl 
Fa«r  conjugirte  Punkte  A^^  gehört,  wenn  man  diese  Punkte  .i,,  ans 
allen  Punkten  der  Ciirvc  dritter  Ordoang  auf  diese  Canre  projtcireOi  äalmoa* 
Fiedler,  a.  a.  O.,  Art.  152. 

6)  CremoD«!  A.  a.  O.,  Art.  143. 

7)  Cremona,  a.     O.»  Art.  1S5. 
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oitiimdMBdeii  K^geMiiiitte      bMtobl»  so  teilt  «Ich  jedes  Pol- 
mtopel  in  zwei  Tripel ,  wo?oii  4m  eine  a«f  3',  das  aadero  auf 
Hegt;  denn  der  Pnkl  Q  ist  dann  fttr  jede  dnreb  ilin  gehende  Gonute 

einer  der  vier  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  6'^.  Es  bilden  dann 
die  Tripel  auf  q'  eine  kubische  Inyolntlon  auf  9'  nnd  die  Tripel  anf 
Cf  dne  kabbdie  iBvolaCloa  aaf  da  ein  Pukt  t<m  aad  ebeneo 
Ton  Cf  seine  Polgerade  und  also  das  ia  swei  Tripel  serfiülende 
P»heitape1  bestimmt  Jede  dieser  beiden  Inibiseben  Bivolntionen  bat 

vier  VerzweiguDgsgruppeu,  welche  den  duri  li  Q  gehenden  iu  einem 
voü  Q  verschiedenen  Punkte  berührenden  Tangenten  entsprechen  i 

denn  die  Tangente  von  C*  iu  q  liefert  zwei  Tripel,  welche  jedes  für 
sich  aus  drei  verscliicdencn  Punkten  bestellen,  wovon  aber  zwei,  die 
Schnittpunkte  von  q'  iini  c^^-,  m  jedes  von  beiden  eingehen.  Also 

sind  die  \icr  bchuittpunkte  von  q'  mit  C*  die  Verzweigungspuiiktc 
der  Involution  auf  C,,'^.  Olfcnbar  ist  K  die  Involutionscurve  der  In- 
voIqUoü  auf  Cq*  nnd  entsprechen  die  beiden  kubischen  iavoiutioncn 

einander  in  der  Transformation,  welche      in  K  aberfÜUirt 

48.  „Die  Stdner^flcbe  Onrve  des  Netses  der  ersten  Polaren  in 

Bezug  auf  6'*  besteht  aus  der  doppelt  gezahlten  6"*  und  ihren  vier 
Doppeltaugeuteu 

Wenn  irgend  eine  der  ersten  Polaren  einen  Doppelpunkt  D  hat, 
so  sind  zwei  FftUe  la  unterscheiden ,  je  nachdem  D  mit  einem  der 
Tier  Pankto  S  zusammenfällt  oder  nicht.  Hat  die  erste  Polare  erstens 
einen  sich  seibat  entsprechenden  Punkt  S  zum  Doppeipankte,  so  ent> 
hilt  sie  das  von  diesem  Punkte  und  den  Berflbmngspnnkten  der 
diflsem  Punkte  zugeordneten  Doppeltangente  von  gebildato  Pol- 
sextupel  nnd  es  liegt  dann  ihr  Pol  auf  dieser  Doppeltangente.  Und 
wiridieb  bat  die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  von  einer  be* 
stimmten  Doppeltangente  einen  Poppelpnnkt  im  zngeordneten  Punkte 
8.  Denn  die  ersten  Polaren  von  den  Berührungspunkten  D  und  ly 
dieser  Doppeltangenten  enthalten  die  vier  Pnnkte,  welche  mit  D  und 
D'  das  Polsextupel  der  Doppeltangente  bilden,  und  diese  Punkte 
ftHen  nach  Fig.  44  paarweise  in  den  Richtungen  der  Tangenten  DS 
und  lys  vom  Wendescbnitte,  welche  durch  S  gehen,  mit  S  zusammen. 
Aber  wenn  die  ersten  Polaren  von  D  und  D'  einen  Doppelpunkt 
haben  in  iS*,  so  hat  umgekrhrt  der  Polkcgelschnitt  von  8  nach  einem 
bekannten  Satze  ^)  Doppolpunkte  111  f)  und  D\  ist  dieser  Kegelschnitt 
also  die  doppelt  gewählte  Doppeltangente  und  hat  er  deshalb  einen 
Doppelpunkt  in  jedem  PuulUe  der  Doppeltasgente.  Und  hieratts  folgt 


S)  Cwoaa,  s.  IU      Art  9S. 
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dwiii  omgikelirt  wieder,  daes  die  erste  Poiwe  ven  irgend  einem 
PiiDirte  der  Doppeltingeiite  einen  Doppelpnnlit  lint  in  3.  Hst  die 
erste  Poliie  sweitens  einen  nielit  Mi  lelbet  entapreeliendeii  Doppal* 
pnnkft  10  hei  sie  als  sieb  sdbst  enfiprecbende  Cnnre  notwendig 
einen  twdten  Doppelpunkt  Im  entsprechenden  Pnnlcto  />'  nnd  serfiUlt 
sie  also  in  eine  Gerade  nnd  einen  Kegelscbnitti  die  entweder  sksh 
selbst  oder  eioander  entsprechen.  Hierüber  glebt  nun  weiter  das 
Polseitnpel  Anfschloss,  welcliee  D  und  also  auch  D'  aufnimmt.  Es 
kttnsen  ninüich  die  vier  Tangenten  ans  D  and  D'  au  K  nicht  alle 
versebleden  sein,  denn  sonst  würde  jede  dieser  vier  Geraden  «osere 
das  Polsextupel  enthaltende  zerfallende  Polare  in  vier  Punkte  schDei- 
den.  Zur  vollständigen  Beseitigung  des  Widerspruches  müssen  ent- 
weder die  Tangenten  aus  D  &u  K  zusammenfallen  und  ebenso  die 
Tangenten  ans  D'  an  /T,  oder  aber  die  Verbindungslinie  von  D  und 
D'  mnm  K  berühren.  Aber  die  erste  Voraussetzung  macht  D  und 
zu  einander  entsprechenden  Ponktcn  von  K  und  der  ihr  entsprechen- 

den  C\  also  zu  Berührnngspunkton  einer  Doppeltangente  von 
woraus  dann  folgen  würde,  dass  die  vier  anderen  Punkte  des  Pol- 
ssKtnpels  im  Eingeordneten  Punkte  S  vereint  sind,  die  betrachtete 
Polare  in  diesem  Punkte  S  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  hat,  und 

diese  Cnrve  also  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt  ist.  Und  dies 
ist  anmöglich;  denn  die  Doppeitangente  geht  nicht  durch  einen  der 

drei  Punkte  B,  C,  da  sie  schon  vier  Punkte  mit  gemein  hat, 
und  sie  entspricht  also  weder  sich  selbst  noch  einem  zerfallenden 
Kegelschnitte,  bildet  deshalb  mit  den  beiden  Geraden  DB  und  D*8 
keine  sich  selbst  entsprechende  Curve,  keine  erste  Polare.  £s  restet 
also  nur  die  zweite  Voraussetzung,  dass  DD'  den  Wendeschnitt  be- 
rührt, und  diese  liefert  immer  die  schon  frttber  gefundene  erste  Polare« 
dersn  Pol  nof  äegt 

Es  hat  nach  den  gefundenen  Resultaten  die  erste  Polare  eines 
Punktes  einen  einzigen  Doppelpunkt  —  immer  in  einem  der  vier 
Punkte  S      wenn  der  Pol  auf  einer  der  vier  Doppeltaogenten  von 

liegt«  nnd  zwei  einander  enteprechende  Doppelponkte«  wenn  der 
Pol  ein  Pvnkt  von  Ist  Also  besteht  der  Ort  der  Pole,  deren 
erste  Polaren  In  Besag  anf  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  b.  die 
Steiner'sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  c* 

aus  der  doppolt  gezählten  C*  und  ihren  vier  Doppcltango nteu.  Die 
zwölf  Doppelpunkte ,  welche  nach  einem  allgemeinen  Satze  dem 
Büschel  der  ersten  Polaren  von  den  Punkten  einer  Gerade  g  zu- 
kommen, sind  d^halb  die  vier  Doppeipunktcnpaarc  der  vier  zerfal- 
lenden ersten  Polaren,  welche  den  Schnltlpanktea  von  g  mit  ent- 
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sprecheD,  nod  die  vier  Piinkto  als  Doppolpuokte  der  vier  ersten 
Pohreu,  wovon  diu  Öchoiltpuukte  von  g  mit  den  Doppeltangeuton 

von     die  Pole  sind. 

49.  ,»Die  Hene'sebe  Cnrve  des  Ketses  der  enton  Polaren  In 

Bezug  aof  C*  ist  eine  h^rpereiliptiiche  Garve  aeebiter  (Mnung  mit 
neben  Doppelpunkten,  die  Punkte  A,  B,  C  md  die  vier  Punkte  8,*^ 

Zar  BcstimmuDg  der  Ort  der  Doppclpunkte  von  den  zerfallenden 
Polaren  des  Netzes  zeigen  wir  erst  die  Doppcipnnicto  der  ersten 

Polare  irgend  eines  Panktes  Q  von  C*  näher  an.  Ist  q  die  Tangente 

von  C*  in  Q  nnd  nimmt  man  wieder  an,  dass  von  den  vier  SchnitCpnnktea 

Qv  Qsi  <?s>  ^4  von  g  mit  die  beiden  ersten  <2t  nnd  Qt  in  Q  an- 
mnmengeftdlen  sind,  so  giebt  Fig.  48  das  Polaeitnpel  von  q  an; 
dabei  fllH  nacb  Artikel  45  der  Punkt  C?8*i  in  Q  nnd  ist  die  Coin- 
ddenzünie  q*  der  Seiten  q^'  and  q^  des  Polvierseita  der  gmdUnige 
Teil  der  ersten  Polare  von  Q,  Aber  dann  mttssen  aach  die  Sehnitt- 
paskle  von  ^  mit  q^*  nnd  q^*  die  Doppelpankte  dkeer  erüen  Polare 
Min;  denn  diese  Corvo  mass  daa  Polaeitnpel  von  q  entbatten«  also 
aad  ft'  in  den  Scbnittpankten  mit  ^  berttbren  and  desbalb  am 
q'  and  mnem  durch  die  Schnittpunkte  von  ^  mit  q^'  und  geheur 
dsa  Kegelschnitte  bestehea 

Die  Ordnung  dos  Ortes  der  Doppelpunkte  der  serfidlenden  Polaren 
wild  gefanden,  indem  wir  suchen,  wieviel  Punkte  dieser  Ort  mit 
iigend  einer  Taageate  von  £  gemein  bat  Diese  Tangente  kann 
sismal,  nimlich  fOr  den  ihrem  BerOhrungspunkte  mit  f  entsprechen- 

dea  Panitt  von  CS  als  Gerade   auftreten  und  enthglt  als  solche  swei 

Doppelpankto;  sie  kann  weiter  viermal,  aimlicb  für  jeden  ihrer 

SchüiU]muktc  mit  C\  als  Gerade  oder  q^'  auftreten  und  cuthält 
als  solche  vier  Doppelpunkte.  Also  enthält  irgend  eine  Tangente 
von  K  sechs  Punkte  des  Ortes,  und  ist  dieser  sechster  Ordnung. 

Die  gefundene  Curve  sechster  Ordnung  hat  C  zu  Doppol- 

punktcu,  da  jeder  dieser  Punkte  Doppelpunkt  ist  von  zwei  ersten 
Polaren,  von  den  ersten  Polaren  dieses  zum  einen  oder  zum  anderen 

der  beiden  durch  ihn  gebenden  Zweigen  von  'c*  gerechneten  Funda> 
mentalpunktes.  Ebenso  bat  die  gefundene  Uesse'sche  Curve  die  vier 
Panktc  S  zu  Doppelpunkten,  denn  da  jedes  dieser  Punkte  Doppel- 
pankt  ist  von  zwei  ersten  Polaren,  welche  ihre  Pole,  die  Berührnngs* 

punkte  der  entsprechenden  Doppcltangente  von  C\  aof  habmi, 
m  geht  die  gesuchte  Curve  aweimal  durch  diesen  Punkt. 

Ein  Nets  von  Gnrven  mit  sieben  Basispunkten  giebt  su  einer 
iBTolntorischen  Yerwandtaehaft  Anlass,  denn  alle  Cnrven  des  Netaes, 
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welche  durch  irgend  einen  gegebenen  Pankt  P  gehen,  haben  noch 
i'inon  Punkt  /*'  mit  einander  gemein,  nnd  diese  Pnnkte  ciilsprcchcn 
cinandei  lavulutui ibih.  An  einer  anderen  Stelle-')  habe  icli  diese 
Verwandtschaft  untersucht  uud  unter  auderm  gefunden,  dass  sie  zweiter 
Ordnung  ist,  wenn  die  sieben  Basispnnkto  die  vier  Eckpaukto  und 
die  drei  Diagonalpankto  eines  voUkommmA  Vierecks  sind,  d.  h. 
we&D  diese  sieben  Punkte  die  Lage  der  ?ier  PanlKte  8  und  der  drei 
Punkte  C  liaben.   Dabei  ergab  sieb  dann,  dass  die  drei 

Diagonalpnnkte  die  einfachen  Fnndamentalponkte  der  quadratischen 
Transformation  sind,  nnd  jeder  dieser  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
beiden  anderen  zur  Fundamentalgeraden  hat  Und  man  erkennt  Idcht, 
dass  die  vier  Eckpnnicte  des  vollständigen  Vierecks  die  rieh  selbst 
entsprechenden  Pnnkte  dieser  Transformation  sind;  denn  die  Gnrve 
C*  des  Netzes,  welche  aas  drei  durch  einen  dieser  vie^  Punkte 
gehenden  Geraden  besteht,  schneidet  jede  Curve  des  Netzes  ausser 
den  Basispnnhten  nur  noch  in  diesem  Punkte.  Also  Ist  die  Ver- 
wandtschaft in  dem  besonderen  Falle  mit  der  Transformation,  weldio 
in  ihren  Wendeschnitt  ftberführt,  identisch,  und  sind  zwei  einander 
in  der  letzteren  Transformation  entspreehetide  Pnnkte  P  und 
mit  Bf  C  nnd  den  vier  Punkten  8  immer  die  Basispunirte  eines 
Bftsehels  von  Curven  dritter  Ordnung. 

Weiter  habe  ich  noch  an  einer  anderen  Stelle  gezeigt,  dass 
die  Cnrven  dnrch  die  Fundamentalpunkte  und  die  vier  Pnnkte 
8  einer  quadratischen  Transformation  in  dieser  Transformatioii  sieh 
selbst  entsprechen.  Und  dies  ist  offenbar  auch  mit  der  Hesse'schen 
Curve  sechster  Ordnung  der  Fall,  da  sie  der  Ort  ist  von  Paaren 
einander  entsprechender  Punkte.  Sind  nun  D  und  ly  irgend  ein 
Paar  dieser  Punkte,  so  werden  die  anderen  Paare  von  den  Curven 
dritter  Ordnung  des  fittschels,  welcher  die  drei  P&takte  C;  die 
vier  Pnnkte  8  und  D  und  D*  zn  Basispunkten  hat,  auf  der  Hesse'- 
schen Curve  eingeschnitten.  Und  diese  Bemerkung  ffthrt'  weiter  zu 
einer  Erzeugung  der  Hesse'schen  Curve  mittelst  projectivischer  Cnrven- 
bflschel.  Nimmt  man  ntolich  auf  dieser  Curve  zwei  Paare  einander 
entsprechende  Punkte  7)i,  J>i  und  D^'  nnd  noch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  D^^  D«,  an,  so  kann  die  projcctivische  Ver- 
wandtschaft der  beiden  Büschel  C^iA,  J?,  C,  45,  />„  i?/)  und  C^(A,  B,Cy 
4iS,  i>2,  D^)  dadurch  bestimmt  worden,  dass  die  durch  Dg,  D^^ 
gehenden  Cnrven  der  beiden  BOscbel  einander  entsprechen  mftssen. 


S)  ,6or  U  tramfomfttioii  ooqjngn^e*  (AMOoiatfon  fnn^aiso  ponr  r«T«iioe- 
meiit  des  ttieRcei,  eompte  read«  de  1«  S*  Sestioii.  Montpellier,  1879,  page  199). 

10)  nDenx  CM  pertieiillen  de  1»  treQefonDttiQii  biimtioaiMlIe*  (BoUetiii  doe 
tdeMMSMiheB.  et  mm.,  S«  fidrie^  iOBeVI,ia8i,pi«e  tM~I69et  t74-*l$9>. 
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Dum  aber  erzengen  diese  beiden  Bflecbel  dne  Canre  lechster  Ordanng 
mit  den  sieben  Doppelpunkten      By  C\  46',  welche  durch  i>j, 
i>s,  ^^4)      8^*ht  und  nlso  mit  der  Heise'ichen  Curve,  wie 

leicht  bewiesen  wird,  zusammenfUlt. 

Jode  Curve  der  von  den  sieben  Doppelpunkten  von  der  ilesse- 
gchen  Curve  bestimmten  Netzes  schneidet  die  Hesse'scbc  Curve  in 
vier  beweglichüu  Punkten,  von  welchen  man  zwei  beliebig  auf  ihr 
wählen  kann.  Und  alle  Curveu  des  Netzes,  welche  durch  eiuen  ge- 
^'cbcnen  Punkt  D^  von  der  Hesse^scbeu  Curve  gehen,  schneiden  sie 
nuch  in  drei  anderen  Punkten,  unter  welchen  immer  der  entsprechende 
Punkt  '  begrifien  ist  Dies  kennzeichnet  die  Hesse'sche  Curve  als 
eine  hypercUiptiscbö")  Curve  vom  dritten  Gcschlochte*^).  Und  hier- 
aus folgt  nun  weiter,  dass  die  Verbindungslinie  der  Punktoupaaro 
I\,  /)/  eine  rationale  Curve  nmhulK  n  muss^^)-,  was  uns  iin  vurlie- 
gindeu  Falle  schon  bekannt  war,  da  diese  Verbinduugslimcu  Tau- 
gt'üleu  von  Wendeschnitto  siud'*). 


Fttnfler  AbeehaItU' 

(Der  Bertthrnugskegelschnitt). 

50.  „Die  erste  i'olaro  Cp^  eines  Punktes  F  in  Bezug  aof 

wild  in  den  Inflexionsknoten  A,     C  von      von  dnem  bestimmten 

Kegelschnitte  Dp*  berührt  Ptosen  Kegelschnitt  schneidet  die 
sBsser  Af     C  noch  in  zw»  Punkten  Pp'  und  Pp",** 

Ist  K  (Fig.  45)  der  Wcudeschnitt  von  C',  dunn  sind  bekannt- 
lieb die  ans  ^  an  K  möglichen  Tangenten  a'  and  t^*  die  Wende- 


II)  Man  veiglcicho  ilie  ^VuricsuDgen  über  Geometrie  von  A.  Ckbsch,  be- 
arlifiitt  uud  horiuis;:t-j;tbL'n  von  l>r.  F  Lindemann,  Seile  711  oder  in  der  ur- 
»pi ünj^licbcn  Furiti  die  Verhandlung  „ lieber  algebraische  Functionon''  von 
Brill  am!  NOther  (Matbcniattschc  Annalen,  Band  7,  Seite  286  und  'i87). 

I  i )  Däb  Gtiichkclil  der  Curve  wird  bcstituml  von  der  M&cbtigkeit  der 
SeliMr  TOD  adjungirtcn  Curren  dritiar  Ordnung;  al»er  dk  Aosahl  der  Dopjwl- 
piitikte  ffthrt  lum  nimlichwi  Reialtate.  denn  niaii  bsi 

-^-7-3. 

13)  Die  Verbindungslinie  tnuss  eine  rationaio  Curve  uiuhüilcu  ,  da  jeder 
Wen  da  F«raineter»,  welcher  die  Cnnre  der  BOicbel  dritter  Ordnaog  be- 
■littat,  eine  Verbindangiltikie  liefert. 

14)  leb  ftbcrgcbe  bier  ein  Bod«  dieies  Abscbnilti  die  duülttiaeb  gogan- 
flbentdMBdeo  BisebaisM,  de  die  deaUnitehe  UsbsrtnguDg  der  PohMiotheoiie 
■okhe  sehwerfUlige  Beaultaten  liefert. 
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Sehout9i  ütbtr  dm  CurP4n  vitrUr  Ordnung 


langentcn  von  C*  im  Doppelpauktc  A.  Nun  ist  nach  der  Polaren- 
theorie die  Tangente  in  A  an  der  tirsten  Polare  Cp^  von  P  in  Bezug 

aof  C*  die  Gerade  durch  welche  Pharraouisch  treuot  vuu  a  uQd 
a".  Aber  diese  Gerade  geht  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  A'  der 
Polare  p  vou  /*  in  Bezug  auf  K  mit  BC,  da  dieser  Puukt  A'  der  " 
Pol  von  in  Bezug  auf  K  ist.  Also  liegen  die  Schnittpunkte  A\ 
ü*,  C  der  Tangenten  in  yl,  Ä,  (J  au  Cp^  mit  den  Gegenseiten  des 
Dreiecks  ABC  in  einer  Geraden,  die  Polare;?  von  P  ui  Bezug  auf 
K\  was  LükuüüLlicli  beweiset,  dass  es  einen  Kegelschnitt  D^-  giebt, 
welcher  mit  Cp^  in  den  Punkten  A,  B^  C  diu  laugcuLea  AA"y  BJ/\ 
CC  gemein  hat.   Dieser  Kegelschnitt  hat  ausser  A^  Bj  C  noch  zwei 

Punkte  Pd  uuU  i'd"  mit      gemein,  da  die  ihr  entsprechendo  Gerade 
K  in  zwei  Punkten  schneidet.'^) 

5t.         BertthnmgBpiiiikte  der  aeclu  dmdi  ifgeod  einen  Punkt 

F  vk      mOgUdien  Tangenten  liegen  in  einem  Kegelaohnitte  7^'. 

Dieeer  K^lschnitt  eebneidet  die  C**  in  twd  neuen  Punkten  Pt'  nnd 
Fi",  welche  mit  Pd}  nod      snf  einer  Geraden  liegen.'* 

Liegen  nr  —  |(r— l)(r~2)  von  den  n*  Schnittpunkten  zweier 
Curven  C**  vou  der  Ordnung  n  auf  einer  Curvc  C  niederer  Ord 
nung  r,  80  enthält  noch  J(r  —  J)  (r  — 2)  dieser  Schnittpunkte,  und 
liegen  die  übrigen  7»(«  —  r)  Schnittpunkte  der  Curven  C'**  auf  einer 
Curve  O*-^  der  Ordnung  n  —  r.  Der  von  Pluecker'^)  herrührende 
Satz  beweiset  den  Satz  dieses  Artikels^^}.  Wenn  man  nämlich  durch 

fünf  der  sechs  Schnittpunkte  von  Cp^  und  6'S  welche  von      B^  C 

verschieden  sind,  einen  Kegelschnitt  Tp*  legt,  so  bilden  C*  und  die 
«18  den  Kegelschnitten  Z>p^  und  Tp*  bestehende  Car\'e  Cj^  zwei  dür- 
ren vierter  Ordnung,  welche  elf  auf  Cp^  liegende  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  nämlich  A^  B^  C,  ihre  Nachbarpunkte  auf  Cp^  und 
die  fünf  Punkte  mittelst  welcher  Tp*  bestimmt  worden  ist  Also  ent* 
hAlt  Cf*  noch  einen  Scbnittponkt  von  den  beiden  Cnrven  vierter 

15)  Oder  da  und />p  ^  einander  überhaupt  in  acht  Punkten  schncidea  und 
jeder  der  Pankte  Äf  ß,  C  zweimal  als  Schnittpunkt  von  C*  und  Df^tn  slhkao  iil. 

16)  Cremona,  a.  a.  O.,  43,  LehrsaU  8. 

17)  Dieser  Satz  ist  Sät  die  Lenniscate  ron  Ralph  A.  Roberts  publidrt 

worden  in  peiner  Anfpfabensaminliinp;  collection  of  cxamplcs  and  pmMpms 
on  conics  and  »ome  of  tbc  Higher  plane  ctirvcs"  (Examplc  345).  Man  ver- 
gleiche auch  den  analytischen  Beweis  dieses  speciellcn  Falles,  welcher  durch 
centrale  rrojcction  vcrallgomeinert  werden  kann,  in  meiner  ,Notiz  &ber  die 
LemDiscate**  (Sitzangsberichte  a.  s.  w.)>  Band  LXXXIX,  Ste  Ablnlang,  Seite 
ItSt),  welch«  tdion  vi«le  dar  folgsndcB  Bcniltiit«  ia  mdcrer  Behandlnogs- 
wdie  «ntblU. 
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QrdDQDg,  and  dieser  Ponkt  Ist  dann,  da  die  leebs  Schiüttpiinkte  Yon 
Df^vaAC^  adum  alle  in  den  elf  aageieigten  Pankten  aofgeoom« 
men  sind,  der  feehste  Sebnit^onkt  von  2>'  mit  Cp\  Alio  geht  der 
dordi  HDDf  der  seelis  ?on         C  veracbiedenen  Sclinittpaakte  von 

Cf  und  c '  gebrachte  Kegelschnitt  T,*  aach  dorch  den  sechsten, 
und  liegen  die  sechs  von  Ay  B,  C  verBebiedeneii  Sehnittpnnkte  ?Ott 

und  C*,  die  Berührungspunkte  der  sechs  von  /'  an  C*  mög- 
lichen Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  Tp^.  Und  da  die  vier 
übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  vierter  Ordnung  auf  einer 
biradt!!  Hegen  müssen,  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  neaen 

Schnittpunkte  Ft'  nad  Pt"  von  Tp^  und  C"*,  welche  nicht  auf  Cp* 
liegen ,  Bicht  verschieden  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  neaen 

Schnittpunkte  F4  and  F4"  Ton  Dp*  und  welche  dies  ebenso 
wenig  tan. 

Der  Kurse  wegen  nenne  ich  die  Punkte  Pd'  nnd  P4"  die  ^tRest- 
doiqiMlpankte*',  die  Punkte  Pi'  nnd  F/'  die  Bestpnnkte**  und  die 
Gerade  dieser  Tier  Punkte  die  ,,Kcstgerade**  von  P  in  Besag  anrc* 

52.  „Die  Kcstgerade  von  F  in  Bezog  anf  C*  ist  die  Polgerade 
von  P  in  Benig  anf  C*,"^ 

Wir  heweisen  diesen  Sats  liei  den  Normalcarven  nad  denken 
ihn  naehher  mittelst  centraler  Projection  anf  den  aUgemeinen  einer 

Cune  ohuc  Mittelpunkt  übertragen.  Dabei  bebandeln  wir 
nach  einander  die  Normalcarven  erster  and  zweiter  Gattnng. 

Ist  (Fig.  21  nnd  Fig.  23)  F  der  gegebene  Punkt,  so  ist  nach 
Artikel  50.  der  Kegelschnitt  J^p^  dadurch  bestimmt,  dass  er  durch 
Ay  By  C  gehen  und  in  Bezog  auf  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC 
die  Polare  p  von  F  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  resp.  JJ  zur 
Pascal'schen  Linie  haben  muss.  Also  ist  Dp^  die  gleichseitige  Hy- 
perbel durch  C,  welche  1\  zum  Mittelpunkt  und  I\Jlx  und  P,  5,  zu 
Asymy»toten  hat.  Da  in  der  bekannten  Transformation  den  unend- 
lich fernen  Punkten  dieser  Hyperbel  die  Punkte  /?/  nnd  .S^/  ent- 
sprechen ,  so  entspricht  dieser  Hyperbel  die  Gerado  i^s  ent- 
sprechen also  die  Schnittpunkte  von  j>'  und  resp.  Ii  den  Punktin 
P/  and  Fd.   Da  nun  die  vier  Punkte        Piy  Fi\  Ft"  die  vier 


lo  den  „Notes  arni  gulutiurn  to  some  of  ihc  problems"  am  Enil«'  des 
engliichen  Wcrkchenü  macht  Roberts  die  Bcmerkun<;,  dass  der  Weyr'ache  Satz 
VOB  Dr.  Caaey  herrflhrt.  Wenn  dieser  Mathematiker  ihn  schon  in  1869  in 
im  »TkmiHulioiM  of  Üm  iriah  aeadci^y»  tolan»  14.  piaUidrt  hat,  ao  wird 
tor  8ats  also  der  Cas^icha  Sali  baiiaan  nlliMii.  Abar  ich  bin  nicht  in 
der  Lage  die  Altbandlug  dca  Iriieben  llatb«nuallcen  «t  raipflegen. 
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Sekoute:  ü^r  di«  Curven  vierter  Ordnung 


ScbnittpunktP  von  C*  mit  einer  Gerndni  sind,  so  entsprechen  den 
Pankten  Pt'  und  A"  die  neuen  Scbinttimnktß  von  resp.  H  mit 
dem  dnrrh  C  und  die  Schuittpuiikte  von  p'  und        resp.  /f 

gefübrltn  Kegelschnitte.  Aber  nach  Artikel  31.  sind  diese  neuen 
Schnittpunkte  die  Schnittpunkte  von  p  mit  A',  resp.  //  und  eutHpriH  hen 
also  die  Schnittpunkte  von  p  mit      resp.  //  den  Punkten  i't'  uinl 

Pt"  von  C*.     Da  nun  nach  Artikel  41,  du;  Verbindungslinie  der 

Punkte  von  r."*,  wolcho  den  nrrühninj2;sjuink(cii  vom  Wendesrbnitte 
mit  seinen  durch  frcliotidoii  TriU|i;enton  entsjjreclien,  die  Polgeriido 
von  P  ist,  ist  der  Satz  für  diü  Normalcureu  erster  Gattuug  be- 
wiesen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  legen  wir  dem  näinlii  hon 
Gedankengang  folgend  da«?  lliiuptgewicbt  auf  die  Anweisung  der  liuHs- 
mittel  zur  Umgebung  der  imaginiireu  Kreispunkte.  Es  ist  /V~  wie- 
der der  dun  h  C  gehende  Kreis,  welcher  in  .Bezug  auf  4iis  vua  »Im 
Kreispunkten  und  C  gebildete  eingeschriebene  Dreieck  die  Polare  p 
von  P  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  ff  znr  Pascarschen  Linie 
bat  Wir  beweisen  sogleich,  dass  dieser  Kreis  das  Spiegelbild  voii 
C  in  Bezug  aaf  p  znm  Ceatnun  hat.  Ist  nimUch  in  Fig.  46  (der 
Polarfignr  von  Fig.  34)  ABC  ein  in  IC  eingeschriebenes  Dreieck  und 
t  die  daroh  die  Schnittpiinkte  D  von  a  und  <l,  £  von  d  nnd  F 
von  c  vad  f  gehende  Pascal'sche  Linie,  so  werden  e  und  •  den 
Scbnittpnnkt  C*  von  d  and  «  harmonisch  trennen  von  f.  Und  sind 
nun  A  nnd  B  die  Kreispunkte,  wobei  e  die  nnendllch  ferne  Gerade 
nnd  K  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C*  ist,  so  trennen  «  nnd  die  unend- 
lich ferne  Gerade  den  Punkt  C  des  Kreises  harmonisch  vom  Mittel- 
pnnkte  C,  ist  also  da  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Kreis« 
tangente  des  Punktes  C  enthalt,  die  Mittelsenkrechte  von  der  Strecke 
CXf.  Diesem  Kreise  entspricht  nun  in  der  bekannten  Transformation 
die  Gerade  p'.  Es  entspricht  nämlich  diesem  Kreise  In  jeder  Trans- 
formation der  redproken  Radien  mit  C  als  Centrum  eine  Gerade, 

welche  zu  p  parallel  ist,  also  in  der  in  ihren  Wendeschnitt  Über- 
fahrenden Transformation  (Fig.  26),  welche  eine  um  die  imaginftre 
Achse  vom  Wendeschnitte  ^umgelegte  Transformation  der  reciproken 
Radien  mit  ^  als  Centrum  ist,  eine  zu  p*  parallele  Gorade.  Und 
dem  auf  der  Entfernung  4CPq  von  C  liegende  zweite  Schnittpunkt 
von  CPq  mit  dem  Kreise  entspricht  der  Punkt  P^'  von  p';  denn  nach 
Artikel  27.  hat  man  die  Relation 

4CPo'.C/»o*  — CP« 
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AlM  Mtapfeclieii  die  Sebnittpankte  von  und  H  den  Punkten 
und  Fi"  von  der  Nomudcorve  «weiter  Gattung.  Und  dann  ent» 
sprechen  weiter  nach  Artikel  31.  die  Sdioittpunkto  von  p  mit  ff  den 
Punkten  f)'  nnd  F^"  nnd  findet  man  eben  wie  oben,  dass  die  Ver- 
biadnogslinie  der  vier  Pnnkte  P/,  P/',  Fk\  Pi"  die  Polare  von  P 

in  Beng  auf  die  Nonnalcnrve  C*  zweiter  Gattnng  Ist. 

Nachdem  dor  Satz  nun  mittelst  centraler  Projection  auf  eine 

Carve  ohne  Mittelpunkt  ausgedehnt  ist,  kann  man  noch  bemerken, 
dass  der  Punkt  P  als  G^,»  m  kennzeichnen  ist,  wenn  man  P|'  nnd 
Pt'  als  Qt  aud      Fa  und  P4  als  Q3  nnd  betrachtet. 

53.  „Die  Pnnktepaare,  deren  Restepnnktenpaare  einander  zn 

den  vier  Schuittpuiikton  vou  C"*  mit  den  Geraden  ihrer  Ebene  er- 
gänzen, entsprechen  einander  in  der  bekannten  Transformation  von 

V*  und  A'.    Die  sechs  Punkte,  deren  Restpunktenpaare  die  zu  je 

zweien  genommenen  Combinationen  der  vier  Schnittpunkte  von 
mit  einer  Gerade  g  sind,  bilden  das  Polsextupel  von  g  in  Bezug  auf 

C\  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Bestgerade  durch  einen  gegebenen 

Pnakt  gehen,  ist  die  erste  Polare  Cp\  von  P  in  Bezog  anf  CV^ 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden. 

54.  „Der  Wendeschnitt  K  Ist  der  Ort  der  Pnnkte  deren  Rest- 

poiikte,  die  Curvo  C  *  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Doppelrcstpunktc 
ZQsammeufalleu." 

Liegt  P  auf  A%  so  fallen  die  Paukte,  welche  Pt'  und  Pt"  ent* 
iprecben,  als  die  Berührungspunkte  der  aus  P  an  A"  möglichen  Tan- 
genten zusammen,  und  tun  dies  also  auch  die  Punkte  Pt  und  Ft\ 
ütd  bei  den  Punkten  P4'  und  Pd'l  wird  Zusammenfallen  eintreten, 

wenn  der  P  entsprechende  Puulrt  F'  auf  A',  also  P  auf  liegt; 
dean  nach  dem  ersten  Teile  des  vorhergelienden  Satzes  tanacben 
Restpnnkte  nnd  Bestdoppelpunkte  ibre  Köllen,  wenn  man  P  durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  P'  ersetzt,  und  bedingt  das  Zusammen- 
fallen  der  Restpunkte  von  P'  also  jeues  der  Restdoppelpnnkte  von 
P.  Dieses  letzte  Resultat  ist  auch  hiermit  in  £inklang,  dass  der 
BerQhningskegelschnitt  eines  Punktes  Q  von  C  aus  der  Tangente 
von  K  im  entsprechenden  Punkte  nnd  ans  der  Tangente  q  von 
C*  in  Q  bestehen  mnss,  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  von  q  mit 

also  die  Bestpankte  vo  n<2  sind,  und  die  Restdoppclpunkte  von  Q 
nit  diesem  Pnnkte  zasammenfallen.^^) 


IS)  Et  wird  dlCMS  ZosanaiMilkUea  in  Artikel  M  nlher  bdflMbtet  weiden. 
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55.  Wenu     irgend  eine  Gerade  g  dorchläuft,  so  erzeugen  seine 

BestpQDkte  auf  6'^  eine  quadratische  Involutioii,  welehe  degenerirt 
weiio  f  eine  Tangente  Toa  £  itL** 

Die  Paare  voa  Kestpuiikten  der  Punkte  P  einer  Geraden  g  bil- 
den auf  tiue  Involution,  da  jeder  Punkt  vou  seinen  Pol  und 
darch  diesen  iuvolutorisch  den  ihn  zu  einem  Restpnnktenpaare  er- 

gftnzenden  Punkt  bestimmt;  ist  nämlich  Pt'  auf  C*  gegeben,  so  ist 
der  Pol  F  der  SchniUpimkt  voa  g  mit  der  Tangente  ?om  Weude- 
schaitte  Im  Punkte,  welcher  dem  gegebenen  Punkte  Pt*  von  C*  ent- 
spricht Uad  man  findet  leicht  einen  diese  Involntion  in  aasschnei- 
deaden  Bflsehel.  Denn  nach  Artikel  52  entsprechen  den  Bestpanktea 
iV  lad  F^"  Ton  P  (F^.  21  and  23)  die  Sehnittpvakte  yom  Wende- 
schnitte E  resp.  H  mit  der  Polgerade  p  von  P  in  Besag  auf  diesea 
Eegdschnitt,  schneiden  die  dnrch  den  Pol  O  von  f  gebenden  Pol- 
geraden p  der  Pankte  P  von  g  im  Wendesehnitte  also  die  Involatioa 
der  den  Bestpnnktenpaarea  entsprechende  Panktepaare  nad  der  die- 
sem StrahlenbQschel  entsprechende  Bflsehel  von  Kegelschnitten  dnrch 
ii,  A,  C  nnd  den  dem  Pole  G  von  g  entsprechenden  Pankt  O  ia 

C*  die  quadratische  Involution  der  Restpunktenpaare  aus. 

Ist  g  eine  Tangente  vom  Wondeschnitt,  so  liegt  G  auf  ihm,  re- 
ducirt  sich  die  Involution  der  entsprechenden  Pankte,  also  aneb 
jene  der  Paare  Restpnnkte,  indem  jedes  Paar  ans  einem  bestimmten 

Pankte  von  welcher  sich  unmittelbar  als  der  dem  Berikhmngs- 
punkte  von  G  mit  dem  Wendesehnitte  entsprechende  Punkt  eqjiebt, 

und  irgend  einem  anderen  Punkte  von'c^  besteht. 

56.  ,,Die  Polgerade  dea  Punktes  P  in  Bezug  acf  den  Kegel- 
schnitt Dp*  durch  C  and  die  Bestdoppelpunkte  fiUlt  mit  der 

Polgerade  von  P  in  Bezug  auf  zusammen.*^ 

Da  die  Polgerade  von  i'  in  Bezug  auf  C*  den  Kegelschnitt  Dp- 
in  den  Restdoppelpunkteu  Pd  und  Pd"  schneidet,  hat  mau  nur  zu 
beweisen,  dass  PP/  und  PPd"  diesen  Kegelschnitt  in  Pd'  und  P4'' 
berühren.   Wir  führen  diesen  Beweis  mittelst  der  Transformation, 

welche  6'^  in  ihren  Wendescbnitt  umbildet,  indem  wir  aeigen,  dass 
die  Kegelschnitte,  welche  den  Geraden  PP/  nnd  PPd"  entsprechen, 
von  der  dem  Kegelschnitte  Dp*  entsprechenden  Geraden  berührt 
werden,  und  betrachten  dabei  nach  einander  wieder  die  Normalcnrven 
erster  und  zweiter  Gattung. 

Bei  der  Normalcarve      erster  Gattung  beschränken  wir  nn^ 

/ 

I 
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iif  dtt  Fall  einer  Gnnre  C*,  teen  Weadeadiaitl  ebi  Kielt  tot,  «m 
■uh  Artikel  S3  die  AllgeiMiBheit  dee  Bew^  nicht  beelntriditigt. 
Iit  io  Flf.  47  der  Kr^  JTr  dtoier  Wendeedinitt,  tiid  die  Dmh- 

messer  /vi  uud  CB  die  Symmetrieachsen  von  und  ist  P  der  ge- 
gebene Packt,  so  entsprechen  nach  Artikel  49  den  Puukteü  J\  Pd\ 
Fi"  und  dem  Kegelschnitte  Dp*  die  PuukLü  P\  Pd^^  Pd"  und  die 
Gerade  Pi^'Pf'  der  Figur.  Also  muss  die  Gerade  Pd'' Pd-"  den 
Kegelschnitt  {A,  B^C^  P\Pd-')v[i  Pd-'  und  den  Kegelschnitt  [A,  B,  C7, 
P',  iV")  in  Pd  "  berühren.  Und  dies  ist  nach  dem  zweiten  Teile  des 
Satzes  von  Artikel  \  2  wirklich  der  Fall.  Denn  vou  diesen  Kegelschnitten^ 
welche  beide  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  ii&t  der  erste  dem  recht- 
wiükligeu  Dreieck  CP'Pd'\  der  zweite  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CP'Pd'"  amschricben,  and  Pd-' Pd'"  ist  ^enkrecbt  zu  der  gemeiuscbftft- 
licheu  Hypoteuuäü  dieser  beiden  Dreiecke. 

Bei  der  Normalcare  C*  itrelter  Getteng  haben  neeb  Artikel  53. 
die  den  Pnnkten  P,  P/,  entsprechenden  Pnnkte  P*^  P^iv 
üe  in  Fig.  4&  angegebene  Lege  in  Beng  nnf  einender»  nnd  ninie 
also  nnr  geieigt  «erden,  dnea  die  Kreite  dnrcb  P\ C,y^^ nnd  dnrcb 
P'  C.      die  Gerade  P^^*,  P'^  in  P*^  nnd  P#  bertthren.  Iit  nnn  Q 

der  Schnittpunkt  von  P' Pd'*  mit  cY  and  zu  P'^^  P4'  parallel,  iO 
ist,  da  P'Pä'  den  Wendeschnitt  H  in  P'd''  berührt, 

Zl  QC'/^V  —  ^  CQP'd.  =-  ^  P'eQ+^  C/'  Q 

od  dn  CP'  nnd  Clf  coiOngirte  Dnrchneeier  der  tfeiehaeitigea  Hy- 
fsbel  JSr  aind, 

also  dnrcb  Snbatttntlon 

äcpv  —    cfP'a  oder  ^  cpy  —  ^  cp'a 

d.  h.  der  Kreis  durch  P\  C,  P'ä'  berührt  P'd'P"d-  in  PV.  Und 
ebenso  beweist  mau,  dass  der  Kreis  durch  P',  C,  PV  die  Gerade 
P'd-P"d'  in  P'V  berührt, 

fin  obenatebende  Beweisführungen  nicht  mehr  zulässig  sind,  wenn 
die  Gende  P'^F^d'  den  Wendeschnitt  ni«sht  achneidet,  d.  h.  wenn 
P'  imterhatb  des  Wendeacbnitts  liegt»  ao  geben  wir  noch  einen  all- 
fBouinen  Yon  der  Lage  tob  P'  in  Beeng  nnf  den  Wendeschnitt  on- 
attlagigen  Beweia,  indem  wir  leigen,  daaa  die  Keg^chnitte  des 
Baacfaflle  mit  den  Baaiapankten  A,  B,  C,  P'  (Fig.  49)  die  Polare  p' 
TOB  P'  in  Beng  anf  den  Wendeschnitt  K  in  einer  InYolnUon  von 
in  Beiog  anf  K  in  einander  coi^ngirten  PnnktqMaren  schneiden. 
Und  dies  iat  unmittelbar  bierana  an  entnehmen,  daia  jeder  Kegel- 
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'  tehaitt  doreli  A,  B,  c,  P'  dem  Poldreieck  ABC  toü  Jr«aidirielMB 
ift  und  er  also  die  Polare  p  von  P'  in  Beiag  aof  ^'ia  awei  PaaklM 
MaeSden  wird,  welche  mit  P*  ein  Po1dreie<^  tob  JT  bOden  aad 
also  ia  Betag  auf  A'  za  einander  conjugirt  sind.  Also  werden  die 
baSdea  Xiageisoiiaitte  darch  A,  B,  C,  P\  weiche  p*  berahrea,  dies 
aaf  K  tan ,  d.  h.  die  (Geraden  darch  P,  welche  Dp^  berflhren ,  be- 
rühren diesen  Kegelschnitt  auf  C*^  in  den  Pnokten  Pd'  und  Ps". 

67,  J>ie  Polgerade  des  Panktea  P  in  Besag  aaf  dea  Kegel- 
flchaitt  7>*  der  BerOhrnngapankte  ?oa  den  aas  P  aa  mOgliebeB 

Tangenten  fällt  |mit  der  Polgeradeu  von  1'  in  Bezug  aul  C*  zusam- 
men, d.  h.  indem  der  Bcrubrungskegelschnitt  jTp*  in  C*  die  Berüh- 
rungspunkte der  aus  P  m  C*  möglichen  Tangenten  einichneideti 
schneidet  nmgekcbrt  auch  C*  ia  Tp*  die  Berfthraagspankte  von 
dea  «OS  P  an  Tp*  mdgUchea  Tangentea  ein  aad  bildelalso  die  Com- 

biaation  voa  V*  aiit  T,^  eiae  sasaramangesetzte  Canre  aechster 
Ordnnag  mit  aoht  voa  A^  B,  C  verschiedeaea  Doppelpaaktea«  deiea 
jeder  eiae  der  beiden  Doppeipnaktstangeatea  darch  P  seadef 

Dieser  Satz  ,   welcher  einer   merkwürdigen  Wechselbeziehung 

der  Curven  C  *  und  J'p^  in  Bezug  aaf  den  Punkt  P  Ausdruck  giebt, 
ist  in  Verbindung  mit  ciaem  Paare  von  einfachen  S&tsea  der  Poia- 
reatbeorie  eine  Folge  des  ? orbetgehendea  Satses. 

Der  erste  dieser  Iliilfssätze  sagt  ans,  dass  dio  Palgeradeu  eines 
Punktes  J'  m  Bezug  auf  die  Curveu  eines  Büschels  einen  Strahlen- 
bflsche!  bilden''')  und  deshalb  zusaminenfalleu,  wenn  die  Ptil|j;('iadt'n 
von  /'  in  Bezug  aut  /.wci  verschiedene  Curven  des  BüscLlIs  dies  tun 
Und  der  zweite  Ilulfssatz  behu.uptet,  dass  die  drei  Polgeradeii  vlui 
P  in  Bezii^'  aul  drei  Lurvcu,  von  welchen  eine  aus  der  CoiuLmaüuu 
der  beiden  anderen  besteht,  in  eine  Gerade  zusammenfallen  werdeo, 
wenn  zwei  von  ihnen  es  tuu:  welcher  Satz  uumittelbar  aus  der  De- 
finition der  Pülgeradcu^'}  abzuleiten  ist. 

Nau  geboren  nach  Artikel  52 ,  weaa  p  die  Polare  von  P  in  Be- 
sag aaf  andeatet,  die  drei  Carven  vierter  Ordaaag  6'^  €p*+pt 
V+V  einem  Bftschel  aa.   Nach  dem  sweitea  HlUfsaatae  hat 


IS)  Cnnona»  tu  m*  0.,  Art  81»  LebrMH  7. 
so)  MitteUt  der  Dcfiaitien 


Mao  fMgldebe  CrwuoDa,  «.  i.  0^  Art.  11. 
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Cf^^P      Gerade  p  tm  Polgerade  von  P;  ee  htJbea  also  die  Corren 

t*  uud  Cp^-\-p  iu  Bezug  auf  2'  dii'  iiamiiche  Polgerade,  und  es  ist 
deshalb  uacb  dem  ersten  ilülfssatze  p  ebenfalls  die  Polgerade  von  F 
in  Bezug  auf  Dp*-\-  7>-.  Aber  da  p  nach  -^Irtikel  53.  die  Polgcrade 
Tan  FiB  Beeng  auf  Of*  ist,  so  ist  p  nach  dem  zweiten  HtUfssatxe 
«beablla  die  Polgerade  von  F  ia  Besag  auf  des  Berflliningslcegel- 
lehaitt  7,**^) 

58.  „Der  Berahnuigakegelschuitt  aeriUU  in  twei  Oende, 
wenn  P  auf  C*'  oder  anf  dorn  Wendeschnitte  JT  dfoier  Oorre  liogl; 
bei  allen  anderen  Lagen  von  P  ist  Tp*  nicht  snaannieRgeeetit** 

Ist  der  gogebinie  Tunkt  eiu  Punkt  Q  von  t'*,  so  besteht  T^* 

nach  dem  Weyr'scheo  Satze  aus  der  Tangoote  q  von~C*  in  Q  und 
der  Tanirent^»  q'  von  A'  im  entsprechenden  Punkte  Q\  Ist  der  ge- 
gcbene^Puukt  eiu  Puukt  Q'  von  K,  so  fallen  seine  Kestpankte  nach 

Artikel  54.  im  cntsprccbenden  Puukt  Q  von  zusammen;  deshalb 
ist  nach  dem  vorhergebenden  Satze  Q  der  gemeinschaftliche  Be- 
rthrengspunkt  der  zwei  von  Q'  an  Tg-^  möglichen,  hier  mit  Q*  Q 
mammenfaHenden  Tangenten,  uud  hat  7',  '  in  Q  einen  Doppelpunkt, 
to  besteht  "J^*  also  aas  zwei  Geraden  durch  Q.    ileben  den  dorcb 

iiynd  einMi  Pnakt  Ü  Ton  0*  mAgUciuin  .TaasenlOD  m  JT,  welche 

jsde  Ar  sich  "c^  in  vier  Pnnkten  mit  doieb  einen  Pnnkt  von  C* 
gebenden  Tangenten  sclineiden,  kann  man  deiiudb  durch  diesen  Punkt 
aocfa  xwei  Gerade,  die  zusammenlaUeiiden  Teiie  von        so  ziehen, 

diBB  jede  TOD  diesen  nasser  Q  noch  in  drei  PnaJUen  mit  durah 
enen  Pnnkt,  den  entsprechenden  Punkt  Q'  von  iC,  gehenden  Tnn- 
grntsn  schneidet.") 

Bei  allen  anderen  Lagen  von  P  ist  Tp  *  ein  uicbt  zerfallender 
K^ülichnitt.  Denn,  da  die  Berührungspunkte  vou  den  Tangenten 
ans  P  an  'ly  auf  der  Polgeraden  p  von  F  in  Bezug  auf  C*  liegeu, 
Bo  können  diese  Tangenten  nur  dann  zusammeufallen,  entweder  wenn 
pdsreh  P  geht,  d.  h  auf  C*  liegt,  oder  die  Bestpunkte  von  P 
zosammenfalleo,  d.  h.  auf  iC  üegL  Und  nur  wenn  die  Tangenten 
m  F  M  Tp*  snsaaunenfiUen,  kann  2p*  entarten. 

Aus  obeasteheoden  Betrsohtnngen  folgt  mm  noeh,  dnst  die  hsl- 
Gsnden,  welche  dun  Berthrnngskegelschnitt  2V«*  eines  Punhiss 


i\)  Einen  analytischen  B«weii  dieses  Satzes  entnimort  maa  Moht  M»  awlesr 

«Notiz  Ober  die  Lemniscate  (a.  a.  O. ;  Seite  1257). 

as)  £•  «giosi  dietM  Betultal  dm  wnvtu  Teil  dea  SaiHS  von  Art.  S4. 
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Q'  von  Ä'  bildeu,  durch  Q  gehen  und  Q'  harmoniscb  trennen  vob 
der  Tangi'utc  q  von  C*  in  Q.  Später  wird  die  Lage  dieser  beiden 
Geraden  näher  angewiesen  werden.'^) 

69.  „Wenn  der  Kegelicfanitt  Df^  von  P  durch  Q  fehl,  so  gebt 
umgekehrt  der  Kegelschnitt  Df  von  Q  dnrch  P,  d.  h.  der  Ort  der 
Punkte  deren  Kegelschnitte  durch  P  gehen,  ist  der  Kegelschnitt 
D,^  von 

Wenn  die  Polgeradc  p'  von  P'  in  Ikzug  anf  den  WendeBcbnitt 
A'  durch  Q'  geht,  so  geht  uiugekelirt  die  Poigeiade  von  Q'  in 
Bezuö:  auf  Ä' durch  /").  Dieser  bekauute  Satz  gelit  mittelst  der  be- 
kHiiiiti  u  Trausioroialion  iu  den  Satz  dieses  Artikels  über,  da  nach 
Artikel  53.  deu  Polgeraden  p'  und  q'  vuti  P'  und  Q'  in  Bexng  anf 
K  die  Kegelschnitte  i^p^  und  D^^  von  r  und  entsprechen. 

60.  JÜü»  Tier  Schnittpunkte  von  &  mit  einer  Geraden  sind 
von  einander  unabhAngig.'* 

Die  AbhängiK^eit  zweier  Gnii^j  eii  von  vier  Punkten  von  ein- 
ander kann  bekanntlich  ntir  darin  bestehen,  dass  beide  Gruppeu  das 
n&miiche  Doppelverhäitniss  zeiguu.    Dies  aber  trifft  bei  deu  Curven 

C**  nicht  zn.   Denn  die  Voraussetzung,  dass  irgend  zwei  in  einem 

Punkte  P  von  C*  einen  unendlidi  kleinen  Winkel  mit  einender 

hildende  Gemde  "c^  nach  gleichen  DoppelverhAltnisse  schneidett« 

wttrde  unndttelbar  bedingen,  dass  Jede  Gerade  durch  Fdie  ausser 
P  in  drei  Punkten  mit  dnrch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  triUe. 
'Wae  nach  ArtHnl  nur  hei  swei  durch  P  gehenden  Genden  der 
Fül  sein  kann. 

Aus  dem  Satze  dieses  Artikels  geht  hervor,  dass  die  Bedingung 

welche  aussagt,  dass  eine  irgend  eine  Gerade  in  vier  gegebenen 
Punkten  schneidet,  vier  einfachen  Bedingungen  aequivalent  ist  Nun 
ist  ein  Kegelschnitt  A'  von  welchem  ein  Poldreieck  ABC  vorliegt, 
dnrch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt}  also  kaaa  mau  zur  Bestimnaung 

einer  mit  gegebenen  Inflexionsknoten  anch  swei  Punkte  willkar- 
lieh  annehmen.  Da  weiter  Unbekanntheit  mit  der  Lage  tou  Jedem 
der  drei  Inflexionsknoten  der  die  Zahl  der  willkflrilch  aanehm- 
baren  Punkte  um  swei  steigert,  kann  man  aur  Bestinunuug  einer 

C*'  im  allgemeinen  acht  Punkte  wilUcUfüch  wihlen.  Also  geln  dunsh 
vier  beliebig  auf  einer  Gerade  g  angenommene  Punkte  eine  vierlkeh 

unendliche  Anzahl  von  Curven  C^. 


18)  Ifaii  v«igleich«  Artikel  67. 
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61,  „Wenn  der  BortihrnngskegelschDitt  Tp-  von  P  durch  Q 
geht,  80  geht  am  gekehrt  der  BerühruDgskegelschnitt  T','  von  Q  durch 
jP,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte  Q,  deren  Borührnngakegelschüitte  durch 
fgehcQ,  ist  der  Berührangskegelschuitt  Tp^^  vou  /V* 

B0lnMfct0B  wir  nodiiDals  die  cM  Giinreii  C«,  C^H?» 
IM  irtikfil  57. ,  welche  eiaem  BSmInI  v«b  Ciir?ea  vierter  Onbiiuv 
ttgebötea  imd  beiddineii  wir  die  Seliiiittpiuikteiiqiiadnipel  cUeaer 
Cinei  mit  itgend  tfner  Gendeii  ^,  welche  den  Punkt  P  entbilt^ 
vonof  C/,  |>,  IV»  beäehen,  dtireh  <2iQs<4<^f  ^^-^ 

oid  i>iDb  and  T,  7^«  so  wie  sich  leigen  Iftsst,  das  Qaadmpel 
Z),  D,  und  T|  in  der  von  den  beiden  anderen  Quadrupeln  auf  g 
bMtimmten  biquadntischen  Involution  dadurch  gekennzeichnet,  daae 
es  sich  in  zwei  von  J'  nnd  8  harmonisch  getrennte  Paare  Z), 
uid  T]  r,  zerlegen  l&sst  Entens  kommt  ihm  nach  den  Artikeln  &6. 
und  57.  diese  ^Ugenschaft  zu.  Zweitens  beweisen  wir  wie  folgt,  dass 
es  in  der  angegebenen  Involotion  das  einzige  Quadrupel  ist,  welches 
diese  Eigenschaft  besitzt  Ist  T'j  i/,  irgend  ein  Quadrupel  der 
Torliegc'uden  Involution,  und  trennen  F,  l\  die  Punkte  dieses 
Quadrupels  harmoniflch  von  P  und  8,  so  bilden  die  verschiede ucu 
Quadrupel  i',  r,  l\  I welche  den  Quadrupeln  J/,  fj,  rr^  jr^  cntspre- 
cbeo,  otleabar  eine  neue  Involution,  welche  mit  der  gegebenen  pro- 
jecüvisch  ist    Wenn  nun  die  Involution   IJ^  L\  zwei  in  zwei 

von  P  und  harmonisch  getrennte  Paare  zerlegbare  Quadrupel 
beiAsse,  so  wOrden  die  Involutionen  U^U^  und  Kj  4  a^s 

den  nämlichen  Gruppen  bostehon,  jede  Gruppe  der  Involution 
Fj  F,  Fj  F4,  also  anch  eine  Gruppe  der  Involution  Uj  </,  L\  smn.  Und 
dies  fthrt  mm  Irrschlusse,  dass  die  Involution  zwei  durch  S  gehende 
Gruppen  zulässt,  die  Gruppe  K^R^R^  und  ^S,  und  die  Gruppe  der 
vier  Paokte,  welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen  von  P  und 
6.  Deshalb  kaun  die  von  dou  Quadrupeln  Qj  Qj,  (2i,  Äj/ij/üj  uuJ 
S  beätimmte  Involution  keine  zwei  Gruppen  besitzeu,  welche  sich  iu 
zwei  von  P  und  8  harmonisch  getrennte  Paaro  zerlegen  lassen. 

BetndHeB  wir  m  wdter  die  vierfMh  nnendHdw  Amaki  der 

^Bcb  Q^^<4Q4  gebMdn  Onua  so  erlMllt  ans  den  vorkir- 
gehendea,  data  die  in  Besag  anf  diese  Gurren  genommenen  sonn« 

mengesetiteB  Cunren  V  ^  ^  Gemde  g  iimtlicli  in 
den  Pnnkteptaren  D^D^  luid  T^T^  Mhneiden.  Aber  dabei  fragt  ea 
lieh,  ob  immer  das  Paar.  />]  auf  dem  Teile  wie  das  Paar 
aof  dem  Teile  7*^'  liege.  Und  hierauf  muss  die  Antwort  entschieden  ver- 
leiiend  lauten.  Da  nämlich  die  Paare  und  T,  in  Bezug  anf 
die<)udnipel  Qi^^Q«!  ä,/?,/?,  und  &  eine  ganz  gleiche  Bedeutung 
kikea,  werden  die  Punkte  I>x^%  nap.  7^7*1  bai  der  einen  HAIfte 
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der  vierfach  nncndlichea  Anzahl  von  Curvcn  C    durch  Q,  Q3 
aof  der  euUprechcndon  Carve  Dp^^  resp.  7*;,^  bei  der  andereo  Ilälfto 

anf  Tp*,  rc8p.  Dp-  zu  tindeu  sein.  Neuut  man  uuu  zwei  Curveu  C* 
durch  die  Punkte  Q]QtQ3Q4  von  «j  m  Bezug  auf  dcu  Punkt/* von ^ 
gleichartig  oder  ungleichartig,  jeuachdcm  von  den  zwei  Paaren  von 
Kogolschuittcn  Dp^  und  r^;^  die  gleielmainigeu  oder  dio  uiicjlrich- 
namigen  durch  die  uämlicbeu  Punkte  von  q  gehen,  so  teilt  dieses 
Verhalten  die  Coirea  durch 

Ott   Ol*  Qs.  0« 

80  in  zwei  Gruppen,  dass  zwei  dieser  Curven  in  Bezug  auf  P  gleich- 
artig oder  ungleichartig  sind,  jcnachdcm  sie  zur  nämlichen  Gruppo 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  geboren.  Offenbar  wird,  was  hier 
für  den  Punkt  /'  der  Oeraden  g  gefunden  ist,  auch  allgemein  f&r 
irgend  einen  Punkt  von  g  gelten.  Dabei  fragt  es  sich  aber,  ob  die 
Teilung  der  Corvcn  C*  durch  QiQfQsQt  in  zwei  Gruppen  vun  der 
Lage  des  Punktes  P  auf  g  abhängt  oder  nicht*,  aber  diese  ITage 
nird  im  folgenden  Artikel  beantwortet  werden. 

Wann  idi  mich  jetst  zam  Satze  dieses  Artikels  wende,  so  setze 
Idi  Tonuifl,  dMS  der  BerOhnrngskegelschnitt  von  P  in  Bezog 
anf  die  gegebene  Corre  C*  dnreh  Q  geht  und  die  Verbindungslinie 
g  der  Pnnkfte  P  nnd  Q  die  in  den  Punkten  QiQ»^s^  schneidet. 
Nach  den  Torkergebenden  Entwiekelnngen  ist  Q  dann  ein  Pnnkt  des 

Kcgelßciinittes  Dp"^  von  I' in  IJcztig  auf  eine  iiudere  Cur\  e  C*,  durch 
^i»Qfi^!*^4i  welche  mittelst  eiücs  ludexea  unterbchiedeue  Lurve  mau 
noch  aus  einer  vierfach  unendlichen  Anzahl  wählen  kann.  Aber 
dann  geht  nach  Artikel  56.  umgekehrt  der  Kegelschnitt  Dq^  vuu  U  iu 

Bezug  auf  C*i  durch  P.  Und  da  diu  Curven  C*  und  C*^  für  irgend 
©inen  Punkt  von  g  das  nämliche  Quadrupel  i>,  i>,  und  T,  r»  liefern, 
liegt  F  auf  der  aus  den  Kegelschnitten  Dg^  und  Tq^  von  Q  m  Bezug 

anf  C*  zusammengesetzten  Cnrve  vierter  Ordnung,  also  entweder  auf 

Df  von  Q  in  Beiug  auf       oder  auf  Tf  von  Q  in  Bezug  anf 

C**  Aker  auf  D,^  von  a  in  Bezug  auf      kann  P  niekl  Hegen, 

dem  Q  li^  nkkt  anf       von  P  In  Bezug  auf  €*.  Also  liegt  P 

auf  dem  Berührungskegelschnitte  T,'  von  Q  in  Bezug  auf  und 
ist  der  Satz  dieses  Artikels  bewiesen. 

62.  „Die  Teilung  der  Curven  C*  durch  die  vier  Punkte 
QiQbQ^Qa        Geraden  g  in  zwei  Gruppen  nach  dem  Verhalten 


M)  lir  siM  analylisch«  Bflwsk  vaqiMehs  umi  asins  »Ifalh  tlMr  dis 
TisaniMsle*  <a.         fleiis  im)» 
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der  Scbnittpankte  von  g  mit  den  in  Bezog  auf  ihnen  genommenen 
K«gelscbDitten  and  T,.-  von  dem  Punkte  P  ?on  ^  iet  von  der 
iMfp  im  F  w£  g  unabhängig.'^ 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  erst,  dais  die  Punkte  P 

TOD  g  sich  in  Bezug  auf  eine  bestiininLu  Curvc  C*  durch  Q, 
in  zwei  Systemen  ordnen.   Nennen  wir  uämlich  der  Kürze  wegen 
die  Scbuittpunkte  vou  <j  mit  der  Curve  Dp^  irgend  eines  Puuktes  P 
k  Bezug  auf      die  /^-Punkte  von  PPta  C*  und  stellen  wir  mittelst 
der  Schreibweise 

Z)_i,  P,  i>„      i)g  ... 

eine  von  P  aus  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reibe 
TOD  Funkten  der  Geraden  g  auf,  von  wclcheu  jeder  die  ihn  in  der 

Reihe  an  heiden  Seiteu  umscblicssenden  Punkte  in  Bezug  auf  C* 

zü  D-Punkten  hat.  so  ist  es  klar,  dass  die  Fortsetzung  der  Reihe 
Da^  Ii  beiden  Seiten  immer  neue  Puukte  von  g  erzeugen  wird,  bis  sich 
die  Reibe  an  jedem  der  beiden  Enden  mittelst  einer  der  vier  Funkte 
Ol  Qs abschliesst.    Denn,  da  alle  Kegeischuitto  Up'^  von  den 

Pukten  P  in  Bezug  auf  C*  durch  die  ludexionslukoten  von  6'^ 
geben,  die  Gerade  g  aber  —  da  sie  keinen  Inflexionspnnkt  von 
müaü  ^  nicht  ein  Teil  irgend  einea  serfiülenden  KegelAshnittes 

Df*  Min  kann,  so  hat  kein  Punkt  P  von  g  in  Bezüg  auf  Tf^  drei 
anf^  tiegende  D-Punkte,  waa  eintreten  wOtde,  wenn  die  Fortsetsung 
der  Beibe  in  einer  der  beiden  Richtungen  anf  irgend  ein  schon  nie- 
deigcschriebenes  Glied  zurückführte,  bevor  man  den  Endpunkt  Q 
eneicht  hätte.!  Und  die  Reihe  schliesst  sich  jederzeit  in  einem 
Punkte  Q,  da  unter  den  beiden  i^-Pnnktea  einea  Punktet  Q  ?on 
C*  dieaer  Punkt  aelbat  vorkommt  Aber  dann  muaa  ea  auch  awei 
solche  Beihen  von  Pnnkten  P  anf  ^  geben,  da  vier  Endpunkte  C^, 
4»  Ol,  Qi  vorliegen. 

Nach  dieaer  Vorbereitung  ist  ea  nicht  achwierig  mehr  ni  aeigei, 
daaa  Irgend  etae  andere  Curve  C^^  durch  Qi,  afckin  Bo- 

ng anf  die  Punkte  einer  nftmUchen  Bdhe  zu      aui  gleiche  Weiae 

mfaält.  Sind  nämlich  erstens  C*  und  C^*  in  Bezug  anf  irgend  einen 
Poakt  Dn  von  einer  der  beiden  Reihen  gleichartig,  so  gehen  die 
Ke^lschnitte  Dp*  von  n,,  in  Bezug  auf  C*  und  C\*  durch  den  fol- 
genden Punkt  der  Reihe  Dn^i',  also  gehen  umgekehrt  nach  Artikel 
59.  die  Kegelschnitte  Dp*  von  Dh+i  in  Bezug  auf  c*  und  Ci*  durch 
Dm  nnd  sind  deshalb  die  Gnrven  und  Ci*  in  Beaug  auf  J>n^i 
auch  giciGhartig.  Sind  siraitena      md  c^^  in  Beang  auf  Ai  » 
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gleichartig,  so  geht  der  Kogelschnitt  Dp*  von  Dn  in  Bezug  aaf  C* 

aod  der  Kegelschnitt  Tp^  von  />«  in  Bezug  auf  6',^  durch  Dn-^i 
und  also  umgekehrt  nach  Artikel  59.  der  Kegelschnitt  Dp^  vou  /)„^.i 

in  Bezug  auf  C*    und   nach  dem   Artikel  61.   der  Kegelschnitt 

voBi  Du^i  in  Besng    auf  C^*  durch  D»;  d.  h.  es  sind  die 

Gwven  C  und  C^*  in  Bezug  auf  Dn+i  ebenfidls  tmgieichartig.  Also 
Iftsst  sich  mittelst  des  bekaoDten  Scblonet  fon  n  auf  «+1  oben* 
atelM«dtt  Beluniptiiiig  bewelBeii. 

Aber  in  Bezug  auf  die  gegebene  Curve  C*  lassen  sich  die 
Punkte  F  von  g  noch  auf  eine  zweite  Weise  in  zwei  Systemen 
ordnen.   Nennen  wir  nämlich  die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Curve 

Tp*  irgend  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  C*  die  r-Ponkte  vou  F 

tta  C\  80  kioo  man  ebenso  mittelst  der  Schreibwelio 

•  •  •         2**t|  Tm-in  Ff  Tgf       2j  • .  • 

eine  von  I'  ans  nach  beiden  Stuten  hin  unendlich  fortlaufende  Reihe 
von  Punkten  aufstellcü,  von  welchen  jeder  die  ihn  iu  der  Reihe  be- 

grensenden  Punkte  in  Bezug  auf  C*  zu  7  ruakieii  hat  Und  auch 
hier  liefert  eine  Fortsetzung  der  Beihe  immer  wieder  neue  Punkte,  bis 
Rieh  die  Reihe  in  zwei  der  Punkte  Q„  Q«,  Q3,  Q4  abachliesst.  Denn, 
da  uur  die  Kegelschnitte  r,^ ^  von  den  Sehniiti)uükLeii  U'  von  g  mit 
dem  Wendeschnittü  in  Gcradea  zerfallen,  und  diese  Geraden  durch 

die  entsprechenden  Punkte  Q  von  C*  gehen,  so  ist  g  kein  Teil  eines 
zerfallenden  Kegelschnittes  7'*  von  einem  Punkte  P  auf      hat  also 

kein  Pttnkt  vou  g  in  Bezug  auf  C*  mehr  als  zwei  'A Punkte,  und  wird 
man  deshalb  bei  Fortsetzung  der  Kcihc  bis  zum  Schlüsse  immer  neue 
Punkte  finden.  Uud  hei  Fortsetzung  der  Reihe  nach  irgend  einer 
Seite  wird  mau  einen  Schlusspunkt  erreicht  haben,  wenn  der  Kcgel- 
schnitt  Tp*  die  Gerade  g  berührt.  Aber  dann  ist  der  ßerührungs- 
pankt  nach  Artikel  57.  immer  einer  der  vier  Paukte  Q,  weshalb  es 
auf  g  iu  Bezug  auf  6'*  wieder  zwei  Reihen  von  Punkten  T  geben 
moss,  da  vier  Punkte  Q  vorliegen.  Und  ebenso  wie  oben  zeigt  man 
Mch  bier,  daii  iigend  eine  andere  Cvre  c«  durch  Q^^  Q§i  Qbi  <k 
sich  m  Benif  auf  die  Paukte  einer  nimllehea  Beihe  sn  anf 
lleieha  Weiia  vwhilt 

Ist  die  Einteilung  der  Curven      durch  Q^,  Q^,  Qg,       in  mit 

gleichartige  and  mit  C*  ungleichartige  für  alle  Pankto  von 
Iigend  einer  Reihe  die  nämliche,  so  ist  jetzt  nur  noch  zu  entschei- 
ta,  ob  me  mit  der  Beihe  sich)  Ändert  oder  nicht  Dato  heweiseii 
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wir  eio&ch«  dass  die  Voraasseteaag,  die  Ersetzung  von  der  dfiflm 
Reibe  von  B-Panklea  darch  die  andere  Andere  die  Einteiloiig^  an» 
teilbar  iaL 

Siad  Dii-i,  Ai,  iVfi  drei  auf  einander  folgende  Glieder  einer 
der  bdden  Beilien  nnd  also  Di»-i  and  D^^i  die  i>-PnnlKte  von  D» 
in  Besag  aaf  die  mit  gleichartigen  Carvea  and  die  7-Pankte 
Ten  1?^  in  Berng  aaf  die  mit  V*  nngteiehartigen  Gnr?en  q\  «o  er- 
teilen wir  Dn  eine  nneadficb  Ueine  Bewegung  auf  wobei  natttriiish 
die  PanJite  Dm^i  nnd  Dm^i  sich  nach  Aber  unendlich  Ueine  Strecken 
von  g  bewegen.  £s  fragt  sich  nnn,  ob  diese  drei  neuen  PunktOi  die 

als  D'n-i,  Dh\  />'n4-i  zu  bezeichnen  sind,  in  Bexng  auf  die  ndt  C* 
gleicbartigen  Curven  wieder  einer  der  beiden  D^Beilien  ange- 
hören werden.  Und  aaf  diese  Frage  mnss  die  Antwort  im  allge- 
sMiaen  b€|}ahead  lauten.  Denn,  wenn  Z)»  seine  Lage  auf  g  unend- 
lich wenig  ändert,  so  werden  die  Kegelschnitte      von  Dn  in  Besag 

auf  die  mit  C*  glcicbartigeu  Curvon  C\*  und  die  Kegelschnitte  1* 

von  Dh  in  Bezug  auf  die  mit  C*  ungleichartigen  Cnrven  C',*  ihre 
Lage  ( 1)1  nfaiis  unendlich  wenig  änderen,  müssen  also  die  /^-Punkte 

vüD  D^'  m  Bezug  auf  die  mit  C*  gleichartigen  Curven  C\*  nnd  die 

J<Puakte  von  J^m'  in  Beang  auf  die  mit      ungleichartigen  Curven 

C^*  in  unmittelbarer  Nahe  Ton  Ai-i  »und        au  finden  sein,  und 

wird  man  also  genötigt  die  Punkte  JD'm^i,  ^»  i  ^'«H-i  ^  ^  ^  ^'^ 
gleicbartigen  Curven  unter  eine  Reihe  i>-Pnnkte  zu  bringen«  wenn 
aicbtzufftlligerWeise  die  r-Punkte  vouDh'  in  Bezog  auf  die  erate  Gruppe 
^Curven     und  die  />«Punkte  von  7^'  in  Bezog  aa^  die  zweite  Gruppe 

Von  Curven  C\*  ebenfalls  J^h^i  und  J^h^ i  uueudlich  uaho  liegen.  Aber 
es  tritt  dieses  im  allgemeinen  nicht  ein.    Fiele  nämlich  in  Bezug 

aaf  irgend  eine  derCurveu  t  /  einer  der  Z>-Punkto'von  einem  nicht  mit 
einem  der  \iLr  Punkte  Q,,  Q^y  Q^,  zusainineu  getretenen  Paukte 
/>H  von  g  mit  einem  der  r-Punktu  von  diesoin  Punkte  zasam- 
MiGü,  80  Würde  aus  der  in  den  Artikeln  56.  uud  57.  angezeigten 
bannoüiicheii  La^e  vua  den  /.i-PuukteLi  uud  den  /"-Punkten  mit,  !)n 
and  dem  Schnittpunkte  »S  von  y  mit  der  Pulgüradea  vou  iJn  in  Bezug  auf 
f,*  folgen  ,  dass  der  andere  />- Punkt  von  Dn  mit  dem  anderen  T- 
Punkte  voü  i^»  zuä.uiimenfallcn  müsste,  und  hieraus  wieder,  dass  dio 
ganze  />-Reihe  des  Punktes  Z>w  mit  der  T-Reihe  von  Dn  identisch 
wäre.  Lad  dies  ist  nicht  der  Fall;  denn  ist  einer  der  Endpunkte, 
so  fällt  der  von  verschiedene  i>-Puukt  von  Qi  im  aiigemeinen 
uicht  mit  dem  vou  verschiedenen  j^-Puid<t  von  Qi  zusammen. 
Aber  selbst,  wenn  dies  so  wäre,  so  wflrde  für  jeden  Punkt  der  Reihe 
der  Unterschied  zwischen  />  Punkten  und  r-Punkten  aufgehül)cii, 
iber  kciuu  Büschwcrdc  gugeu  diu  Aufnahme  von  D'^-if  Dn\  M>  n^-i 
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in  eine  Reihe  von  D-Pnnlcten  berbeigeflllirt  sein.  Nnr  wenn  1>» 
mit  einem  der  vier  Punkte  Q  zoiammenftllt,  Allt  einer  der  Z>- 
Poolcte  von  D»  mit  einem  der  T-Pnnirto  von  1>»  in  nisnmmen, 
ohne  daoB  der  zweite  D^Pnnkt  mit  dem  zweiten  2*-Pnnkte  inseamen- 
fallen  mnss. 

Ist  non  bcwiüsou,  dass  zw  i  unmittelbar  an  eiuauder  greu^eude 
Punkte  Dh  und  D»  von  g  der  nämlichen  Reihe  angehören,  so  tuUrt 
eine  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  zum  Schiuüs,  diiis  alle 
Punkte  von  g  der  iiainlichen  Reilic  an^ji  hören.  Lud  dieses  ist  ollcu- 
bar  uicbt  der  l  all.  Wir  iiiüsseu  daher  auucbmen,  dass  zwei  ein- 
ander auendlich  nahe  liegcudo  Punkte  />m  uod  Dh  vorschiedenen 
Reihen  tngehöreo  köuueo,  obgleich  sio  sieh  in  Bezug  auf  die  Ein- 
teilnng  der  Gorven  auf  gleiehe  Weise  verhalten.  Woram  dann 
endlich  folgt,  dass  die  Einteilung  der  Curven  C^*  ganz  OQabh&ngig 
ist  von  der  Lage  des  Ausgangspuaktes     auf  g. 

63.  „Die  Geraden  paare ,  welche  die  zerfallenden  Bcrübranga- 
kegelachaitte  T^  *  der  Punkte  (2*  vom  Weudeschoitto  K  bilden,  am» 
hüllen  eine  Curve  vierter  Claase,  welche  in  zwei  KegeUchoitte  zer- 
faiien  mnss.'* 

Durch  irgend  einen  Punkt  [P  gehen  vier  Gerade,  welche  zor- 
fallenden  Berabrungskegelschnitten  von  Punkten  Q'  von  K  ange- 
hören, denn  der  BerOhrangskegelschnitt  7>*  von  P  schneidet  K  in 
vier  Punkten  Q*»  deren  BerQhrongskegelsehnitte  nach  Artikel  61. 
dnrcb  P  gehen;  ^so  ist  die  gesnchte  £nveloppo  von  der  vierten 
Classe.  Aber  diese  Enveloppe  berflhrt  Jede  DÖpfraltangeDte  q  von 

C*  in  ihren  Berflhmngspnnktcn  ^i^  und  mit  C\  Da  nftmlich  Q, 
nach  Artikel  48.  auf  AT  liegt,  so  sind  q  und  die  Tangente  q^'  an  K 
in  Qi  —  Tangenten  der  Enveloppe  und  nnn  wird  die  auf  ^  fol- 
gende Tangente  der  Enveloppe,  da  sie  als  Teil  des  Berfihnngs- 
Schnittes  vom  an  Q,  grenzenden  Pankte  von  K  dnrch  den  an  Q, 

grenzenden  Punkt  von  C*  geht  uud  mit  q  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  bildet,  die  Tangente  q  beim  Grenzübergänge  in  <^  schneiden , 
d.  h.  die  Gerade  q  berührt  die  Enveloppe  in  Q,.  Und  da  man  mit- 
telst Verwechslnog  von  and  Qf  ebenso  beweistj,  dass  q  die  go- 
sachte  Enveloppe  in  Q]  berOhrt,  so  ist  jede  Doppeltangente  q  von 
C*  mit  den  ])criilinin;_'S])uuktcu  Cl-^  und  ebculalls  Doppeltangente 
der  gesuchten  Eiiveluppe  m  den  Punkten  Q,  uud  Q^.  Aber  eine 
Curvo  vierter  Classe  mit  vier  Duppeitangcaieu  muss  in  zwei  ü^el- 
schnitte  zerfallen. 

64.  „Die  beiden  Kegelschnitte,  wrlcho  berflbrt  werden  von  den 
Oeradenpaaren,  die  die  Bertthmngskegeiachnitte  der  Punkte  vom 
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Wendescbnlttte  A*  bilden,  haben  mit  K  das  Dreieck  ABC  zum  gemein- 
tdwftlicbrn  Poldreieck.  Sie  geheu  durch  die  vier  sich  scibt  cnt- 
iprochenden  Punkte  S  und  bilden  mit  K  drei  Kegelschnitte»  die  WO. 
eiiiiiMier  io  der  besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jeder  von  ibnon 
ia  Bezug  aof  irgend  einen  der  beiden  dbrigen  die  Polfigor  der 
dritten  ist'' 

Jede  der  drei  involntorisoh  perspectivisdien  GoHineationen,  w^elie 

einen  Eckpunkt  vom  Doppelpuuktüdreiccke  . li/C  \ Uli       /um  (  cutrura 

und  die  Gegenseite  dieses  Dreiecks  inr  Axe  habeu,  fübrea  6*  und 
i  ren  Wendeschuitt  K  in  sich  selbst  über.  Also  muss  jode  dieser 
i  rei  Collineationen  die  aus  zwei  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe 
vierter  Classc  ebenfalls  in  sich  selbst  überführi]i  Jlitrbei  können 
dann  diese  Kegelschnitte ,  welche  weiter  als  Ä',  und  A'^  bezeichnet 
werden  sollen ,  entweder  in  einander  oder  in  sich  selbst  ttbergeben. 
Aber  mau  weist  leicht  das  erste  als  unmuglich  nach.  Nicht,  dass 
b  unmöglich  ist  zwei  Kogelschnitte,  welche  in  Bezug  aui  einander 
eine  beliebige  Lage  liaben,  mittelst  iuvolutorisch  perspectivischer 
Collineation  in  einander  umzubilden.  Vielmohr  ist  diese  Umbildung 
aof  sechs  verschiedene  Weisen  möglich,  und  tritt  dabei  irgend  einer 
der  sechs  Eckpunkte  T  (Fig.  50)  des  von  den  gemeiBsameu  Tan- 
genten  geMldelett  vollständigen  TierselteB  ia  Yeihindaog  mit  einer 
der  seehi  Seiten  t  des  von  den  gemehrnmeii  Pmkt«ii  gehihtotea 
veUstftndlfen  Tiereckt  ah  Centram  «nd  Aie  «nf.  Allein  es  Ist 
sieht  möglich  ein  Dreieck  za  finden,  dessen  fiekpnnkte  drei  Pnnkle 
T,  md  deBsen  Seiten  drei  Oeradeii  t  sind.  Denn  bei  der  aUgemeinen 
Irfige  der  Segelecbnitle  in  Besng  auf  dnaader  ist  dio  Yerhiadnngs- 
Knie  von  tirei  Punkten  T  entweder  Seite  dee  femai&saaieii  Poldrai- 
ecks  oder  gemeinsame  Tangente,  nnd  der  Schnittpunkt  von  zwei  Oe- 
rMlen  i  entweder  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Poldreiecks  oder  ge- 
meinsamer Pnnkt  Und  wenn  die  Kcgelsohnitle  einander  doppelt 
bertthreii  (Fig.  61)  so  giebt  es  wol  ein  Dreiock«  deasen  £ckpwikto 
Ftaktt  T  and  desaeii  Seiten  Gerade  t  sind;  aber  hier  verlierm 
itel  der  drei  Collineationen  ihren  invc^ntoriechen  Ghankter  und  hat 
die  ans  den  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe  vierter  Ciasse 
obendrein  keine  Lage,  wobei  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  anf  gleiche 
Weise  auftreten.  Also  werden  die  Kegelschnitte  and  JTt  in  Bo- 
zsg  auf  das  Dreieck  ABC  eine  solche  Lage  haben  müssen,  dass 
irgend  eine  der  drei  angrwiesenen  involutorisch  perspcrtivischen  Col- 
)  ioeationen  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  in  sich  selbst  Uberführt,  d.  h. 
ABC  na»  ein  Poldreieck  sein  von  Kf  nnd  von  it,. 

Sind  =  Qt'  und  Q,  —  C2/  die  ebenfalls  aof  £  liegenden  Bo- 
xühnngspaDto  fon      mit  ihrer  Doppeitaagente  f  C^ig,  62.)  nad 
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q^'  and  qi  die  TangeDten  von  K  in  diesen  Punkten ,  so  ist  der 
Schnittpaokt  dieser  Tangenten  nach  Artikel  46.  ein  sich  selbst  ent- 
^redieiider  Punkt  ^5  der  bekannteii  qoadntiacJieQ  TrantforniatiM 

swischen  und  JT.  Wir  beweisen  nnn,  dan  jede  der  beiden  Kegei' 
ecbnitte  nnd  durch  diesen  Pankt  8  geht»  da«  der  eine  dieser 
Kegeltchnitte  in  8  die  Gerede  der  andere  in  i5  die  Gerade  ^ 
bertthrt  Da  nftnlich  der  BerOhningskegelschnltt  von  <]b  Ma  «  md 
^'  besteht  nnd  also  dnrcb  8  geht,  so  geht  niagekehft  der  Berflh* 
mngskegelscbnitt  von  8  dnrch     nnd  wird  SQi,  da  er  in  die 

nicht  bertthrt»  naeh  Artikel  64.  in  den  BerUhrnngskegdaehnitt 
von  8  berühren  mOssen.  Aber»  wenn  der  Berfllimngskegelschnilt 
von  8  den  anch  anf  K  liegenden  nnmittelbar  an  Qt  grensenden  Pnnkt 
von  enthilt,  lo  geht  nmgekehrt  der  in  swei  Geraden  aerfhUende 
Bertthmogskegelichnitt  des  nnmittelbar  an  grensenden  Panktee 
von  K  dnrek  8.  Also  ist  5  der  Sehnittpnnkt  von  swel  Tangenten 
der  Enveioppe  vierter  Oasse»  welche»  da  sie  sn  den  Berthrvngs* 
kegebchnitten  von  swei  an  einander  grensenden  Punkten  von  JK  ge* 
hören»  einander  folgen,  d.  h.  les  wird  die  Enveioppe  von  ft'  in  8 
berOhrt  Und  nnn  beweist  man  mittelst  Umtaaach  von  Qs  «ad  <k 
n,  s.  w.»  dass  die  Enveioppe  ebenialls  von  q^'  in  ig  berohrt  wird. 
Also  mnss  die  Enveioppe  in  8  einen  Doppelpöikt  mit  den  Doppel- 
panktstaagentea  g«'  nnd  ^*  haben  nnd  Jede  der  beiden  Kegelndmitto 
ir,  ond  dnrch  die  vier  Punkte  ig  gehen.  Setbatventlndlidi  be- 
rührt dann  der  eine  dieser  Kegelschnitte  g  in  nnd  9/  in  iS;  der 
andere  g  in  nnd  in  8\  sodass»  wenn  der  erste»  nnd  ir,  der 
sweite  dieser  Kegelschnitte  ist»  sie  in  Besag  anf  f  and  das  Droieok 
Q,  Obig  die  ia  Fig.  58.  aagegebeaea  Lagenverhlltnisse  aeigen. 

Der  Beweis  des  letsteren  Teiles  nnseree  Satses  kann  nan  un* 
mittelbar  der  Figur  63.  entnommen  werden»  wenn  man  noch  bedenkt, 
dass  die  Cnrve  vier  Doppelungenten  beaitit  Es  lenditst  dann 
sofort  ein,  dass  die  Pottgur  von  JT,  in  Bezug  auf  JT  mit  zu- 
sammenf&llt;  denn  die  vier  Punkte  Q,  und  die  vier  Punkte  8  haben 
in  Bezog  anf  A  die  vierGeraden  9,'  und  die  vier  Geraden  9  m  Po- 
laren nnd  diese  acht  Geraden  werden  von  bertthrt  Und  ebenso 
bewfdst  man»  dass  K  die  PoUgur  von  in  Beang  auf  JT,  nnd 
von      in  Besng  auf  A^  iat 

66.  „Die  Kegelschnitte  A^  und  1^  sind  imaginir  bei  den  Cnrvea 
erster  Gattnag  and  reell  bei  den  Gnrven      sweiter  Gattung. 

Bei  den  Gnrven  erster  Gattung  ilnd  die  vier  Punkte  8  nnd  fie 
vier  Doppeltangenten»  also  auch  die  acht  BerQhrnogspnnkte  Q  simt- 
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Heb  imaginär.  Betrachten  wir  nnn  die  erste  Normalcune  erster 
Gattnog,  was  wie  wir  wissen  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  und 
letzen  wir  JST,  reell  worans,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  if,  und 
X  Iis  Berflhmngsponkte  Q  von  IkippelCangaiiten  q  m  imagio&r, 
nd  liegt  deshalb  entweder  ganz  Innerhalb  oder  gans  ansserhalb 
des  eiliptisdiea  Wendeeehnittes  JT.  Aber  dann  Ist  JTi  als  PoMgnr 
vea  C|  ia  Betag  a«f  K  andi  reell  and  amgekelirt  entweder  gana 
nsieibalb  oder  gani  innerhalb  K  gelegen.  Und  da  ond  mit 
X  daa  Dreleek  AßC  aam  Poldreieck  haben,  so  sind  Kg  nnd 
sa  £  coaeentrisdie  nnd  ähnlich  liegende  EUipeen;  denn  von  ihnen 
ist  der  imieriialb  K  Uegeade  Kegelschnitt  aelbetverstindliefa  eine 
Elfipse  and  weil  die  Tangenten  aas  dem  Centnim  C  an  diesen  ima* 
gfailr  siad,  hat  der  andere  imaginäre  nnendlich  ferne  Punkte^  and  ist 
dieser  aneeerhalb  K  Uegeade  Kegelschnitt  also  anch  eine  Ellipse. 
Aber  aaa  kann  anmdgUeh  K  die  PoUKgar  Toa  In  Besag  aaf 
und  von  AT,  in  Bezug  auf  sein.  Denn  die  Polfigar  von  X  in 
Bezog  auf  den  innerhalb  A'  liegenden  KegelschniU  —  sei  es  AT,  — 
liegt  wieder  innerhalb  von  K^^  und  die  Poliigur  von  K  in  Besag 
aif  den  ansserhalb  A'  liegenden  Kegelschnitt  —  die  nun  heiseen 
mnss  —  liegt  wieder  ausserhalb  von  Also  fahrt  die  Voraussetzung 
dass  Ä',  reell  sei  zu  IrrschlUssen  nnd  mnss  deshalb  A'^  und  dann 
aach  imagiuAr  sein  *^).  Und  dann  sind  auch  die  in  zwei  Gerade 
anrftUenden  BertUmingakegelscbnitte  lier  Punkte  des  WendeschniOea 

bei  einer  erster  Gattung  s&mtlich  imigiaftr,  aad  kann  maa  also 
ans  keinem  Paakte  von  K  aa  eine  Carve  erster  Gattaag  eiae  reelle 
laageata  aalagen. 

Bei  der  Kormalcurve  zweiter  Gattuug  sind  die  drei  Curveu  A', 
JTj,  da  sie  das  von  den  beiden  Kreispunkten  und  dem  Punkte  C 
gebildete  Dreieck  zum  Poldreieck  haben,  gleichseitige^Hyperheln  mit  C 
als  gemeinschaftlichem  Hittelpnnkte.  Neaaea  wir  sie  /f, , 
and  setaen  wir  nach  der  in  Artikel  10.  aog^benen  Bezeichnnngs- 
isise  Bg  «  ff  (o,  m),  so  ist  nach  Artikel  13.  aach 


4a  B^  die  Pol0gnr  voa  IT,  ia  ^Bezng  aaf  ff  ist.  Aber  es  ist  aach 
Bf  die  Polfigar  voa  ff  Ia  Besag  aaf  J7„  also 

ff^  s=  i/(2a,  m*) 


tS)  Sind  w,  und  ir,  die  imaginiren  KnUkwnrMln  d«r  BhdMit  nod  a  und  6  die 
AehMa  tob  K,  ao  findcK  sm»  jar  di«  Aehm  von  JT,  ud  iC,  aoaljrtlsdi 

»fa  Hod         v.a  undtPt&iWeanKdMWtodMchnittdtrNoriMlcarv«  enter 
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woraus  man  findet,  dass  a  entweder  G0°  oder  120^  ist ,  und  m  eut 
weder  den  Wert  eins  hat  oder  eine  der  imaginären  Kubikwurzeln  der 
Einheit  ist.  Also  ist  die  einzige  reelle  Lösung  —  und  die  Curven  //j 
und  müssen  reell  sein ,  da  zwei  der  vier  Pankte  und  vier  der 
acht  BerQhmngspuukte  Q  von  Doppeltangenten  q  der  C*  es  sind  — 
die,  welche  schon  in  Artikel  13.  angewiesen  ist,  wuhei  die  /fj  und 
Jff  mittelat  Drehung  von  7/  über  G  >"  um  C  abgeleitet  werden.  Vqh 
der  Lage  dieser  drei  gleichseitigen  Hyperbeln  in  Besug  auf  die  Nor- 

nialcnrve  aweiter  Gattmig  i^ebt  Fig.  64,  eine  VonteUang.  Sie 
leigt  an,  dasB  die  in  Geraden  zerfallenden  BerahmagskigelMbiiüle 

der  Pankte  von  dem  Wendesehnitte  bei  den  Carven  C<  iweiter  Gat- 
tnng  lAmtiieb  reell  eind. 

66.  »Die  beiden  Oeraden  dnrok  den  Pnokt  Q  von  der  KorauU* 

cnrve  C'<  zweiter  Gattang,  welebe  den  Bertthniut^skegelicbflHt  des 
entsprechenden  Punktes  Qf  des  Wendeschnittes  bilden,  schneiden  die 
Verbindungslinie  von  Q  mit  dem  Oeotnun  C  nnter  Winkeln  von 

Ans  dem  vorhergehenden  Artikel  folgt  einerseits^  dass  die  beiden 
Geraden  durch  irgend  einen  Pnakt  Ü  der  Lemniskate,  welche  den 
Berfihrungskegelschnitt  des  entsprechenden  Punktes  W  von  M  (Kig. 
54.)  bilden,  durch  Q  gehende  Tangenten  von  der  Combination  H^-\~H^ 
sind.   Andererseits  ergab  sich  die  Lemniskate  in  Artikel  14.  als  der 
Ort  des  Schnittpunktes  von  den  eutsprecheudeu  Taugeuteu  von 
und  //o,  wobei  unter  eiuander  entsprechenden  Xaiigeuteii  von  und 
//g  die  Taugenten  zu  verstehen  sind,  welehe  siili  bei  Drehung  vou 
H  aus  einer  nämlichen  Tangente  von  //  entwickelt  ha!>en;  dabei 
sahen  wir  dann,!dass  diese  eiuander  eutsprecheudeu  Taugeuteu  ciueii 
Winkel  von  6U^'  mit  eiuander  bilden,  welcher  von  den  Mittdpunkts- 
leitstrahl  ihres  Scheitels  gehälftet  wird.    Unter  den  vier  aus  U  an 
H^-\-H^  möglichen  Taugeuten  giebt  es  also  zwei,  welche  die  Ver- 
bindungslinie CO.  von  Q,  mit  dem  Ueutruni  C  beiderseits  unter  Win- 
keln von  3Ü^  schneiden;  aber  damit  i>t  noch  nicht  bewiesen,  dass 
gerade  diese  zwei  Tangenten  aus  U  den  Berührungskegelschuitt  vou 
Q'  bilden.   Nun  muss  abt  r  der  Berührungskegelschnitt  des  Scheitels 
P  von  H  die  Achse  CP  zur  Symnietrieachse  haben  und  also  aus 
einer  Tangente  von  11^  und  einer  Tangente  von  il.  Iiestehen;  wes- 
halb der  BerühruDgskegclschnitt  von  irgend  einem  i'uukto  Q'  von 
H  aus  einer  Taugente  von      und  einer  Tangente  vou  bestehua 
mass.   Aber  nun  besteht  der  Berühruugskegelschnitt  von  Dj  be- 
kanntlich ans      und  «, ,  von  welchen  Geraden     als  Tangente  von 
Hl  und  Si  als  Taugeute  von       za  betrachten  ist.    Und  da  diese 
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Tangenten  einander  unter  einen  Winkel  von  Oö  sebneide»,  so  reichen 
CoutinaiUitsgrüudc  zur  YoUendiguug  des  Beweises  aus. 

67.  ,JHe  kvMMbe  hvolvtion  aof  AB,  «elcbe  die  Punkte  A 
md  J  n  dreiMen  Elementen  hat,  iteht  mit  den  lerfidlenden  fie- 
rabtmgikegelfleluutten  der  Punkte  dee  Wendesehnittea  K  von  der 

Corte  C*  mit  den  Inflesfomknoten  A^  B,  C  in  Mger  Verbindung» 

bt     irgend  ein  Punkt  von  JT,  Q  der  entsprecbende  Punkt  von  V* 

ond  wird  <<f  dunli  CA  und  Cli  liarmoniscli  getrennt  von  so  wer- 
deu  die  Verbindungslinien  von  Q  mit  den  beiden  Punkten,  welche 

U  zu  einem  Tripel  der  aut  AB  angedeuteten  kubischen  Involution 
efgftozen,  zusammeQ  den  BeiUhrangskegelscünitt  von  bilden.'^ 

Wenn  A  nnd  B  die  imaginftren  Kreispnnkte  sind,  die  C*  nlso 
eine  Lemniiknte  ist,  ngt  der  Seti  tvt,  dura  die  Senkrecbte  auf  CQ 
nlt  den  beiden  dnrob  ü  gehenden  geradlinigen  Beatandteilen  dee 
Bertimingskegeieabntttes  von  Q*  bei  Bewegung  von  Q  anf  der  nn- 
eadUck  fianien  Geraden  eine  kubiiehe  Invelnti«»  Uiden«  welche  die 
bMginIreo  Kreispnnkte  lo  dieICufaen  Elementen  bat  Also  ist  der 
8its  flir  diesen  bssonderen  Fntt  nur*  eine  sndere  Aoadrucksweise 
im  Sstses  des  voiliergebenden  Artikels^  da  die  kubische  InTohition 
micbe  mittelst  Drsbnng  eines  regslmlsugea  Sechaseks  von  den  Mit- 
Celpnnktsdiagoimlen  auf  der  nnendltch  fernen  Geraden  gebiUet  wird, 
smkUeb  ^  lainginftrenXrsis|imkte  su  dieUbeben  Elementen  bat"*). 

Und  nun  wird  der  Satz  fbr  den  Fall  einer  allgemeinen  Cnrve  C* 

aittslBt  centraler  Protection  aas  diesem  boaonderen  Falle  abgelei* 
tot«). 

1^.    ^Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  irgend  einem 

Puakte  ^  von  Ali  an  C*  liegen  paarweise  auf  drei  Geraden  p  durch 
C.  Bei  Bewegung  von  F  über  Ali  bilden  die  Strahl entripel  p  durch 
C  eine  kubische  Stralileninvolution  mit  deu  dreifachen  Strahlen  CA 
lad  CB^  welche  mit  der  f  auktreihe  P  auf  AB  projectivisch  iiL'' 

Der  erste  Teil  des  Satses  ist  eine  Folge  des  Satzes  von  Artikel 
Ift.  Projidren  wir  nimlich  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  der 

Inflexionsknoten  von  C*  ins  Unendliche,   so  wird  die  Projectiou 

voQ  c  Mittelpunkt  der  Projectiou  von  C'^,  und  nun  liegen  die  Be- 


26)  Man  ▼ergleiche  »QtiiudBlg»  muw  Thaoite      knbiidiso  Involiitioms'^ 

von  JOr.  Emil  Wejr. 

97)  Ich  fiberlAtse  es  geneigten  Lcurn  hierbei  mltteUt  geonelriacher  B«- 
^nchtungen  die  imngrintr«  ITeh^rtra^n^  des  SstxQt  VM  dcrChUTS  SWiitor  Chtt- 
uutg  «nf  di«  Curve  eriter  (jr«tlaog  sa  lUDgeheo. 
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rührangspaükte  der  aas  eiuem  bettimmtea  Pankto  der  uuendlich 

fernen  Geraden  an  dieM  Mttlelpaoktscarve  C*  möglicbeo  Taugeotei 
anf  drei  ihrer  Üorchmesser.  Weiter  bilden  die  den  TerschiedeDCu 
Poukten  F  Ton  AB  zakommenden  Strahlentripel  p  durch  C  eioe 
kubische  Involatioii,  welche  zn  der  Ponktreihc  P  prujcotiviscb  ist,  da 
irgend  ein  StraU  p  den  ihm  entsprechenden  Paukt  P  und  mittelst 
dieses  die  ibn  za  einem  Tripel  ergänzenden  Strahleu  bestimmt.  Und 
endlich  bat  die  gefundene  kubische  Involution  die  Strahlen  CA  aod 
CB  an  dreifacbeu  Strahlen,  denu  die  sechs  BerahroogepiiBkte  der 
Tangenten  ans  A  reap.  £  an  C  fallen  alle  mit  A  Tesp.  B  zasammeii. 

69.  „Die  Tangente  QU  der  Lemuiskate  in  Q  (Fig.  55.)  bildet 
mit  dem  Leitstrable  CQ  und  der  zu  CQ  iu  Bezug  auf  die  Doppel- 
punktstangeutcD  aiitiparallelcn  Geraden  C72  ein  gleicbschenkeliges 
Dreieck  COR  mit  der  Basis  Ol'' 

Wenn  wir  die  Lennlilwte  ableiten  ant  dem  nm  eeine  iinaginire 
Aclise  nmgeicUagenen  Wendeeelinitte  ff^  so  liaben  wir  ei  uacb  Ar- 
tikel 29!,  mit  der  Terwaadtsohaft  der  nciproken  Radien  in  tna. 
Sind  also  Q  nnd  Q'  einander  in  dieser  Terwandtschaft  entsprechende 
Punkte  von  der  Lemniskate  nnd  von  J/,  so  bilden  die  Tangenten  ^ 
nnd  q'  in  Q  nnd  Q'  an  diesen  einander  entsprechenden  Cnrrea  odt 
CQ  nach  vers^iedenen  Selten  gleiche  Winkel").  Und  da  CQ*  nnd 
aatiparaHel  tu  einander  sind  in  Bezog  anf  die  Asymptoten  von 
17,  so  folgt  hierans  der  Sata. 

Wenn  man  den  Winkel  QCD  durch  <p  andeutet,  so  findot  man 
für  dm  Winkel  RQD  den  Wert  90<>-f39>.  Hieraas  kann  man  aneh 
den  Sata  des  vorhergebenden  Artikeia  ableiten^). 

Der  Satz  dieses  Artikels  liefert  eine  äusserst  t  nifaclio  Cou- 
structioH  der  Ta,ngente  von  der  l.cinniskiitr  m  Q,  wi  iin  ausser  diesem 
Punkte  nur  das  Goutrum  uud  dm  Acli:>eurichtuugbu  gegeben  srnd.*^) 

70.  ,^er  Krümmongskreis  der  Hyperbel  H  in  Q'  (Fig.  58.) 
geht  mittelst  der  angewendeten  Transformation  der  reciprokeu  Ba- 
dien  in  den  Krflmmnngskreis  der  Lemniskate  in  Q  Aber/' 


28)  Reye,  a.  a,  Ü.    I.  Abteilung.    SeUe  17l. 

29)  „Die  Lemniseate  in  rMtonaler  Bebandlnng''  Ton  Dr.  Emil  Weyr,  Ar- 
tikel 11. 

80)  Steiner  (gesammelte  Werke,  2  tt  r  Teil,  Seite  ,2  3  ).  Eiae  andere 
giebt  Caolor  in  Zeitschrift  fQr  Mathematik  und  Fhytik,  Teil  18,  Seile  488, 
1817. 
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VIma  Sali  folgt  umiittenMr  m»  den  GomImi  te  Timiiafor. 
oatioi  te  reciprokon  Badiea  ind  der  Definition  dei  Kiünunnnge- 
heiDCi»  Wir  Torwenden  ihn  nr  Bestfnimnng  des  KrtUnnnngicsnr  • 
mni  fon  der  Lemnisknte  in  Q,  wenn  ton  dieier  Corte  dM  Gen- 
tnm,  die  Aduenriobtimgen  und  der  Pmkt  Q  gngebeii  sind,  nnd  nun 
ihre  Tangente  g  in  Q  conitmirt  lint 

Schneidet  die  in  Q'  senkrecht  auf  CQ  gestellte  Gerade  g/  die 
Asymptoten  CX  nnd  CT  vod  if  in  Q«'  and  Qg'  nnd  ist  S'  bo  be- 
stunmt,  das8 

80  gebt  der  Krftmmungskreis  von  H  \u  Q'  durch  S'  nnd  also  der 
KrOmmangskreis  der  Lemniskate  in  Q  dorcb  den  entsprechenden 
Pinkt  S  aof  C8\  Und  ms  der  Aelation 

CQ.CQ'  ^  CS.C8' 

folgt  die  Äehnlichkeit  der  Dreiecke  COS  nnd  CSQ"\  deshalb  findet 

man  den  Punkt  5,  wenn  man  ans  Q  eine  Senkrechte  filllt  anf  CS' 
und  den  Krümmungskrcis  der  Lomniskate  in  Q,  wenn  man  den  Kreis 
be^i  hreibt,  welcher  durch  U  und  S  gebt  and  in  Q  die  Gerade  q  be* 
rübrU 

Der  Ponlct  8  ist  der  bewegliche  Schnittpunkt  des  Xrtnunnngs- 
Mses  mit  der  Lenuiiskato;  durch  ihn  gehen  drei  KrOnunnngskreise, 
ds  die  Senkrechte  in  A  an!  CS  die  Lenmiskale  ansser  8  noeh  in 
drai  Pnnkten  achneidet 

71.  ,,Eine  Cnrve  C'^  ist  bestimmt  durch  ihre  luflexionsknoten 
.1,  B,  C  nnd  zwei  Punkte  Q.  Aus  diesen  Beptimmungsstücken  kann 
mau  die  Curvc  Punkt  für  Punkt  und  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Tiogente  nnd  den  KrttmmungskreiB  linear  construiren.*^ 

Wenn  man  eine  Cnrre  C«,  wovon  man  die  Infiezionspnnicte 
Bf  C  nnd  swei  einfache  Pnnkte  Q  kennt,  einer  involntorisch  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fnndamentalpnnkten  A,  C 
uterwirft,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt,  welcher  ABC  anm 
Fsidieieek  bat  and  wovon  man  awei  Punkte  <t'  kennt.  Da  nnn 
jeder  Ponkt  Q'  in  Yerbindnng  mit  dem  Poldreieeke  ABC  noch 
drei  Panloe  dieses  Kegelschnittes  kennen  liest,  nämlich  die 
drei  Pnnkte,  welche  mit  diesem  Pnnkte  Q'  die  Eckpunkte  eines 
vellständigea  Yiereeks  mit  den  drei  Diagonalpunkten  A,  27,  C  bilden, 
M  giebt  es  nnr  einen  Kegelschnitt  dnrcfa  die  beiden  Punkte  Q',  welche 

ABC  warn  PoMreieck  hat,  und  deshalb  auch  nnr  eine  Cnrve  C* 
mk  den  Infledonsknoten  A^      C  dnrdi  die  beiden  Pnnkte  Q. 

Ai«L  4m  Math.  m.  Pl^.  8.  Saili«.  TaQ  TL  10 
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Sind  <li  und  Qs  die  gegebenen  Punkte ,  welehe  die  Cure 
mit  den  Inilexionsknoten  C  beitimmen,  sind  V  nnd  Q,'  die 

•     den  Punkten  Qi  nnd  Oy  entspcechenden  Punkte  in  irgend  einer  qm- 
drutisdien  TnuDtfonnation  mit  den  FundamenUdpunkten 
tum  Beispiei  in  der  hyperbdliscb  gleidiseitigeB  Tnniformation  — 

und  ist  iC'  der  im  allgemeineii  vom  Wendeiclinitte  K  von  ver- 
•chiedene  Kegelschnitt  durch  0,'  und       welche  ABC  cum  Poi- 

dreSeck  hnt,  so  entspricht  der  gegebenen  Corve  C*  in  der  angewen- 
deten TnnsformatioB  der  Kegelschnitt  JT'.  Wird  nun  weiter  K*  in 
Q,'  von  der  Oeraden  1^*  berfthrt,  und  ist      der  dieser  Gereden  ent- 

sprechende  Kegelschnitt,  so  wini  A'j  m  die  Curve  borühreu, 
weshalb  die  Tangente      von  Ä",  iu  (4  za  glciclier  Zeit  die  Taugente 

von  der  Curvc  in  ist.  Zur  Construction  dieser  letzteren  Tan- 
gente ^  bat  man  also  erstens  mittelst  des  Pascal'schen  öatzes  von 
K*  die  Tangente  in  sodann  mittelst  der  angenommenen  Trans- 
formation den  der  Geraden  entsprechenden  KegelscliuitL  A,  zu  buehau 
—  und  von  dieser  Curve  hat  mau  ausser  undJQj  noch  einen 

Punkt  IM  kenneu  —  endlich  wieder  mittelst  des  Pa-scurscbtu  Satzes 
von  dieser  Curve       die  Taugeule     in       zu  bestimmeu.^) 

Zur  Construction  des  Krftmmungsoentrums  von  in  kenn 
nun  unmlttelbnr  gelang  mittelst  der  bekennten  Construction  ehMS 
Kegeischnitty,  welcher  durch  swei  gegebene  Punkte  geht  und  ^nen 
gegebenen  Kegelschnitt  In  einem  gegebenen  Punkte  oscuUrt.  Mittelst 
dieeer  Constructioa  kinn  man  nftmlich  erst  mnen  Kegdsehidtt  K' 

bestimmen,  welcher  durch  A  und  B  geht  und  den  der  Curve 
entsprechenden  Kegelschnitt  K^*  in  Qi'  oscnlirt,  nac)Jier  den  Kegel« 

schnitt  JC^t  welcher  den  Kegelschnitte  K^*  entspricht  und  alsol'* 
in  Ol  oscnlirt,  und  endlich  die  gleichseitige  Hyperbel  H  von  ge- 
gebenen Ai^ymptütenriclituDgen,  welche  in  Q,  oscnlirt  Und  vüu 
dieser  Curve  ist  der  KrUmmongshalbmesser  von  Q,  nach  Artikel  6. 
leicht  m  finden.  Zar  Illustration  dieser  Bestimmungsweise  des  Krüro- 
mungscentroms  führe  ich  die  ganze  Construction  in  Fig.  56.  fttr  den 
einlachen  Fall  der  Kormalcnrve  erster  Gattung  durch. 

Ist  die  gegebene  Normalcurve  erster  Gattung  mittelst  des  Gen- 
tmma  C,  der  Achsenrichtungen  CA  und  ^  des  Punktes  Q4  und 
der  Tangente  (7,  in  diesem  Punkte  bestimmt,  und  bedient  man  sich 
der  Transformation,  welche  einen  um  C  geschlagenen  Kreis  von 

beliebigem  Badius  CD  abecftthrt  in  die  Curve     mit  den  Inflexions- 


8)  Diese  CoDitraction  Terdmlw  ich  bsImb  iMoAgmumm  A«  M.  Gkid«- 
fiNqri  Anhitekt  in  AmtUida«. 
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toom  By  C,  wofon  dieaer  Kreis  der  Wendeiehnftt  iit,  so  wird 
nach  Artikel  93.  der  Pirakt  Q^'  mIttelBt  der  Polgeraden  BF  toh  Qg 
fBÜBiidee  als  der  vierte  Eckpunkt  des  Mf  dea  Segneaten  CS  vad 
^8  beschriebeaen  Rechtecks.  Weiter  ist  der  aof  EP  Uegeade  Pol 

Toa  f,  das  Geatmm  der  gleiehseitigea  Hyperbel  darek  die  aaend- 
femeo  Pankte  A  aad     welche  ia     den  der  gegebenen  Canre 

eatsprechendea  Kegelschaitt  JT'  berflhrt;  deshalb  ht  die  in  Beiag 
aal  Qt'E  aad  Q^'S  sa  Qg'Q  aatipaiallel  dnreh  Qi'  gefOrte  Gerade 
f/  die  Tangente  ia  <ig*  aa  diesea  Kegelschaitt  JT'.  Uad  da  dieser 
K^dschnitt  K'  offeubar  mit  l*  concentrisch  ist,  so  kann  man  ibu 
mittelst  der  Puukto  Q^',  Q,',  Q,',  U^'  uud  der  Taugente  ^'  in  Q,' 
bestimmt  denken. 

Wenn  es  nnn  gilt  die  gleichseitige  Hyperbel  Hq^  m  constniiren» 
welche  durch  A  und  B  geht  aad  E*  ia  Q^'  oscnlirt,  so  betrachten 
wir  JT'  and  Hq  als  za  einander  perspectivisch  collineare  Kegel- 
schnitte mit  dem  OscuUtionspunkte  Qi  als  Collineatiottscentrnm, 
wobei  dann  die  Punkte  Qs'  und  Q4'  von  K*  den  Punkten  A  uud  B 
TOn  JET/  entspreeben.  Die  Yerbindungslinio  von  Q^'  mit  dem  Schnitt* 
punkte  von  Q^'(U*  and  AB,  d.  h.  die  zu  Q^'Q«'  durch  (2/  gefOhrte 
Fnrailele  §  tritt  dabei  dann  als  CoUiucationsachse  auf.  Und  da  in 
dieser  perspeetivischen  CoUiacatioa  den  Geraden  Qt^t'  und  (U'Q^ 
offenbar  (?^7  und  G^T  entsprechen,  so  entspricht  T  dem  Punkte 
Q^'  von  K\  und  ist  Hq\  also  zu  betracbtcu  als  der  Kegelschnitt 
durch  A,  B,  rund  Q^',  welchen  in  Qi  die  Gerade  berührt.  Aber 
diese  gleichseitige  Hyperbel  Hq  hat  ihren  Mittelpunkt  auf  GQ^'^  da 
OUt'  durch  antiparallel  ist  zu  q^'  in  Beaag  auf  die  Asymptoten« 
nnd  auf  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptotenrechtecks  Qi'T,  also 
in  V,  Deshalb  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  ü^,  welche  der  H^' 
in  der  angewandten  quadratischen  Transformation  entspridit,  ihren 
Kittelpunkt  in  K,  welcher  Punkt  mittelst  der  Polgeraden  u  von  U 
feieht  bestimmt  wird.  Steht  also  endlich  Qi  W  senkrecht  auf  VQ^ 
and  QjM  senkrecht  aaf  g,  so  ist  der  gegenüber  V  liegende  Eck- 
pnnkt  M  des  Parallelogrammes  FAT,  wovon  VQ^  in  Grösse  nnd  Lage 
eine  Seite,  Q^M  die  andere  Seitenrichtaog  nnd  Qi  W  die  eine  Dia- 
gonnlenrichtang,  ist  der  gesnchte  Kmnunnnpmitlelpankt. 

Diese  Coustruction  bildet  das  Gegenstück  zu  jeuer,  weiciiü  iu 
Artikel  70.  für  die  Lemniskate  gegeben  ist 

Ich. beendige  diesen  Aafoats  mit  derAnfMsaag  von  dniganBe- 
saltaten,  welche  jeaen  dieses  Abschnitts  daalistiBeh  gegenüber  stehen. 
BaM  vermeide  ich  difjonigea,  welche  sich  auf  Polarea  besiehen. 

72.  ,,Die  Tangenten  von  i:^  in  den  sechs  Schnitt^panktea  mit 
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irgend  einer  Oeraden  g  berühren  einen  Kegelschnitt  Tg\  welche 
«■tsflrden  mit     noch  xwei  iMigeiitea  gt*  und  gi*  genelB  hat. 

,,Die  Geradenpaare     deren  Resttangentenpaarc  g^'  uud  y/'  ein- 
auder  zu  den  vier  dnrch  einen  Punkt  gebenden  Tangeuten  von  K* 
ergänzen,  entsprechen  einander  in  der  taogentieUen  Transformation 
zwischen  K*^  and  ihrem  Mckkehrschnitte  iC.*^ 

„Dar  RAAftflhriehiiitt  iit  die  Enveloppe  der  Geraden  y,  deren 
Reittangentan  siuamiiMiiiSdleD.'* 

Wem  g  Bich  am  einen  Punkt  P  dreht«  lo  eneogem  ihro  Best- 
tangenten nm  eine  qnadratlache  InTolntion,  welehe  lerflUl,  wem 
F  ein  Ponkt  von  ist'* 

„Indem  der  Tengentenkegelichnitt  Tf  von  g  nm  die  Tan- 
genten von  K*  in  den  Schnittpnnkten  mit  g  beetimmt,  bestimmt  um- 
gekehrt      um  Tr/  die  Tangenton  t/  nnd  t,"  in  den  Schnittpunkten 

mit  g\  d.  h.  die  Combination  von  A'*  mit  2^*  bildet  eine  Cun'e 
sechster  Ciasse  mit  acht  von  a,  />,  c  vorschiedcneu  Doppeltaogenteu 
von  welchen  Jede  einen  ihrer  Berabrnugspunkte  aaf  g  hat'' 

„Der  Tangentenkegeisdinitt  zerftUt  in  awd  Punkte,  wenn  g 

entweder  'i^  oder  ihren  Rückkehrschnitt  K  berflhrt;  bei  allen  an* 
deren  Lagen  von  g  ist  Tf  nieht  snsammengesetst*' 

,,Die  vier  Tangenten  ans  P  an  sind  von  einander  nnab- 
kiagig.''  « 

^Wenn  Tg^  die  Gerade  k  berührt«  so  berührt  umgekehrt  Th^  die 
Gerade  y." 

„Der  Ort  der  Punktenpaare,  welche  zerfallene  Tangentenkegel* 
ehnitte  von  Pnnlrten  von  K  bilden,  ist  die  Combination  von  zwei 
Kegelschnitten  Ki  nnd  welche  mit  K  das  Poldreiseit  che  gemöhi 
haben,  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  «  berflhren  nnd 
nsammen  mit  K  drei  Kegelschnitte  bilden,  die  zu  einander  in  der 
besonderen  Besieknng  stehen,  dass  jode  von  ihnen  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  beulen  abrigen  die  Polfignr  der  dritten  ist/^ 

„Die  Kegelschnitte  und  A',  sind  imagiuär  bei  den  Curven 
K*^  erster  Gattung  und  reeli  hei  den  Corven      zweiter  Gattoog/' 

„Die  beiden  Punkte  anf  der  Tangente  g  von  der  Kormalcurve 

Ä"*  zweiter  Gattung,  welche  den  Tangentenkegelscbnitt  der  ent- 
spreciieBden  Tangente  g'  vom  Kückkehrschuitte  hiidcu,  werden  mit 
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dem  Icntrom  C  verboDden  durch  Gerade ,  welche  mit  dem  Mittel- 
paDktsleitBtrable  des  Bertüumngqiiaiiktes  von  g  den  Winkel  von  60^ 
bildfio.*' 

«Die  knbiscbe  Involation  um  C,  wekhe  die  Strahlen  CA  ond  CB 
in  dreifteheo  Strableii  litt,  steht  mit  den  zerfrllendeB  Tangenten- 
k^geltehnitCen  der  Tangenten  dee  Bllekkehncbnittoi  in  enger  Yer- 
biBdnng.  Iit  iigend  eine  Tangente  von  JT,  g  die  entsprecliende 
Tugenle  von  K*  und  wird  i  durch  A  und  B  harmonisch  getrennt 
von  so  werden  die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  beiden  Strahlen, 
Wtkhe  g  tu  einem  Tripel  der  lavolutiou  ergäuzau ,  zusaniuieQ  daii 
Tangenteakegelsebnitt  von  g'  bilden.'' 

A  n  k  a  ■  f 

Besiehang  anf  die  Cnrven  vierter  Ordnnog  mit  zwei 

Inflezionsknoten. 

73.  „Eine  Carve  C*  mit  deu  z\vi  i  Iiitiexionskiioten  B  und 
dum  eiiifacheii  Pnnlite  C  (Fig.  57.)  vurd  mittelst  einer  bestimmtea 
invülutürisclicü  quadraLischcu  Traualurmatiüu ,  \vfylcb(3  vi,  C  zu 
Fandameutalpunkteu  hat,  ia  eine  durch  A  uud  B  gehuude  Curve 
abergeffthrt,  fttr  welche  zwei  der  durch  A  gebenden  Tangenten 
•id  Ol  die  Curve  auf  BC^  zwei  der  durch  B  gehenden  Tangenten 
^  und      die  Corvo  anf  €A  berSbren.^ 

Es  ist  dieser  Satz  eine  uninittelbaro  Folge  der  Gesetze  der  an- 
gcwendc'teu  Iräusiürmaliüu,  welche      und  O},     uud     in  einander 

ftberfuiirL 

IL  „Mittelst  zweier  quadratischen  Ötrahleniuvolutiouen  iu  halb 
perspectivischer  Lage  kann  man  eine  Curve  durch  A  und  B  er- 
zeugen, welche  auf  der  willkürlich  durch  B  gelegten  Geraden  BC  die 
willkürlich  durch  A  gelegten  Geraden  a,  und  a^,  auf  der  wülkilrlich 
durch  A  gelegten  Geraden  AC  die  willkürlich  durch  B  gelegten  Ge- 
raden und  berührt.  Der  dritte  iSchnittpuukt  F  vou  AB  mit 
dieser  Curve  liegt  mit  dem  Puukto  D  von  BC^  der  B  harmonisch 
trenut  von  und  und  dem  Punkte  E  von  CA^  der  A  harmo- 
nisch trennt  von     und      in  einer  Geraden." 

Denken  wir  uns  um  A  die  quadratische  Strahleninvolntion,  wo- 
von Oj  uüd  ^'^^  bilden,  und  AC  ein  Düppelstrahl  ist,  ebenso 
um  B  die  quadratische  StrahleDiuYolution,  wovon  \  und  ciu 

Paar  bilden,  und  BC  ein  Duppelslrahl  ist ,  und  bringen  wir  diese 
beiden  Involutionen  so  mit  einander  iu  projectivische  Verwandtschaft, 
dass  der  Doppelstrahl  AC  der  ersten  dem  Paare  und  der  zwei- 
ten, das  Paar     uud  a%  der  ersten  dem  Doppelstrahle  BC  der  zweiten 
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und  du  die  Yerbisdongslinie  AB  der  Scheitel  anfiiehmeude  Paar  der 
enlen,  dem  diese  VerbiiidongiUiiie  BA,  ebenso  enündteode  Paare 
der  zweiten  eDtsprieht«  so  erzeagen  diese  dann  in  sogenannter  halb 
perspectivischen  Lage  verkehrenden  Strahleninvolationen  eine  Gurte 
vierter  Ordnung  mit  den  zwei  Punkten  A  und  B  als  Doppelponktea, 
welche  ans  der  Gerftdea  AB  und  der  oben  im  Satze  angewteseieii 
Corvo  C»  besteht 

Sind  ptvnApi  (Fig.  &&)  die  Strahlon  irgend  efoei  Paares  der 
Iiivoliitioii  nm  A  und  jit'  und  die  StnbleD  des  entsprechenden 
Paares  der  Involation  am  ^,  so  ist  P  der  dritte  INagonalpiuikt  dss 
voa  dea  vier  Goradea  gobüdelea  voUstftndigea  Yierseits.  Dieser 
Paakt  P  beschreibt  b^  der  Eneagaag  voa  C*  eine  Gende.  Da 
nimlicb  swei  coacentrische  Strahleaiavolatioaea  aar  eia  Stxahleapasr 
gsmeia  haben,  so  eathält  die  Strahleaiavolatioa  am  A  aar  sin 
StraUeapaar  das  voa  eiaer  willkflrlicfa  aagenommeaea  Geradea  AP 
darch  A  harmoaisdi  voa  AB  getreaat  nird;  also  eatapriohl  masr 
willkflriich  aageaommenen  Geradea*  AP  aar  eine  Gerado  ^P,  and 
umgekehrt  einer  vriilkariicfa  angenommenen  Geradw  BP  aar  eine 
Gerade  AP^  woraus  folgt,  dass  der  Ort  von  P  ein  darch  A  aad  B 
gebeader  Kegelschnitt  ist.  Aber  dieser  Kegelschnitt  entiiilt  die  Ge- 
rade da  die  il£  aafaehmeadea  Paare  der  StrahleninvolationeB 
am  A  and  B  einander  entsprechen,  aad  AP  and  BP  ia  diesem  Falle 
in  AB  hineinfallen.  Also  ist  der  Ort  von  P  eine  Gsnde.  Aber  aas 
den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Tierseits  folgt»  dasi 
P  in  Z>(Fig^57)  liegt, wenn  man  für  die  Strablenpaare  and|P|'«jik't 
die  Strahlea  <i|,  o,  und  den  Doppelstrahl  BC\  dass  P  in  £7  liegt» 
wenn  man  fOr  sie  den  Doppelstrahi  AC  und  die  8trahlea  6|  and  ft| 
annimmt  Und  audrerseits  lehren  Grenzbetrachtaagea,  dass  P  mit 
dem  dritten  Schnit^nnkte  F  von  AB  und  der  eneagten  Garve  m* 
sammenf&llt,  wenn  man  die  Strahlenpnnkte  Pt,  ^oad  p^*  la 
den  die  AB  aufnehmenden  Paaren  specialisirt  Also  liegen  i>,  F 
aaf  der  Geradea«  welche  der  Ort  der  Paakte  P  ist 

75.  „Die  Berahrangspaakte  der  sechs  Taagenten,  die  aaa  irgend 
einem  Punkte  C  an  eine  Corvo  mit  zwei  Inflezionskaoten  A  and 
B  mfi^ck  siud,  liogen  aaf  eiaem  Kegelschnitte." 

Die  erste  Polare  von  C*  für  ihren  Punkt  C  schneidet  C*  in 
zwOlf  Panfcten ;  zwei  von  diesen  liegen  in  A  auf  der  Tau^euto  dieser 
Polare  in  A  neben  einander,  zwei  andere  liegen  in  auf  der  Tan- 
geate  dieser  Polare  in  ß  neben  einander  und  molIi  zwli  anilorc 
Uegea  in  C  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  dieser  Polaru 
mit  C*  neben  einander;  die  sechs  übrigen  sind  die  r3dühriiugs|)uukto 
der  von  C  ausgehenden  Tangenten  an  C*.  Nun  wird  der  Satz  dieses 
Artikels  —  und  zur  Bewahraug  dieser  Behauptung  kann  uiau  die 
in  Artiiiei  ül.  anguiUlirtan  Gründe  wiederholen  —  bewiesen  gern, 
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sobald  gezeigt  ist,  das«  die  erst  aofgczäbltcn  sechs  der  zwölf  Schnitt- 

pnukte  auf  einem  Kegelschnitte  li^en,  dass  es  also  einen  durch 
IL  C  gcheudeu  Kegelschnitt  giebt,  welclier  in      B  und  C  die  erste 
i  üUre  von  C*  für  C  berührt 

Da  die  Tangente  in  ^  an  der  erstell  Polareo  tob  Air  C  die 
Gende  ist,  welche  C  harmonisch  trennt  von  den  Doppelpnnktstan- 
graten  von  in  so  entspricht  dieser  Tangente  in  der  in  Art  73. 
angewendeten  Transformation  die  Gerade  AD.  Ebenso  entspricht  der 

Tangente  in  B  an  der  ersten  Polaro  von  für  C  die  Gerade  BE. 
Endlich  entspricht  der  Tangente  iu  ('  an  C  die  Gorado  CF.  Aber 
JD,  BE,  CF  sind  durch  die  EckpunJtte  A^  B,  C  des  Dreiecks  ABC 
gehende  Gerade,  wekhe  die  Gegenseiten  dieses  Dreiecks  in  den 
Ponkten  einer  Geraden  schneiden;  nach  Artikel  20.  schneiden  die 
Geraden,  weiche  ylö,  BE^^VF  entsprechen,  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  also  auch  in  drei  Pnnkten  eiuer  Geraden,  und  dieses  be- 
weist, dass  es  einen  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  B  nnd  6' die  erste 
Polare  von  C*  für  C  berührt,  und  die  sechs  Berührungspunkte  der 
TOD  C  an  6'^  möglichen  Tangenten  deshalb  auch  Punkte  sind  eines 
Kegelschnittes. 

7&  CSnnren  C\  wddie  mit  einander  die  Inflexionsknoten 
il,  ^  mit  den  DoppeipnnktstaQgenteii  gemein  haben,  bilden  einen 
Bflschel,  d.  h.  die  Inflexionsknoten  die  Doppeipnnkttteogenten 

ud  ein  einfiMber  Ponkt  bestimmen  eine  euudge  Cnrvn  Tierter  Qrd* 
mag  von  der  verlangten  Beechnffeniieit^ 

Alle  Curven  6  *,  welche  .1  und  B  zu  Inflexionsdoppelpunktcu 
haben,  nnd  in  A  (Fig.  59.)  die  Düppülpuiiktstaugeutcn  a^,  a,,  in  J3 
die  Doppelpunktstangcutcn  6,,  besitzen,  haben  in  jedem  der  beiden 
Punkte  A  nnd  B  acht ,  in  nnd  B  zusammen  also  sechszehn 
Pnnkte  mit  einander  gemein.  Und  endlich  geht  durch  irgend  einen 
Pimkt  P  der  Ebene  nur  eine  dieper  Cnnren  CK  Wenn  nimUcli  die 
Geiaden  a  nad  b  die  Gendeopaare  aj ,  o,  und  6, ,  hanmmiach 
trannen  fon      lo  werden  swel  der  CnrreB  C\  weldie  dncb  P 


i)  Ei  kaaa  diss  auf  Tvnehiedim  Wdian  goeigt  werden.  Wean  swai 
Gurren  in  P  fliMn  DtqpfMlpnnkt  gemein  haben,  and  die  Doppelpanktetangentea 

der  einen  Canre  ron  jenen  der  anderen  verschieden  rind,  «o  gilt  P  schoo  Ar 
Tier  geraeii5Ächaftl5che  Punkte  der  bt-iJen  Curven;  denn  die  ?5we!  Anto 
der  eiccn  Curve  («bneiden  doch  die  zwei  Acete  der;  aadereu  Curvo.  Und 
ano  vermehrt  aicb  die  Anzahl  der  in  P  angehäuften  gemeinsamen  Punkte  nm 
iwei,  wenn  die  CurTen  aach  die  Doppelpuakt^tangentea  gemein  haben,  und 
iechMb  am  airei,  irann  ditte  Doppclponkitangeiilta  btide  lafloioBiUngenteQ 


Digitized  by  CoQgle 


152 


gehen,  in  P  bertthrl  vom  KegeMuiitte  dnrcli  ^  a,  P,  «tlöke  in  A 
▼on  a  uDd  in  B  von  h  berftbrt  wird;  alio  werden  iwei  der  Gurren 
CS  welche  donsh  P  gehen,  in  dem  nächst  anf  F  folgenden  Punkte 
—  und  dn  diese  Schlnssweise  von  Pnnia  in  Pnnkt  lortiuietm  ist 
ganx  und  gar  coincidiren.*) 

77.  ..MittelHt  zweier  quüdraübcheü  StrahleninTolutioiieü  kaon  nvan 
eine  Garve  erzeugen,  welche  die  willkürlich  gegebenen  Punkte  A  and 
B  zu  Inflezionsdoppelpnnkten ,  die  willkürlich  durch  A  geführten 
Genden  nnd  6|  zu  Doppeipnnktstengenten  vnd  den  wülktrllch 
gegebenen  Paukt  P  in  einem  einfachen  Paukte  hat*' 

Denken  wir  uns  nm  A   die  quadratische  Strahleninvolntion, 

welche  das  Paar  fij,  und  deu  Doppclstrahl  AB  enthält,  ebenso 
um  D  die  quadratisi  lio  Stnihleninvolutioa ,  welche  das  Paar  i, ,  l/^ 
und  den  Do]ipeistraül  BA  cuthält,  und  bringen  wir  diese  Involutionen 
80  mit  einander  in  perspoctivische  Verwandtschaft,  dass  Jlf  Doppcl- 
strahl AB  und  das  Paar  ^ä»  ^^^^  ^"^'^  Di  ppelstrahl 
BA^  das  die  Gerade  AP  enthaltende  Paar  und  das  die  Gerade  BP 
enthaltende  Paar  einander  entsprechen,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectivischen  Strahleniuvolntioneu  offenbar  die  verlangte  Curvo  CK 
Wirklieb  ist  diese  Erzeugangsweise  nicht  verschieden  von  jeuer, 
welche  man  erhält,  wenn  imiii  auf  d\Q  Erzeuguugsweise  der  6'^  von 
Artikel  74.  die  in  Artikel  73.  angeführte  quadratische  Transformation 
anweudet. 

78«  „Jede  Curve  mit  zwei  Inflexionsknotcn  kann  ak  eine 
Corre  mit  einem  Mittelpunkte  und  iwei  öymmetiicaGhsen  pngicirt 
werden.^ 


S)  Ahm  ist  die  Differeatiiilgloichong  dieser  Cunrenfeaulie  in       von  er- 

•lea  Grade.  Iii  4le  VerbindongtÜnitt  4ar  beiden  Inteiooekiioten  durch  «=0 
nd  find  die  beiden  Geraden,  wdche  diefe  VerUndnngelinie  hamonlidi  tmmen 
von  einen  de»  beiden  FlMra  von  Deppeltnngenton,  dwch 

0  s  0  und  y  «  0 

gegeben,  so  Iit 

worin einen  willkürlichen  Parameter  vorstellt,  die  Gleichung  der  Curvenfamüi«. 
Und  projicirt  mun  nun  die  Inflcxionsknoteo  io  senkrecht  auf  einander  stehen* 
den  üacbtoQgen  ia's  Uaeadliclie,  äo  lät 

die  Gleichung  der  Prqjeclion.   Alto  giebt  Differentintion  wirklich 
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Wir  utondieid«!!  hMei  wieder  swel  FiUe,  «ad  betraditoa 
Mch  eioaader  eiue  C*  mit  iwei  reellen  und  eine  C*  mit  iwei  coa- 
jegirt-imagtnäreii  laflexioosdoiipelpankteii. 

Sind  die  Inflexiousknoten  Ä  und  B  reell,  so  kuunen  die  Paaro 
von  Doppelpuuktstangenten  jede  für  sich  entweder  reell  oder  con- 
jugirt  imgiuär  sein*).  Unabhüu«|:ig  .hiervon  ist  aber  der  dritte  Dia- 
gonalpaukt  C  (Fig.  60.)  des  von  den  Deppelpuuktstaagenton  ge- 
bildeten Vierecks  immer  reell.  Denn  dieser  Pankt  C  ist  der  Schuitt- 
pOQkt  der  Geraden,  iwelche  AB  barmouisch  trennen  von  den 
Paarea  a,,  und  ,  ft^i  diese  beiden  Geraden  AC  nnd  BC 
sind  reell,  da  sie  eine  reelle  Gerade  von  zwei  coujugirt  imaginären 
Geraden  harmonisch  trennen*).  Nun  kann  man  die  Curve  central 
so  prujiciren,  dass  die  Projectioneu  ^1'  und  U'  von  A  und  B  in  senk- 
recht aufeinander  stehenden  lUchtungen  in's  Unendliche  verschwinden, 
wobei  dann  die  Projeetion  C  von  C  Mutclpuükt  und  die  Geraden 
CA'  und  C,  B'  Symmetrieachsen  der  Projeetion  werden.  Es 
wild  dann  uümlich  die  Projeetion  von  Fig.  GU.  die  in  Fig.  61.  ge- 
gebene Form  annehmen.  Und  hieraus  folgt  dann,  dass  die  beiden 
qua. liM tischen  Strahloninvolutiünen  aus  in  Bezug  auf  C  A'  und  C'B' 
symmeLrischen  Strahlenpaareu  bestehen,  und  die  vier  Schnittpunkte 
Tou  zwei  einander  entsprecheLücu  i  aureu  also  die  Eckpunkte  sind 
eines  Rechtecks  mit  den  Seitenrichtungen  CA'  und  C*B*  and  dem 
Schüittpunkte  C  der  Diagonalen.  Projiciren  sich  aber  die  beiden 
Strahleninvolutionen  derweise,  dann  ist  oflfenbar  C"  Mittelpunkt,  und 
C'A'  and  C'B'  sind  Symmetrieachsen  der  Projeetion  der  Corre. 

Der  Grund  daiür,  dass  jede  Ciirve  (  "^  mit  zwei  reellen  luHexions- 
kcoten  A  und  Ü  als  eine  nm  zwei  senkrechte  Achsen  symmetrische 
Mittelpuuktscurvo  projieirt  werden  kann,  i^.t  nach  dem  vorher- 
gehenden hierin  zu  buclien ,  dass  die  ^on  den  einander  ent- 
sprechenden Strahlenpaareu  der  hnohiticau n  i  nud  B  gebildeten 
vollständigen  Vierseite  den  Punkt  C  zum  genn  inschaftlichen  ^ritten 
Diagonalpunkt  haben.  Dies  ist  auch  ] eicht  uus  Fig.  60.  zu  er- 
kennen. Die  beiden  Diagonalen  -O^      und  E^E^  des  Vierecks  a^b^a^^ 


•)  Daa»  di«  Paai«  tob  Taqganlaii  eoi4vc>'^i"Mgiiiir«  Oarata  liiid,  falb  lia 
IbfAavpt  iaagiolf  nsd,  itl  der  Analjiis  a«  entmbBoii*  Der  Faakt  C  ist  der 
Müs  BekpukI  dei  in  der  vorbirfekiaden  Note  acboa  angemideleo  Coor- 
Caateadnieckf. 

4}  Aatb  dieaca  Bcaoltat  iai  der  Awülfäs  aa  eetfebM. 
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werden  nämlich  jede  fOr  eich  von  den  beiden  Strahleninvolutio- 
nen  in  zwei  Pnaktinvolationen  geschnitten,  die  ideDtisch  sind;  denn 
die  Involution  auf  D^/j^  hat  die  Doppelpunkte  C  und  i>,  jene  auf 
E^Ef  die  Doppelpaakto  C  and  A.  Und  da  nun  ÄC  die  Strahlen» 
paare  der  Involution  um  und  BC  die  Strahlenpaare  der  Involution 
nm  B  harmonisch  trennt  von  AB,  ist  F  der  dritte  Diagonalpunkt 
von  jedem  voUständigon  Yierseite,  dessen  Seiten  swet  einander  ent- 
sprechende Strahleniiaare  dieser  Involntion  sind. 

Wenn  die  Doppelpunkte und  B  conjugirt-imaginär  sind,  so  sind 
es  auch  die  DoppeljiunktstangLuteu.  Da  aber  zwui  Luiijugirt-ima- 
giuärc  Gerade  eiueii  i  ct  llea  Schnittpunkt  haben ,  yo  können  nicht 
und  Äj  zu  und  cunjugirt  sein,  sondern  es  niuss  einer  Doppel- 
tangente durch  .4,  eine  Doppeltangente  durch  B  conjugirt  sein.  Aber  dann 
sind  von  den  vier  i'uukten  D^^D^^  ^'^^  ^'-t  (Fig.  60.)  auch  zwei  nicht 
auf  einer  nämlichen  Seite  des  Vicrseits  a.^a.^b^l)^  liegende  Punkte, 
z.  B.  die  Punkte  DJj^  reell,  und  die  andern  dann  E^^  conjugirt- 
imaginär.  Und  hieraus  folgt  wieder,  dass  C  als  Punkt,  welcher  auf 
^^i^i  die  Punkte  Z^j  und  liarmonisch  trennt  von  i4ß,  reell  ist.  Da 
nun  dieser  reelle  i^unkt  C  der  drilLü  Diaguualpuukt  ist  von  allen 
vollständigen  Vierseiten,  deren  Seiten  zwei  einander  entsprechende 
Paare  sind  von  den  Involutionen  um  Ä  und  B,  so  besitzt  die  Curve 
C*  mit  den  imaginären  Intiexionsknoteu  A  und  JJ  neben  jedem  re* 
eilen  Punkte  P  auf  CP  einen  zweiten  reellen  Punkt  P',  der  von  C 
und  AB  harmonisch  von  P  getrennt  wird.  Und  deshalb  wird  man 
die  Curve  C*  central  nur  so  zu  projiciren  haben,  dass  die  Projectionen 
A'  und  B'  mit  den  imaginären  Kreispunkten  der  neuen  Ebene  rar 
sammenfallen ,  um  in  der  ProjecUonscnrve  eine  Curve  C  «n  erhallen« 
die  in  der  Projection  C'  von  C  einen  Mittelpunkt  hat  Aber  hier- 
mit ist  noch  nicht  nachgewiesen,  dass  die  Projectionscurve  Achsen 
hat  Ist  C  (Fig.  62.)  der  Mittelpunkt,  und  sind  und  die 
reellen  Schnittpunkte  der  Doppelpunktstangenten  dieser  Pro- 
jectionscurve, so  erkennt  man  und  ihre  Mittelsenkrechte 
CE  unmittelbar  als  Symmetrieachsen  von  dieser  Curve;  da  ein  Um* 
klappen  der  Figur  um  irgend  eine  dieser  beiden  Goraden  eine  neoe 
Cnrve  liefert,  welche  mit  der  vorhergehenden,  ausser  sechszebn  Schnitt- 
pnnkten  in  den  imaginären  Kreispunkten  noch  die  acht  Schnitt- 
punkte mit  den  beiden  Geraden  gemein  hat  und  also  mit  ihr  sa- 
BammenflUlt 

Wir  nennen  die  Cnrven  mit  zwei  reellen  Inflexionsknoten 
wieder  die  Curven  erster  Gattung,  die  Cnrven  C*  mit  zwei  co^jngiri' 
imaginären  Inflexionsknoten  die  Curven  zweiter  Gattung  dieser  Spe- 
eles. £s  sind  dann  von  dieser  Speciee  die  MittelpnnktK«r?en  wieder 
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tk  Normalcarve  erster  und  als  Normalcorve  iweiter  Gattung  zu  be- 
sekhaea. 

79.  JBß  giebt  drei  venchiedene  Arten  von  Nonnaleanrea  C* 
«nCer  Otttong  nnd  nnr  dne  Art  Ton  NormalcarTen  aweiCer  Gattang/' 

Die  Normaicurven  C*  erster  Grattang  teilen  sich  in  drei  Arten, 
jenachdem  die  beiden  reellen  luflexiousknoten  Knuknpunkte,  oder 
einer  von  beiden  ein  Knotenpunkt,  und  der  andere  ein  coDjugirter 
Ponkt,  oder  aber  beide  conjugirtc  Punkte  smd.  Sind  die  In- 
flexioDsknoten  Knotenpunkte,  so  ist  die  Curve  ihrer  Gestalt  nach 
Dicht  von  der  ersten  Normalcurve  erster  Gattung  (Fig.  22.)  ver- 
schieden; nur  gebt  sie  nidit  durch  den  Mittelpunkt  C,  den  conjugirten 
Punkt  von  jener  Corre.  I>ie  EweiCe  Art  toh  Notmalcorveo  er- 
iter  Gattnag  mit  einem  conjugirten  Inflexiontknoteii  A  nnd  einem 
Inflexionflknoten  B  mit  reellen  Boppelpanktatangenten  ist  in  Fig.  63. 
Tugeflihrt;  es  giebt  die  Fignr  von  ihr  zwei  Terechiedene  Formen 
nad  an,  die  bei  Paiameteränderung  dnrch  die  iweite  Kor> 
nalcvre  hindurch  in  einander  flbergehen.  Und  die  dritte  Art  von 
Momalconren  erster  Gattong  mit  swei  Inflexkmsknoten  A  nnd 
dsraa  Doppelpnnklstangeoten  slmtlich  imsginftr  sind,  giebt  Fig.  64. 

Es  giebt  nur  eine  Art  von  Normaicurven  C*  zweiter  Gattung, 
da  bei  imaginären  Inflcxiooskuoten  keine  üuterscbiedo  in  den  Dop- 
pelpunktstangenteu  obwalten  können.  Von  ihr  giebt  Fig.  65.  zwei 
verschiedene  Formen  C,  und  C,  die  bei  Parauicteräuderung  durch 
die  Lemniskate  bin  iu  einander  übci^ohen  können.  Diese  Curve 
iit  bekannt  als  das  Oval  von  Cassini  ^j. 


5)  Die  Oleicfaung  der  Carve  ist 

Sad  o  und  b  beide  ugm^tio  bat  man  n  mit  der  enlea,  hebeaauad  b  tu» 
•cbiedene  Zeichen,  so  hat  xdbd  es  mit  der  sweiten,  sind  a  and  fr  beide  positiv, 
M  bAt  MB  es  aul  der  diittea  Art  der  Norawlcanrea  Ca  enter  Qattoag 

m  Um. 

6)  Die  Qleiebang  der  Cnnre  ist 

Ift  die  Carva      (VSg.  as.)  beitiaMik  daroh  die  InAezionOnolea  A,  Ü, 

üe  Infiexionsdoppeltangenteu  a,«  und  fr|,  6,  in  di^n  Paukten  nod  dea 
Paukt  P ,  so  hat  der  KegeUcbnitt  ,  welchen  in  A,  B  and  P  die  erste  Polare 

▼OD  P  in  Bezug  anf  borfihrt,  den  Punkt  P'  zum  Pole  von  AB.  An  der 
HormalcurTe  zweiter  Galtung  angepasst,  findet  miu\  ahci,  dass  der  Kros, 
welcher  diese  Curve  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  uud  in  P  berührt, 
Minen  Mitiel^uakt  hat  im  Punkte  F't  weicher  m  der  (Fig.  68.)  tun  I^i-D^ 
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nmgelegten  Trusfomation  der  reciproken  Radien  mit  der  Potent  CD,  dem 
Punkte  P  enttpricht.    So  findet  man  weiter,  dass  der  Ort  dieter  MitlaIpwriitB 

für  die  bei  dm  verschiedenen  Punkten  der  Curve 

loifcoitiiiM  SniN  m»  Com 

2a*  ab 
ift;  f5r  dteee  Corv«  Hegen  di«  DopptItmiDpmkto        and  i){  In  einer  BnW 

i»nxk^%  ~-  y^i  voa  C  0.  8.  w. 

Ane  der  lelileren  Betmchtnng  entaebmen  wir,  daai  die  Kormale  in  irgend 
einem  Punkte  P  too  einer  Ovale  ron  Cneeini  den  Pnnkt  i"  enthllt,  welcber 
P  in  der  nngedentecen  ningelcigien  TranelbmMtien  ton  fedprokcn  Rndien  ent- 
ipridit  Oieeee  Beenltnl  gilt  «neb  Ar  den  beeonderen  Fidl  der  Leniniikete. 

In  der  leMen  BenMrknng  lit  die  einfediate  LOenng  der  An%nbe  enttnlttn: 
in  einem  Pnnkt  P  vo^.  einer  dnreb  dfeeen  Pnnkt  P  nnd  die  beiden  0oppel* 
brtnnpnnkie  beedmmten  Orele  von  Oeielni  die  Normtie  nnd  ifie  Ihngnite  m 
eoastmiren.  Ist  ntmlich  einer  der  Doppelpunkte  ond  C  der  Mitldlpnnkti 
eo  bcetfanmt  mna  den  Pnnkt  P*  mitielat  der  beiden  Beietionett 

2C.I\CP*  mm  z.PCD^  und  CP.OP*  ^CD;*\ 

denn  iet  P/"  die  Normnle  in  i>  an  der  Cnrve  n*  i.  w.  Bei  der  Lemnitkaie 
iit  nleo  die  Binhfillende  der  Verblndnngilinie  dee  Lemniekatenpnnktee  d  mVk 

dem  Punkte  von  dem  Wendeecbnitte ,  welcber  dem  Q  entapreebenden  Punkte 
C'  diametral  gegenflberliegt  tu  gleicber  Zeit  die  Evolute  der  Lemniiknte}  aie 
iet  eine  Cnrve  C*^  eecbter  Ordnung  nnd  aecbeter  Gleeie  von  der  OleielHnig 

(man  veigleiebe  «die  I<emttiiknte  in  rationnler  Mandlnng  foa  Dr.  Bmü  Wqrr« 
Art.  SO). 

Ib  wbrd  anck  leteht  geomeiriieb  erkannt,  data  die  Evelnte  derLemniäkale 
von  der  aecbiten  Clawe  im.  Iet  P  ein  gegebener  Pnnkt  nnd  I  irgend  eine 
Oerade  dnreb  P,  ao  wird  der  KegelaebnitC,  welcber  in  der  um  die  BranU" 
pnnklenaehee  nmgel^te  Tranaformation  der  redprokeo  Bedien  der  Qeradeu  f 

enlapridrt.,  I  in  iwei  Punkten  adioeiden.  Also  ist  der  Ort  der  einander  ent- 
apreebenden Punkte,  deren  Verbindungslinien  durch  P  gehen,  eine  durch  C 
und  die  imagin&ren  Doppelpunkte  der  Lemniskate  gehende  Cnrve  dritter  Ord- 
nnng,  welche  auater  diesen  Punkten  noch  aeclia  Punlcte  mit  der  Lemniakate 
gemein  liat. 
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VIll. 

Beitrag  zur  Lehre  von  Bewegung 

eines  festen  Körpers  in  einer  incoinpressibeln 

Fliiasigkeit. 

i 

Fr.  Kötter. 


Bekanntlich  hat  Diricblet  die  Bewegung  YoUst^ndig  bestiramt 
welche  ein  irgend  wie  bewegter  fester  kugelförmiger  Körper  in  einer 
ihn  umgebenden  incompressibeln  reibungslosen  Flüssigkeit  hervor- 

nift.  Es  ergiebt  sich,  dass  man  den  Druck ,  welchen  die  Flüssigkeit 
aaf  den  Körper  ausübt,  ansehen  kann  als  die  Resultante  zweier 
Krätte,  nämlich  des  hydrostatischen  Druckes  und  einer  Kraft,  deren 
Angrift^pnTikt  der  Mittelpunkt  der  Kunkel  ist,  deren  Grösse  propor- 
tioDal,  und  deren  Richtung;  entgcgeugeset/t  der  Beschleunigung  dieses 
Panktes  ist.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken,  und  die  Mas:»e  der  Kugel  homogen  ist,  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  ia  gerader  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort- 
schreitet 

Ein  ib«lic1ie8  sctMinbar  bisher  nicht  TerOffentUchtei  Qetets  gilt 
toch  dann«  «enn  die  MaseenTerteilong  der  Engel  nicht  homogen  ist 
An  dem  Ober  den  Dmck  Oeiagten  kann  nun,  ohne  anf  den  hydrodynn^ 
mischen  Ausgangspunkt  rarOdongehen ,  mit  den  Uifsmitteln  der  ge* 
w6hntieben  Mechanik  folgern«  dass  bei  beliebiger  MaiienverCeilnng 
<in  gewisMsr  zwischen  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  gelegener  Pnnkt, 
wenn  äussere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  geradlinig  mit  constanter 
Gochwindigkcit  sich  bewegt.  Dass  wir  beim  Beweise  dieses  6e* 
iBlns,  welchem  die  folgenden  Seiten  gewidmet  sind«  aaf  den  hydro- 
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dynamischen  Ausgangspunkt  zurückgreifen,  hat  erstens  den  Zweclc,  das- 
selbe für  eine  ganze  Reihe  von  Körpern  darzutnn.und  zweitens  den  Zweek, 
den  innern  Grund  desselben  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wir 
werden  zeigen,  dass  das  fragliche  Theorem  und  etliche  audere  damit 
im  Zusammenhang  stehende  dann  gelten,  wenn  die  Gestalt  des  Körpers 
zwei  sich  senkrecht  schneidende  Symnietrieachsen  besitzt,  in  denen  sich 
je  zwei  Paare  Symmetrieebenen  unter  rechtemWinkel  schneiden.  Solche 
Körper  sind  z.  B.  der  Würfel,  das  regelmässige  Oktaeder,  die  Kogel, 
der  Kürper,  dessen  OberflAche  die  Gleichung  bat: 

n.  a.  m.  üm  uns  künftig  unnütze  Weitläufigkeiten  au  ersparen, 
weiden  wir  derartige  Körper  beliebiger  Massenverteilung  dadurch 
beseichnen ,  dass  wir  sagen,  ihre  Gestalt  sei  im  hydrodynamischen 
Sinne  regelmässig  oder  trage  den  hydrodynamischen  Charakter  der 
KogeL 

Fflr  die  modernen  Methoden  zur  Bestimmnng  der  Bewegmgs- 
gldehnngen  eines  beliebigen  Kdipen  in  einer  idealen  Flttsaigkeit  ist 
der  Umstand  von  besonderer  Bedeatnng,  dass  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeit  sieh  ebenso  wie  dii^enige  des  KOipers  darstellen  llsst 
als  homogene  qnadratische  Function  der  Gescfawindigkeitsoomponenien 
««10,  welche  der  Anfangspunkt  eines  in  dem  Körper  festen  Coor- 
dinateosystems  nach  dessen  Achsen  besitst,  nnd  der  drei  Botttionr 
eomponenten  pqr  ^  Körpers  nm  diese  Achsen.  Besitien  nlmUch, 
wie  wir  annehmen  wollen,  die  nnf  die  FIflssigkeit  wirkenden  Krifts 
dn  Potential,  so  rind  bei  passend  gewähltem  AnfiuMpinstand  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  FlftssIgkeltsteUefaena,  dessen 
Coordinaten  in  dem  bezeichneten  CoordinatensysCem  m^n  sind,  die 
Ableitangen  einer  Function  ^  nach  acyn.  Ab  Function  der  Zeit  i 
betrachtet,  ist  dieselbe  eine  lineare  Fnnetlon  der  sechs  Grössen 

«Vi+^'M+vVs+P  94+991+«*  9s 

deren  Coefficienten  9,,  gpy,  . .  <pQ  zwar  von  orys,  nicht  aber  von  der 
Zeit  i  abhangen*  Der  Charakter  der  Functionen  ist  durch  die  geo- 
metrische Gestalt  des  Körpers  bedtogt,  wird  aber  durchaus  nicht 
durch  dessen  Massenverteilung  beeinflusst.  Die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit,  d^en  Dichtigkeit  q  sein  möge,  erhalten  wir  durch  das 
dreifache  Integral 


1)  Kirchhoff:  Ucbor  die  Bewcjrun^  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flfts« 
sigkeiL    Borcharüu  Jouniai  Bd.  71.  ItiGti. 
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welches  aber  den  ganzen  nnendlichen  Kaum  za  erstrecken  ist  mit 
Aasnahme  de^cuigen  Teiles,  welcher  von  dem  festen  Körper  aus- 
geföllt  wird;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  also  in  jedem  Augen- 
blick dieselben.  Uuraas  erhellt  dann  unmittelbar,  dass  die  lebendige 
Kraft  wirklich  die  angegebene  Form  hat.  Bezeichnet  mau  nun  mit 
T  die  gesamte  lebendige  Kraft,  d.  h.  also  die  Summe  derjenigen  des 
Körpers  und  derjenigen  der  Flüssigkeit,  mit  X,  y,  Z  die  Compuuen- 
tensnmmeu  und  mit  MjrMyAfj  die  Drebungsmomente  sämtlicher  auf 
die  Flüssigkeit  wie  auf  den  festen  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte, 
so  erhalt  man  das  folgende,  zuerst  von  Kirchhoff  in  voller  Allge- 
meinheit entwickelte  System  von  Differeatialgleicbaugeu  fur  die  Bd- 
f^Dg  des  gegebenen  Körpers: 


BT        Bl  . 

dt  (sD 

BT        BT  .  „ 

d  fd7\ 
A  \dp)  - 

hT        BT  .  BT 

BT 

d  (dT\ 
dt  \dqj  " 

BT       BT  .  BT 

i  ©  - 

Bl       BT  ,  37* 

Dtsielbe  itimmt  in  seiner  Fonn  wesentlich  mit  demjenigen 
IbeielD,  wekties  die  Bewegung  eines  Körpers  im  leeren  Baume  dar- 
tldlt  Wie  man  nnn  bei  dem  letsterwfthnten  Problem  die  Bewegung 
ssf  ein  im  Batme  festes  CoordinateniQrstem  besieben  Icann,  so  lassen 
lieh  ancb  in  dem  bydrodynamiseben  Problem  fbr  die  Componenten- 
nunmen  nnd  Drebnogsmomente  in  Besag  auf  drei  im  Baume  feste 
Acbsen  AasdrfldLe  in  den  Bewegungs-  und  Lageelementen  des  KOr- 
peis  ablöten.  Wir  bezeiebnea  die  neuen  Coordinatenaehsen  als 
%t  {;  Aehse,  mit  S,  Zdie  Componentensummen  nach  diesen  Acbsen 
iid  mit  ttißifi  die  Bicbtnngscosmus  der  Achsen  der  beiden  Systeme 
ta  einander  in  der  Weise,  wie  sie  durch  das  nacbsteheade  Schema 
Terdentlicht  wird: 

£  % 

n  ßi         ß»  ßt 

t        n        f$  n 
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Die  drei  GlaiclmgeB,  welche  den  tntiultteriselien  Gleichöngmi  ftr 
den  leeteD  Baum  eoteprecfaen,  laateii  dann: 


Auch  diese  Oleichangen  itimmen  in  ihrer  Form  mit  den  enU 
sprccheDden  des  zur  VergleicbuDg  herangezogeneo  einfkeheren  Pie- 
hleros  wesentlich  flberein;  gewöhnlich  werden  in  dlewn  Falle  die 
letztangefahrten  in  etwas  anderer  Form  aafgefttbrt,  welche  die  ein- 
fache mechanische  Bedeutung  der  Grössen  besser  henrortreteii  liest, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  aaf  der  linken  Seite  ste- 
hen. Diese  Grössen  sind  bekanntlich  die  mit  der  MasM  des  im 
leeren  Raum  bewegten  Körpers  multiplicirten  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit seines  Schwerpauktee.  Deswegen  liefern  fUr  die 
wegung  im  leeren  Banm  diese  Gleichungen  eine  klarere  Einsicht  in 
das  Wesen  der  fortschreitenden  Bewegung  als  die  erstgenannten 
Gleichungen.  Anders  bei  der  Bewegung  in  der  Flflssigkeit;  dort  haben 
im  allgemeinen  die  Grössen 


u.  s.  w.  niclit  mrlir  t  iiie  so  einfache  Bedeutung,  und  daher  bieten 
diese  Gl<  it hiin^^rn  niclil  mehr  den  Vorteil  wie  vorher.  Zwar  lieferu 
sie  ia  gfwisseu  eiüfachen  Falicü,  z.  B.  wenn  keine  Knilt  oder  nur 
die  Schwere  wirkt,  je  ein  Integral,  dafür  bringen  sie  aber  aujh  schon 
frühzeitig  die  Richtung  der  Achsen  selbst  in  die  Gleichungen;  des- 
halb empfiehlt  es  sich  bei  dem  hydrodynamischen  Problem,  nament- 
lich in  dem  Falle,  dass  keine  änsseren  Kriifto  wirken,  znn.'\chst  bei 
dem  bewegteu  Coordinatensystem  stehen  zu  bleiben,  wie  es  die  F'or- 
scher  auf  diesem  Gebiete  bisher  getan  lialH  u.  In  dem  speciellen 
Falle,  welchen  wir  jetzt  ins  Auj:o  lm  üssI  haben,  lassen  sich  für  den 
leeren  Raum  sämtliche  Integrale  des  Systems  von  6  Differcntial- 
gleichungea  für  uvwpqr  finden.  Bei  dem  hydrociyüamischcn  i'ro- 
blem  lassen  sich,  wenn  die  Form  dcb  feston  Korpers  völlig  willkür- 
lich bleibt,  nur  drei  und  zwar  t  nicht  explicite  enthaltende  Integrale 
findeu.   Clebsch  ')  hat  aber  gezeigt,  dass,  wenn  eiu  weiteres  von  < 


1)  afatbematitcbe  Aimaten.  B4.  S.  pag.  S8S— SSS.  1871. 
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freies  lategral  bekaaut  wäro,  sich  mit  Hülfe  von  Jacobi's  Theorem 
des  letzten  Multiplicators  ein  f&nftos  derartiges  Integral  and  dauu 
auch  das  sechste ,  i  enthaltende  Integral  finden  lasse.  Die  Frage, 
onter  welchen  Umständen  das  fehlende  vierte  Integral  durch  eine 
constant  zu  setzende  hüinogene  hutiarc  utirr  quadratisciio  Fnnctiou 
geliefert  wird,  huautwortct  dir  genannte  Furscher  dahin,  dabs  diese 
Möglichkeit  an  gewisse  Kelatioueu  zwischen  den  Coefäcienten  der 
FonctiOD  T  geknöpft  ist  Die  £rfallang  der  für  den  ersten  Fall 
nötigen  BedingangoQ  hatte  Eirchhoff^)  schon  vorher  dnreb  die 
TCfeittfiiebeDde  ABsehnie  erreicht,  daae  der  KOrper  lowol  in  Oe- 
tlalt  wie  in  HeaseaverteUnng  den  Charakter  eines  RotationikOrpers 
hit,  d.  h.  zwei  Paare  tob  senkrecht  anf  einander  stehenden  Sym* 
nelrieebenen  beiltat»  deren  Schnittlinien  snaammenfidlen.  Das  Inte- 
gial,  wdchea  sich  in  diesem  FaUe  ansser  den  drei  erwähnten  finden 
lisst,  drückt  aas,  dass  der  KOrper  mit  eonstanter  Geschwindigkeit 
m  seine  Achse  rotirt.  Den  zweiten  Fall,  dessen  LOsnng  in  einem 
spedetlea  Fall  Herr  Weher  *)  anf  Thetainnctionen  zweier  Variablen 
lurflcfcgeflUirt  hat,  welche  lineare  Functionen  der  Zelt  sind,  Usst 
sieh  ansehen  als  die  Bewegung  gewisser  Körper,  deren  Geatalt  nnd 
Msssenverteihing  drei  senkrecht  anf  einander  siehende  SymmeCrie- 
sbanen  hesitzt. 

Der  Umstand,  dass  der  Teil  der  leboiidigcn  Kraft,  welcher  von 
dem  fesleu  Körper  selbst  herrührt,  schuu  von  voriihcTüiu  eine  ge- 
wisse einfache  Form  bat,  lässt  voraussetzen,  tiasa  sciioii  dio 
Annahme  gewisser  Symmetrien  der  Form  hinreichen  werde,  den 
Aiiidmck  für  die  lebendige  Kraft  za  vereinfachen.  Wir  wollen  die 
Richtigkeit  dSeser  Toranssetznng  an  dem  Beispiel  der  Körper  dartnn 
deren  Gestalt  den  Charakter  dw  Kegel  hat  Za  dem  Ende  wählen  wir 
das CoordlDatensystem  so,  dass  die  y  nnd  die  «Achse  mit  je  einer  der 
beiden  Symmetrieachsen  zasammea&llen.  Anf  den  Teil  der  leben* 
digen  Kraft,  welcher  von  der  Bewegung  der  Flflssigkeit  herrflhrt, 
hat  nnr  die  Gestalt,  nicht  aber  die  Bfassenverteilung  des  festen  Kör- 
pers Elnflass;  es  lassen  sich  also  auf  diesen  Teil  dieselben  Ueber* 
legongen  anwenden,  welche  Kirchhoff  snr  Yerein&chnng  des 
Insdmcks  der  lebendigen  Kraft  des  gesamten  Systems  bei  Botations- 
kflrpem  gebrancht  Berficksichtigen  wir  zonftchst,  dass  die  Gestalt 
des  Körpers  in  Bezog  anf  die  s  Achse  den  Gharacler  einer  Botations- 
fliehe  hat,  so  erhalten  wir  ÜBr  den  fraglidien  Teil  der  lebendigen 
Knft  T  den  Ansdnick 


1)  VergL  aach  KApeke:  Mathematiidi«  Annalen.  Bd.  12.  pag.  387« 
«et.  1877. 

S)  MAthematitche  Annalen.   Bd.  14.   pag.  173.  1879. 
Ank.  tat  Ifatk.  a.  Fk|i.  8.  Baik«,  T«U  TL  II 
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Da  aber  aach  in  Besag  aaf  die  y  Achse  die  Oeetalt  des  feetea 
EOrpen  den  Cbaralcter  einer  Rotaüonaflftche  bat,  eo  moas 

sein.  Wir  können  daher  den  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
der  Flüssigkeit  herrabrt,  schreiben.: 

l{JfV  +  t,>+«.»)+L(p>+g«+r«>| 

Derselbe  stimmt  also  genau  ttbereln  mit  der  lebendigen  Kraft  einet 
homogenen  kngelfSrmigen  festen  Körpers  von  der  Hasse  M'  und 
dem  Trägheitsmoment  Z«,  welcher  mit  dem  gegebenen  Körper  derart 
fest  verbunden  ist,  dass  der  Hittelpnnkt  der  Kngel  mit  dem  geo- 
metrischen Hittelpankt  des  Körpers  zusammen  ftllt  Es  braadit 
nicht  besonders  hervorgehoben  sn  werden,  dMS  diese  Eigenschaft 
selbstverstftndlich  nnabh&ngig  von  der  Wahl  des  in  dem  gegebenen 
KOrper  festen  Goordinaten^tems  ist  Wir  kOnnen  uns  daher  die 
gesamte  lebendige  Kraft  vorstellen  als  die  lebendige  Kraft  eines  ein* 
zigen  festen  Körpers,  dessen  Masse  besteht  aas  der  Masse  M  des 
gegebenen  Körpers  und  der  Masse  M\  weiche  wir  künftig  als  mit» 
gefilhrte  Masse  beseichnen  wollen. 

Der  Scbwcrpnnkt  des  ganzen  Systems ,  von  welchem  wir  jetst 
sebr  wol  reden  können,  ist  leicht  aufzufinden;  er  teilt  die  Yer- 
bindnngslinic  des  Schworpmiktos  des  gegebenen  Körpers  nnd  des 
Scbwerpuuktcs  der  mitgefübrten  Masse,  d.  h.  des  Mittelpunktes,  nach 
dem  Verhältniss  der  beiden  Massen.  S'nd  die  Coordiuatcn  dns  Massen- 
mittelpunktes für  den  gegebenen  Körper  c,  so  bat  also  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  Coordinaten 

_     M  M  M 

In  demselben  Sinne  ist  man  nach  den  bisherigen  Entwicklungen 
berechtigt  von  Uaupttrftgbeits- Achsen  des  ganzen  Systems  in  Bezug 
auf  seinen  Schwerpunkt  zu  sprechen.  Wäbleu  wir  nun  diese  Linien 
zu  Goordinatenaxen ,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Sy- 
stems die  Form  an: 

In  uuserm  Falle  bietet  die  Bczugnahmo  auf  ein  im  Räume  festes 
Coordinatensystem  dieselben  Vorteile  wie  bei  der  Bewegung  im 
leereu  Kaum;  denn  die  Ausdrucke 
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nehmen  liier  die  einfachere  Form  an : 

Die  zweiten  Factoren  dieser  AosdrOcko  sind  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  nach  den  Achsen  des  im  Räume  festen  Coordinaton- 
systems  für  den  Anfanpfsi  unkt  des  beweglichen  Systems  und  keimen 
also,  wenn  die  Coordmaten  des  letzteren     ^,  t  Bind,  geschrieben 

dr  rfT'  dt' 

For  die  fortschreitende  Bewegang  des  Körpen  haben  wir  alio 
die  folgenden  Gleichungen 


denn  Inhalt  vch  lolgendermaaaaen  in  Worten  aaii|nieehen  Uaet: 

„Bei  der  Bewegung  eines  festen  Körpers,  dessen  Oestalt  den 
hydrodynamischen  Charakter  einer  Kugel  hat,  in  einer  incompressi- 
hdn  reibungslosen  unendlichen  Flüssigkeit  beschreibt  ein  gewisser 
zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  seinem  Schwerpunkt  gelegener 
Pnnkt  dieielba  Bahn,  welche  der  Schwerpunkt  ^nea  ans  der  eigenen 
aad  der  mitgefilhrten  Miwae  gebildeten  Kdrpen  nnter  Eänflnaa  der- 
Mlben  intaeren  Krifte  im  leeren  Banm  beschreiben  wttrde.** 


Wirken  apeciell  gar  keine  taaseren  Krftfto,  so  iat 

^    €l     ^  ii 

Wir  erhalten  also  folgende  ErwMtemng  des  in  der  Einleitung  er^ 
wähnten  Theorems  von  Diiicblet: 

„Welcbea  auch  Immer  die  tfaasenverteUnng  innerhalb  einen 
Kaipera  TOn  Kugelgestalt  sein  möge ,  stets  ttsst  sich  anf  der  Ver- 
hindmigBHnie  Toa  Schwerpunkt  und  Mittolpnnkt  ein  Punkt  finden, 
welcher  mit  conatantar  Geschwindigkeit  in  gerader  laaie  lort- 
lebreitet** 

Ist  der  Kfjrppr  und  die  ihn  nmgebende  Flüssigkeit  der  Schwere 
nnierworfen,  so  muss,  damit  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  rohe, 

II» 
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dnrdi  eine  dort  Mfgwtellte  FUche  ein  gewisser  Druck  uigeftbt 
werden,  welclier  dem  bydrostatiicfaen  Dmck  gleich  Ist  Dieter  Dmck 
würde  im  Stande  sein,  die  durch  die  consCnnte  beschlennlgende  Kraft 
herforgemfene  Wirkung  anfonheben,  wenn  der  ganie  Raum  mit 
FlOssigkeit  erfUlt  wäre;  es  ist  also  die  Resultante  sftmtlicber  auf 
den  flüssigen  Teil  des  l^ystems  wirkenden  Krftfte  gleich  dem  Gewicht 
deijenigen  Masse,  welche  den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen 
Baum  aoBzuflUlen  im  Stande  wäre,  oder  gleich  dem  Gewicht  dsr 
sogenannten  Yerdrängten  Hasse,  welche?  wir  M*  nennen  wollen. 
Ihr  AngrUbpunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Kdrpers,  ihre  Bichtnag 
deijenigen  der  Schwere  entgegengesellt  Geben  wir  der  (  Achse 
die  Bichtang  der  Sehwere^  so  ist 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung  lauten: 


„In  einer  schweren  incompressibeln  Flflstigkeit  bewegt  sich  also 
ein  Punkt  eines  schweren  KOrpers,  dessen  Gestalt  den  Charakter 
der  Kugel  hat,  gerade  so,  wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  festen 
Körpers  von  der  Masse  (M-]-M')  im  leeren  Raum  unter  Einfluss 
der  Constanten  bescbteunigenden  Kraft  g(M  —  M" )  bewegen 
wfirdn;  d.  h.  in  einer  Parabel.  M  ist  die  eigene  Masse  des  Körpers, 
M'  die  mitgefhhrte  und  M"  die  verdrängte  Masse  der  FlOssigkeit'* 

Die  rotatorische  Bewegung  des  Körpers  erkennt  man  leichter 
unter  Beibehaltung  des  im  Körper  festen  Coordmatensystems.  Die- 
selbe wird  bei  der  spociellen  Form ,  M'elcho  die  lebendigo  Krall  lu 
uuserem  Falle  hat,  gcgcbou  durch  die  Gleichungen : 


=(<J.-'P,)OT  +  J<. 


Sind  die  Drehnngsmomente  der  äusseren  Kräfte  bekannt«  so  ist  das 
Problem  der  Rotation  ebenfalls  identisch  mit  einem  derartigen  Pro- 
hlesae  ffir  den  leeren  Baum.  Wirken  speciell  gar  keine  äusseren 
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Erifte,  so  rotirt  der  EOrper  in  der  Flfissigkeit  am  den  Schwerpunkt 
des  ganzen  Sjiteins  in  derselben  Weise  wie  ein  fester  Körper  im 
leeren  Ranm  nm  seinen  Schwerpunkt  rotirt  Yereinlgen  wir  das  mit 
dem  Aber  die  fortschreitende  fiewegnng  Gesagten,  so  erhalten  wir 
das  Theorem: 

^Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  bewegt  sich  auch  ein  nicht, 
komogener  fisster  KOrper  regelmässiger  Gestalt  in  einer  incomprcs- 
dilen  Fllltsigkeit,  wie  sich  ein  gewisser  durch  Gestalt  uud  Massen- 
ivteilong  des  gegebenen  bedingter  Körper  im  leeren  Raum  bewegen 
itrde.  Die  Bolle  des  Schwerpunktes  spielt  dabei  ein  Punkt,  wei- 
te die  Yerhindangslinie  von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  nach 
dem  Yerhiltniss  der  mitgeführten  und  der  eigenen  Masse  teilt.** 

In  Bezog  auf  die  fortschreitende  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers  wird  durch  das  Vorhandensein  einer  schweren  Flfissigkeit 
keine  andere  Aendcmug  der  Bewegung  bewirkt,  als  dass  die  Gon* 
itaato  der  Beschleunigung  verringert  wird.  Die  Rotation  des  festen 
Körpeit  in  einer  schweren  Flüssigkeit  folgt  Jedoch  nicht  so  einlMdiett 
Gesetzen,  wie  die  Rotation  im  leeren  Bann.  Bekanntlich  rotirt  ein 
frti  beweglicher  Körper  im  leeren  Raum  um  seinen  Schwerpunkt 
gcfide  so,  als  ob  gar  keine  äusseren  Krt^fte  wirkten.  Es  beruht  das 
darauf,  dass  die  äusseren  Kräfte  —  hier  lediglich  die  Schwere  der 
einzelnen  Teile  des  festen  Körpers  —  eine  Besnltaate  haben,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  des  festen  Körpers  geht,  und  also  in  Besag 
uf  keine  dnrch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ein  Drehungsmoment 
ktben  kann.  Bei  der  Bewegung  in  einer  Flfissigkeit  wirken  jedodi 
iwei  Kräfte  entg^engesetzter  Bichtang,  deren  Angriiqiunkte  ver- 
schieden sind,  nämlich  im  Schwerpunkte  des  Körpers  seid 'eigenes 
Gewicht,  im  geometrischen  Mittelpunkt  der  hydrostatische  Auftrieb, 
welcher  gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Masse  ist  In  Beeng 
anf  das  zu  Grunde  gelegte  Goordinatensystem  mflge  der  Schwer^ 
linkt  die  Coordinaten 

M'  M'  2\r 

hihen;  dann  hat  der  Mittelpnnkt  die  CoordinaCen 

Äf  Bf  üf 


die  Drehoogsmomente  in  Bezug  auf  die  im  Kurpcr  festen  Achsen 
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Die  "Rotation  dos  Körpers  mm  den  Coordinateaanfangspunkt  gehorcht 
also  dem  durch  folgeode  GleichaDgon  daigestellfcen  Gesetz; 

<^  ^  -  ( A  -  Ri)rp +9     M+M'~^  ^''y» -  ^/i) 

Durch  GlekhnngeB  von  derselben  Form  ist  aber  die  BotaHoB  etnei 
sdiwoiai  KAipen  im  leeren  Raum  bestimmt,  welchen  man  in  einem 
von  seinem  Schwerpunkt  verschiedenen  iPunkt  befestigt  hat.  Wir 
haben  temach  das  Theorom : 

„Der  Schwerpunkt  der  mitgeführten  und  der  eigenen  Masse 
eines  in  einer  schweren  incompressiblen  Flüssigkeit  frei  beweglichen 
schworen  Körpers  von  regelmässiger  Gestalt  aber  beliebiger  Massen- 
vcrteilang  bewegt  sich  wie  der  Schwerpunkt  eines  festen  Körpers  im 
leeren  Raum  iu  einer  Parabel.  Während  aber  im  leeren  Raum  die 
Rotation  eines  festen  Körpers  um  seiueu  Schwerpunkt  so  beschaffen 
ist  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten,  rotirt  der  Körper  in 
der  schweren  Flüssigkeit  um  den  genannten  Punkt  in  derselben  Weise, 
wie  im  leeren  liaume  ein  gewisser  schwerer  Körper,  von  welchem 
ein  vom  Schwerpunkt  verächiedeuer  Funkt  befestigt  isL 

Fanen  wir  das  Gesagte  nodi  siiimal  smammmi,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  l^nfliiBs  der  FIflssigkeit  anf  die  Bewegung  eines  festm  Kdr^ 
pers  regelmftssiger  Gestalt  in  ihr,*abgeseh6n  vonder  Modificatioiider 
ftosserea  Kräfte  nach  dem  Gesetz  des  Archimedes,  anfsetal  werden 
kann  als  eine  Vermebmng  der  Masse  nnd  der  Trft^eitsmomente, 
verbanden  mit  einer  Verlegung  des  Schwerpunktes  und  des  l^tems 
der  Hanpttilgbeltsaeliseii.  Das  gilt  selbstverst&ndlidi  anch  dann 
noch,  wenn  der  ftste  Kflrper  dardi  irgend  welche  Yorrichtangen  an 
der  freien  Bew^ng  gehindert  ist,  wenn  er  z.  B.  gezwungen  ist,  sieh 
rotationslos  in  gerader  Linie  in  bewegen,  oder  wenn  er  rieh  ledig- 
lich um  eine  feste  Achse  drehen  kann.  In  den  beiden  genannten 
Fillen  ist  sogar  die  Möglichkeit,  den  Einfluss  der  FIflssigkeit  anf 
die  BewQgong  des  Körpers  in  der  genannten  Weise  zu  beschreiben, 
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nidit  in  die  Bediogang  der  rogehniialgen  Qeitilt  gokiiflpft,  flondern 
gQt»  wie  Herr  CNeamaan  ^)  nachgewieeaiif  hat  fiDr  beliebige  KOrper, 
lobald  Dar  voraosgesetzt  werdeu  darf,  dass  der  von  der  Flüssigkeit 
erftUle  fiaam  eialacb  BiiMmmenhaQgend  ist  £b  mag  dem  Verfasser 
dieser  Abheadliiog  zam  Schlnss  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass 
daatelbe  auch  noch  bei  einem  höheren  Grade  von  Freiheit  der  Be- 
wegung gilt,  Dämlich  bei  der  Rotation  nm  einen  festen  Pankt.  Wenn 
keine  äussere  Kraft  oder  nnr  die  Schwere  wirkt,  so  ist  das  Problem 
der  Rotation  eines  beliebigen  Körpers  im  wesentlichen  identisch  mit 
dem  entsprechenden  Problem  für  den  leeren  Ranro;  das  Vorhanden- 
sein der  Flüssigkeit  bewirkt  einerseits  eine  Vermehmng  der  Träg- 
heitsniomcnto  und  eine  Drehnng  des  Systems  der  Hauptträghcits- 
achseü  für  den  Rotationsmittelpankt,  andererseits  nach  dem  Gesetz 
des  Arehimedes  eine  Vermiaderung  des  Gewichten  and  eine  Verlegung 
des  Schwerpunktes* 

BeriiB,  1887. 


1)  C.  NeiuDann,  U/drodjnamifche  Untersuchängea.  Leipsig  1883.  pag. 
79  und  84. 
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Principien  der  n  dimezisioiialeu  Gurventheorie. 

Von 

Hoppe. 


f.  1.  AnordBangdD. 

Die  Lage  einea  Punkts  yarliie  mit  n  (vorbeiiiltlicli  erUftrter 
Befthnmwig}  nnabhäagigoD  OrOisen,  die  wir  als  Ceordloaten  bezogen 
anf  n  orfhegoaale  Aien  anfiiuseii.  Sind  diese  Goordiaaten  sämtlidi 
Fonctioneii  eines  Parameters,  so  enengt  der  Pnokt  eine  linie  t. 

Bei  Norrnirung  der  Plii^i^iischaftcu  dieser  Linie  lassen  wir  uns 
von  foigendou,  in  der  Baumcurveutbeorie  gemachten  KrffthruQgen 
leitet 

'  i)  Fast  aHe  allgemeinen  Bestinunnngen  lassen  sieb  mit  An« 
wendong  einer  einzigen  Coordinate,  welcbe  vennOge  ibrer  beliebigen 
Lage  alle  flbrigen  Tertreten  kann,  warn  Ausdruck  briiigen.  In  gegen* 
wftrtiger  Darstellnag  sind  ancb  die  wenigen  Ausnahmen  vermieden. 
Wir  werden  jeden  Punkt  durch  oine  Coordinate,  jede  Blcbtung  durch 
den  Ricbtnngscodnus  besllglich  anf  eine  Aze  beseidmen;  JSN  soll, 
wo  keine  Summationsgrenzen  dabei  stehen,  und  N  Function  von 
Grössen,  die  von  der  Lage  jener  Aze  abhängen,  Ist,  die  Summe  aller 
Analogen  bezOglicb  auf  idie  n  Azen,  und 

die  Determinante  des  Systems  bedeuten,  dessen  erste  Horizontalreihe 
allein  ansgeschrieben  ist,  während  die  übrigen  als  Analoga  daraus 
hervoigeben. 

2)  Die  Ranmcurventheorio  bat  gezeigt,  dass  die  allyemeinon 
Probleme  sieb  sehr  vereinfacben ,  wenn  man  das  Bogenelement  und 
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Vit  flui  »De  LlneargrOBMii  Torent  eUndnlrL  Die  EUmination  toD- 
fiehen  wir,  iDdem  wir  die  Conre  sieht  all  Ort  eines  Tiriabeln  Pnnktei, 
londeni  ils  EinbflUende  einer  TangeateiueliAr  aoffusen  und  die  Tan* 
geoten  direb  gleicbgencbtele  vem  Anfuigipiuikt  amgdieiide  StraUen 
enetieo.  Da  alsdann  die  actnellen  Tangenten,  Noimaleii  n.  s.  w. 
nidit  Torkommen,  so  werden  wir  (abgeielien  Ton  einer  voriiereiten- 
den  Betraditaaf  )  der  Eflrae  wegen  die  gleicligeriditeten  Stralden  lo 
nennen. 

3)  Gleichwie  in  der  Raumcurvcntheorle  wenden  wir  den  Krtlm- 
inuii^swiQkel  T  als  Parameter  an  und  bezeiclmon  die  Differential- 
tjuoüeaten  einer  Function  N  nacii  x  durch 

N\  N",  ...  NW 

Die  Grösse  r  ist  dann  der  vom  Endpunkt  der  auf  dem  Tangenten- 
strahl  abgetrageneu  Strecke  =  1  erzeugte  Bogen. 

4)  Es  läset  sich  leicht  bemerkeii,  dass  alle  Glieder  einer  Bsihe 
schon  durch  An&ngs-  nnd  Endglied 

Np,  ... 

kenntlich  sind,  wenn  iV,  zugleich  als  allgeneiaeB  OUed  anfgefAsit 
werden  kann.  Ist  f<p,  so  bat  die  Heihe  kein  Glied«  und  Ihre 
Somme  iet  nnll. 

$.  2.  Oscalirende  lineare  Gebilde. 

Ein  Gebilde  M  oecolirt  in  mter  Ordnung  ein  Gebilde  Ä  im  ge- 
neinsamen Punkte  wenn  ein  Punkt  aaf  A  im  einliush  anendlich 
kleinen  Abatand  Toa  P  <dien  inendlicb  kldaen  Abstand  mehr  als 
«ter  Ordnung  von  B  hat 

So  osculirt  in  1.  Ordnung  die  Tangente,  in  2.  Ordnung  die 
Schmiegungsebene,  in  3.  Ordnung  der  Schmiegiiiigsraum  (für  4  Di- 
mensionen) die  Curve,  weil  der  Nachbarpunkt  des  Ijorührungspunkta 
aaf  der  Cune  bzbw.  um  liue  UnendHchkleine  2.,  3,,  4.  OrdDOOg 
von  den  genannten  linearen  Gebilden  entfernt  ist 

^ie  oseulirende  lineare  mdehnung  Em  ist  der  Schnitt  von  «^m 
(«~l)dehnQngen  elnsebi  ansgedrflckt  durch  die  Gleichnagen: 

I  /  ...         I-«   /(M^w  ...  /C»-i)  1-0  (1) 

{i^m,   ...   tt— 1)  (2) 

wo  {  den  erzeogeoden  Punkt  von  £»• ,  «  den  gemeinsamen  Ponkt 
loa  £m  und  der  Curve  und  /*  den  Biehtnogsoorinna  der  Tangente 
sa  «  im  Punkte  m  beaeidiaet^. 
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üm  dies  wa  bendwn»  id  li  an  Punkt  der  Ciinre  Ar  den  Bofen 
«+dt.  Dum  ist  dessen  normaler  Abstand  von  der  linearen  (»—1) 
deiinniMi  (1) 

WO  M  die  Qnadratwanel  au  der  Qnadratsamnie  der  CoefiBäenten 
der  Analogen  von  {g^«  bedeutet  Entwickekt  man  Ii  nach  dem 
tajlorscheii  Satae,  so  erhalt  man: 

wo  12  ein  endlicher  Hitlelwert  von  g^jqpi  bei  Yanation  von  •  bis 
«-(-^  ist   Da  nnn  if-A  *o  wird  li-^c  von  der  Foim: 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  Gl.  (3)  heben  sich  dio  X 
Beibenglieder  als  proportional  den  vorhergehenden  Yerticalreihea  dar 
DetenninantOi  nnd  ea  bleibt  nnr  der  liest»  n&mlichs 


M 


Nun  ist  nach  der  Bestimmung  (2)  +  1  >  i»,  folglich  sämtliche  A;. 
unendlich  klein  mehr  als  mter  Ordnung,  folfzlich  auch  der  Abstand 
von  Ii  und  soweit  überhaupt  die  genannten  (n— 1) dehnangea 
einen  »idelinigeu  Schnitt  haben. 

Nachdem  hiermit  der  analytische  Ausdruk  der  Oscnlirenden  fest- 
gestellt ist,  verschieben  wir  rjfn  bei  unveränderter  bteiluiig  so ,  dass 
der  Puukt  x  in  den  Anfaugäpuukt  rtlckt,  uud  bezeichnen  mit  der 
oscnlirenden  linearen  mdehnong  Em  die  durch  die  Gleichungen 

I  f  ...  ...  /■(»-!)  I  «0  (A«m,  ...  »— 1) 

ansgedrOckCe. 

Biese  u'^m  Gleichosgen  werden  erMt  doroh  die  Werte 

aowie  dnidi  jeden  linearen  Complei  derselben^  nmiihelirt  ial  Em 
bestimmt  dnnsh  die  m  StraUen  /; ...  fCM-i). 


Liegl  irgeod  ein  Stnhl  in  so  hat  sein  Biebtansnosiniis  die 
fofin 


le  9t 


Invarianten  beseichnen. 


$.  3.  OrthogoQales  begleitendes  Axensystenu 

IiiDerhalb  Em  gibt  es  auf  Em-i  im  Anfangspunkt  nur  einü  be- 
stunmte  Normale,  deren  Kicbtuugscosinus  jm  sei.  Bestimmt  ist  sie 
dtdorch,  dass  sie  auf  Jen  m  —  1  Strahlen  /,  .../("^^  senkrecht 
steht  Die  Bedingongen  sind  also  einerseits: 


ladrerseits,  solem  sie  in  Em  liegen  soll: 


(4) 


wo  Mm  aich  durch  die  Bedingung 

^fm*  -  1  (6) 

bflitimmt»  naehdeni  ttber  den  willkflrlichen  Factor  der  A  YerIQgt  Ist 

Führt  mm  deu  Wert  (5)  in  die  Gl.  (4)  ein  und  setzt 

M  -  J5jrw/a)  (7) 


M  erhJÜt  man: 


,-2:   A«i«O.A  =  0;   ...    £  Ax^fm-^ 


(8) 


Fegt  man  zu  diesen  ai— 1  Gleichmigen  als  mte  die  CU.  (6)»  io 
gibt  die  Anflflsnng: 

fS^O         9o.«-s  / 


Mmfm  ^ 


Uentifieirt  nan  diese  ffleidmng  mit  61.  (5X  so  drflckt  sie  die  Werte 
von  Alm  in  Unterdetenninanten  ans.  Von  diesen  Coeffidenten  haben 
die  swei  leisten  besondere  Bedentong.  Sei  deshalb 
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Dana  ist 


m 
* 

^.0 


«  • 


Nach  GL  (6)  htt  man  snr  Bestimmmig  toa  Mm\ 


Die  GL  (8)  nnd  (9)  geben: 

;tfo  JT. 

folglich  ist 


(11) 


(12) 


(18) 


(W) 


(15) 


Der  Strahl  /m  steht  als  Normale  von  Em-i  auf  den  Strahlen  /, 
/t>  *  •  •  Bonkrecht  Dies  Buccessive  auf  Z^,  ...  A  angewandt 
ergibt,  dass  die  n  Strahlen  f  =  /'s,  /'s,  ...  A  ein  orthogonales  System 
bilden.  Wir  nennen  dasselbe  gleichwie  in  der  Kaumcnrventheorio 
das  begleitende  Axensystem,  den  Strahl  fm  die  m  te  begleitende  Axe, 
80  dass  fi  die  Tangente,  die  HanptDormale,  die  Binormale, 
die  Xrinomude  a.  s.  w.  daratelit. 


f.  4  Differentialformel  ittr  die  BicbtmigscoBiiins 

der  begleitenden  Axen. 

Differentiirt  mnn  GL  (5)  nach    lo  liaft  4m  Beiultai  dieFom: 


(16) 


ond  der  leiste  (MBdeni  den  Wert: 

•^m— lfm  Km^l 


Mm 


Nach  GL  (9)  iit 


Mm  Sf^^fm  —  *m 


(17) 
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Biisrentiirt  nun  die  Ol.  (4)  nebst  dieier,  to  kommt: 

0  (»  —  0,  ...  m  — 2) 
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md  mar  ist  nach  Ol.  (4)  (18) 


0 


l 


and  sei 

Daua  hat  mau: 


(«  -  0,  ...  m— 3) 

(SSM— 8) 

(«  =  0,  ...  m  — 3) 


(19) 


/  0  (if  =  0,  ...  m- 
(  X  (a-M-1) 


Za  diesen  m  Gleichangen  kommt  als  (in-|-l)te  die  Gl.  (16);  dann 
ist  die  Ckkefficientendetennioante  nach  61.  (9) 

ned  die  Anflösnng  de«  Gleichnngieyeten»  lantet: 

3/wifi/w.f i  B). 
«0^     •«*  «a»-s     ^»-8     fokM-i  f 

m  m  *  •  . 

•  •  •  •  • 

9X-\A  1..  n-l.«-t  91-1.  M>9  91-l.»-t 


...  0 


Mm 


9l^l,Q  ...  ^X+l.««^  QX^\,m~2 


düs  iät  fftr  1     m  iiacli  Gl.  (17): 


I 


...  ^»..s     MM-t     ^«-1  / 


«»-1.0  ...  (i»-l,m--3  ««-1,111-2  «»i-l,«i-l  Z^*"'*^ 


...  0 
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^74  Bopptt  BrinapÜH  der  n  dmetmoitttim  Cmvtntheorie, 

WO 

AUÄ-     •  :         :        :  (81) 

gssetzt  lit»  und  Fm  dnreh  di«  Gleichuig 

als  Bifibtaiigiootiiiiit  einet  fltnlüei  beetünmt  werden  aoll. 

Multiplicirt  man  Ol.  (20)  mit  /»,  so  gibt  die  Sammo  der  Ada- 
logen: 

nnd  d»  naeli  Gl.  (81)  (11) 

JNmSfmFm'»-—^  (8S) 

Ist: 

Jetzt  lautet  Gl.  (20): 

Vom  Strahle  i'inist  einerseits  aus  Gl.  (21)  zn  ersehen,  dass  er  auf 
den  Straliltn  /,  ...  fi^-^)  und  f<*'-'^\  mitbiu  auch  auf  denjenigen, 
dtreu  Hichtungscosinus  lineare  Complexe  derselben  sind,  seukredit 
stellt.   Solche  Complexe  siad  aber  uacb  Gl.  (4)  fx\f%%  /«-^ 

Andnneits  seigt  GL  (4),  dtss  die  StraUeii 

auf  allen  Strahlen  senkrecht  stehen,  deren  Bichtnngscosinns  linenie 
Complexe  von 

U  f\  ...  /<— »> 

sind.  Mithin  Mich  nitf  dem  StmUe  Fm^ 

Demnach  steht  auf  allen  begleitenden  Axen  senkrecht  aniser 
fm  and  /«i-i.   Folglich  hat  es  die  Form 

F^  -  «/«.+/3/«-x 
WO  die  InTuianten     ^  die  Gleichnng 

«s^^  - 1 

erldtent  und  swar  erhilt  man  dniein: 
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Hoppt:  Principien  der  n  dinuHtionaUn  CurvtiUheorie,  ^75 
a  «  ß       Zfm^yFn,  (26) 

EKtiricfcelt  num  fm  und  /»^i  nach  Gl.  (5),  so  kommt: 


ilio  nach  Ql  (18): 
daher  wird 

ud  nach  Gt  (S5) 

oder  nach  Gl.  {15> 


(27) 


Sei,  om  nacbtrfiglich       za  berechnen, 


(88) 


X=m-l 

A=0 


iaaa  iat  Ca  als  Coeffident  von  /i^)  in  61.  (21)  bekannt,  ans  welchem 
aaa  ersieht,  daas 

*=*5r*^.  .  _i  0         (A«=0,  ...  TO  — 3,  m— 1) 
kt  Daher  wird 


- -CU-tÄ«=^ö«jU  (31) 

uüd  nach  Eiusetzuag  der  Werte  von  Mm,  Mm-u  in  Gl,  (27) 

_         Hm  fm  —  VÄwÄm-a/m— l 

^-  y^^=   ^""^ 


voraas  beiläatig  die  Identität: 
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M  tmat  sor  Abkttnniig 

P^^lßs^g^  (81) 

dann  Uotet  CM.  (SS): 

und  zwar  ist  ist  Pq  =  0.  MiUtiplicirt  man  mit  fm  aod  sumuurt 
voa  m  »  1  an,  so  kommt: 

£  fkfk^Pmfmfm^l  (36) 


f.  5.  KrflmmaageiL 

In  der  BAnmcnrveBtheori«  werden  die  Krammnngen  dnidi  die 
OmtingeaiwiDkel  der  TnageDte  nnd  Sahmiegnngsebene  gemesaeii 
Will  man  diese  oscolireaden  linearen  Grebilde  durch  ihre 

Normalen  ersetzen,  so  zeigt  sich,  dass  die  Normale  der  Tangente 
nur  dann  gleiche  Winkel  mit  dieser  erzeugt,  wenn  sie  sich  l&ngi 
der  Schmiegnngsebene  bewegt  Die  Hanptnormale  entspricht  dieser 
Bedingung  nicht:  indem  sie  sofort  ans  der  Sehmiegungsebene  her- 
anstritt, bildet  sie  dnen  andern  ConUngenzwinkel,  nJLmlich  den,  wel* 
eher  die  Totalkrflmraang  bestimmt  Fflr  ebene  Cnrren  sind  beide 
Winkel  gleich ,  weil  die  osculirende  Ebene  fest  ist  Ebenso  erzeugt 
die  Normale  der  Schmiegungsobeoe  gleiche  Winkel  mit  letztereTt  wel 
der  osculirende  Baum  fest  ist 

Wenden  wir  dies  anf  Curven  in  der  festen  linearen  n  dehnung 
an,  deren  oscnlirende  lineare  Gebilde  ...  Em-\  variabel  sind,  so 
babea  wir  zwei  Begriffe  zu  unterscheiden:  Krttmmangen  scblechtbm 
nnd  TotalkrQmmangen,  welche  wir  nun  folgendermasscn  definiren. 

Deriation  des  Strahles  fm  heisst  der  Winkel  zwischen  den  Nor- 
malen auf  der  osculirenden  linearen  (m  dehnung  und  ihrer 
Conseculiven  innerhalb  £w.  Sie  sei  bezeichnet  durch  DleGrösseu 

heiasen  die  mte  KrUmmnug«  das  fm— l)te  ErUmmungswhftltnisSi 
der  mte  Krttmmnngswinkel. 

Der  Contingenzwinkel  des  Strahles d.h.  der  Winkel  zwischeo 
dem  Strahle  und  seinem  Coasecutlven,  sei  bezeichnet  durch  dom-h 
Die  Grössen 


9<fm     Bern  , 

beissen  die  mte  Total  krümm  ung,  das  (m-l)to  Totolkrtaimitli«- 
verbÄltüiss,  der  mte  Totalkrümowiigswinkel. 

£■  |tt  mm  mnt  die  Devittion  von  /,»  als  Winkel  zwischen 

/m   und  /m  +  q>m^ 


la  berechnen.  Sofern  letzterar  in  liegt,  nui  «ein  Bichton«^ 
eoMiis  di6  Fom  (5)  haben.  Man  iauin  dalier  eetseo: 


Dum  gihi  die  Qaadrttonmme  der  Asniogen: 

wonos,  da  der  Wert  von  AU*  bekannt  ist: 

ITm  ff^  SB  9tm-l  Km  (38) 

Die  zweite  Bedingnng  ist,  dass  der  StnOü  fm+f»^  aaf  den 
CoQsecntiven  der  m  — i  Strahlen 

f^^   (l»«0,  ...  m-2) 

i  L  inf  den  Strahlen 

iuiikrecht  steht   Ls  mass  also  sein 

<iAs  ist 

fcrO     ^^'^'^  (,»=»^2) 

mte  Gleichung  erh&lt  man  aas  (37)  nach  Snbtnction  dei  Yoa 
h  freien  Teils,  nftmlich: 


uüd  nach  AuAösuDg  deä  äyäteuiSf  deäseu  CüelüdeuteudetermiiiaQle 
Mm  fuk  ist : 

•  •  ♦  • 

^AJI»/«-|     0  ...0  —Km  Wm+Af«.9>» 

•  •  •  • 

•  •  «  • 

•  •  •  • 

das  ist  für  il  =  }/i  —  1 
Nach  Ol  (30)  aber  ist 


JUnt 

Om-lMm  •  )i«  liP —  ~  «« 


Km 

woraus: 


Demnach  ist  die  DeTiation  tob  A» 


öT.,-1  -     ivm  ax)«  -  -^^^^—^öT  (40) 

Qod  das  (m— l)to  Krümmangsverbältiiiss 

T.-  -  (41, 

I'ührt  man  diesea  Wert  io  die  Differeotialformel  (28)  ein,  so 
laatct  sie: 

dfm       fm  {  1  ÜT.«  --  r'm-l  OTm-l  (42) 

und  am  Anfyig  imd  Ende  der  Beihe  dchthar  m  macbeii: 


1    —  /löfj 

•  •  » 

•  •  « 

•  •  • 

»  — /«-lÖfn-l 
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Hieraas  ergeben  sich  nach  der  Formel 

die  TotaUcrCUnmaDgsverhiUUiisse: 

tfW  -  T«,'«+f'«-i»  (43) 

eioxelii: 

•  •  • 

•  *  • 

•  •  • 

ond  in  invener  Entwickelang: 

tV-i""'    (—1)*-»-»  tfV  (44) 


worans  zviscbeo  allen  Totalkrammoogen  die  Relation  hervorgellt: 

(-i)iei't-.o  (45) 

Die  ForiMl  (42)  stimmt  mit  der  in  der  Theorie  der  dreifach 
gekrammtea  Carren  (Onin.  Arch.  LXV.  p.  337  Ol.  (9})  anf  anderm 
Wege  hergetettetea  aherein.  S>tM  sie  für  jede  Dimensionszabl  gilt, 
iit  erst  jetzt  bewieaen. 


$.  6.  Rednction  der  Invarianten. 

Die  71  u  Invariaüteu  Qx,k  reducireu  sich  zunächst  wegen  qm,1'^qä,x 
aaf  ^»(m  +  I). 

Ferner  erh&lt  man  durch  Differentiation  der  Gl.  (7),  vrenn  man 
der  Klinse  wegen 

setzt: 

ft^y «  (2Ä)A^*4*+2        (2Ä)A«kfU+»-A  (46) 

-  2  ^*(2Ä+1)APHA.U2H1-A  W) 
AsaO 

IMeae  3  Bdatioen  r^hen  hin  das  io  das  Quadrat  geordnete  Q]ratem 
(10)  auf  die  «  Werte  der  positiven  Diagonale  und  deren  Differential- 
qnotienten  Imear  snradanfllhren.  Die  erstere  Formet  enthftlt  nnr  p 
von  gerader,  die  letstere  von  nngerader  Indezsnmme.  Die  AnflOsnng 
den  enrteni  Qleichnngssystems  lautet: 
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V  (-l>*+^j^^(Ä+A)aA^+»-AP^)  (48) 

Zum  Beweise  setzen  wir  lAr  den  DUüBrentuJqnottenten  den  Wert 
(46)  ein,  dann  kommt: 

*»+»  ■  ,fo(-i)**'j4ä<*+*>""**>*»*^ 

Hnn  ist 

Ä=0  jf=A 
—      ««  (— A  —  t^)x  (A+ ;»)x_A 

«SS«  A=:X4./i 

also  der  Coef&cient  von  a^-t* 

=  j  °  J<,JJ  (49) 

Inebeiondere  fOr  |»  s  0 

^2!' (-A)ä(A)a  -  0  (Ä>0) 

Hiemach  wird  Gl.  (48)  identisch  erfhUt 

Aus  der  Lösung  von  Gl.  (46;  ergibt  sich  leicht  die  von  GL  (47).  Sei 

woraus  durch  Differentiation: 
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Fuhrt  mui  rar  lAAsa  die  Werte  am  61.  (48)  ein,  wo  ergibt  sich : 

*,_(_!)»+» 

Demnach  ist 

/.=h  2A-4-1 

Ferner  ilnd  die  folgenden  Aofiuigswerte  bekennt 

Tabelle  fttr  ^aji 
k 

Ol     2  8 


0 
1 
9 
3 


10-10 
Ol  0 
—1  0 
0 


Ä,  =  l  (51) 
Sind  nun      t'^y  ...  t'm-i  gegeben,  and  man  setzt 

80  vird  nach  Gl.  (41) 


.1 

daher 

oder  direct 

JCm  -  (*',«- V,— 8  (52) 
Ferner  Uni  sich  61.  (10)  ichreiben : 

Xm  —  -Km-i  9m-i  +  ^  (63) 

wo  Q»  ans  Elementen  besteht,  deren  9  Indices  eine  Somme  <2te— 2 
hsben,  die  sieh  sinttUlch  nedh  61.  (48)  (50)  aaf 

^0»     ßli     •■•  P«-2 

and  deren  Differentialquotienten  rcduciren  lassen.  Sind  also  alle  K 
bis  Kn  nnd  alle  Elemente  der  Diagonale  bis  Qm-%  bekannt,  so  er- 
gibt sicii  Qm-i  durch  61.  (53).  Die  voraosgeeetzten  q  aber  erhält 
man  succefisive  durch  die  Gleichungen 

•  •  • 

•  •  * 

•  •  • 

Km  ~  Km~l  ^ 

DtB  Resultat  laatet: 
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Dnrcli  die  KrammangSTeriiftltniue  bis  x'm^i  sind  alle  Elemente 
der  Determinante,  welche  Km  ausdrückt,  besümmt  und  lassen  sich 
nach  den  Gl  (d2)  (53)  (48)  (50)  darans  berechnen. 


f.  7.  Cnrven  constanter  Krflmmongsverh&itnisse  und 

coDStanter  ürUmmuugen. 

Sind  all©  n  —  2  KrOmmungsverbäUnisse  ...  t'„_i  constaut, 
so  siod  nach  §.  7.  auch  alle  ^,  mitbio  alle  CoeMcienten  A  constant. 

Sei  nnn  die  lineare  (li^l)dehnnng  ^.i  fest,  mithin  die  Com 
nur  (ii^2)fiush  gekmmmt  Dann  kann  man  deren  Nonnale  an  einer 
Coordinatenaze  nehmen,  wahrend  die  « —  1  ftbrigen  in  £W>i  ^eo. 
Diese  Normale  hat  aber  die  Bichtnng  des  Strahles  /«;  folglich  sind 
alle  Analogen  von  A  beiltglich  anf  Axen  innerhalb  Bm-^i  null,  nnd 
Ol.  (9)  Ist  nach  Snhetitntioa  von  «  für  m  homogen  linear  in 

Hier  ist  indes  •  die  beliehige  Dimensionssahl ,  die  der  gansea 
Beohnnng  sngmnde  liegt  Man  kann  dafür  anch  n+l  schreihea. 
Dann  geht  die  Anaahme,  dasa  £»-1  fest  sei ,  in  die  nrsprdnglicho 
Voranssetsung  einer  festen  linearen  »dehnnng  Em  aber,  nnd  die  Spe- 
cialisiraog  ist  keine  mehr.  Wir  haben  gemlss  Gl.  (9),  worin 
m  —  «+1  an  setien  Ist: 


-0 


\  Qn.Q     ...  fn.«-X 

nnd  da  nach  GL  (48)  (50)  für  conatante  f 

H    0-^    0  .../ 
0     fi  0  -PI 

— Pi  0  p,  0  ...r 

0  -Pi  0    p»  .../- 


(54) 


Ist: 


ü 


(55) 


=:  0 


(66) 


An  dieser  Gleichung  bemerkt  man,  dass  der  Coefficient  jedes 
^(»_24_i)  Q^jj  jedem  Terrae  der  Entwickeinng  einer  belie- 

bigen Determinante  |  qx,x  \  ist  n&mlich  die  Summe  dsr  Indiccs 
£»+£X  eine  gerade  Zahl  Tritt  nnn  an  die  Stelle  Ton  p»«»  wie  in 


dar  n 


185 


(54)  BO  mtus  f&r  ungerades  n—»  auch  roiDdcstons  ein  Element 
Jede«  TeffiDB  der  ütiterdetermiiiante  eine  ungerade  Indexiiiiome  haben, 
d.  L  nach  Gl.  (55)  snU  sein,  .woraus  das  Gesagte  folgt. 

Hiemach  wird  Gl.  (56)  fttr  gerade  n  —  2v: 


0    — et 

0  9i  0 
— 0  f» 


0  / 
...  Hm»^  0 

0  r 


(-1)*^  0  (-1)^+^1 
lär  nogerade  n  =  2v-f- 1 : 

0 


-0 


(57) 


Cd 
0 


9i  0  ...  0  r 
0         ^,  ...  (— l)»<hr+i  0 


»•0 


■         •  «  •  . 

*  .  >  .  a 

Die  voUsOadigen  Integrale  beider  äleichnagen  aind  Ton  der  Form 

wo  dir  f:  i:anze  r'iinrtioncn  von  t  oder  constant,  die  ^  COAStant 

and  dorcb  bekannte  Gleicbongeu  bestimmt  sind. 

Da  nnn  /  die  Grenzen  ±1  nicht  flberscbretten  kann,  so  können 
die  A  nnr  rein  imaginftr  oder  nnU  und  ungleich,  die  C  nnr  consCant 
Min.  Sei  Ä  -m  ±ia\  dann  sind  die  «  flir  gerade  n ^  2y  die  War- 
teln  der  Gleichnng: 


9q 
0 

— *1 


0 

•i  0 
0 


...      0  1 

...  (-i)ni^  0 

...     0  -«« 


ftr  ungerade  fis2v+l  die  Wnneln  der  Gleichung: 


=r  0  (59) 


9o 

0 

0 

0 

9i 

0 

0 

1 

-9t 

0 

0 

0 

■ 

0 

• 

0 

• 

■ 

• 

• 

0 

• 

• 

• 

0  (- 

* 

0  (- 

0 

0 

(60) 


-0 
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Die  IntegratioQsconstanteu  C  mttssen  der  Gloichang 

entsprochen.  Doch  genügt  es  ein  speciellos  System  von  nn  Werten 
der  C  aufzüstcllen ,  da  die  allgemeine  L^snog  durch  Coordinaten- 
traQsfonnatiüu  üaraus  hervorgeht.  In  einfachster  Form  können  wir 
BüUen  für  »  =  2v: 

fsscl€Miaxt\    4ttaiii(aAv)  (isl,  ...  ir)  (61) 

für  »  2»4-l: 

/— «b,  ncoi(aAY)»     ei8iii(cttv)  (is=l,  ...  (63). 

und  die  Bedingang 

...     — 1,  ret^  9^*+ , «p* SS i 

durch  beliehige  Anordnung  erfüllen. 

Sollen  nun  sämtliche  Krflmniungen  constant  Miiif  »o  kmnmt  bei 
unveränderter  BestiBumniig  te  bogleitendeii  AmayitiBm  nur  noch 
die  Gldchimg  hima: 

»*  —  r  —  Gonst 

und  man  erhält  die  Goordinatenwerte  Mw.  ÜBr  gerade  und  unge- 
rade n: 

rex  teX 
«j  —  —  Bin(aAr),   —  —  C08(«jiT)  (63) 

m^fitf^t,    ^^8in(«At),  -^oos(«A»)  (64) 
A  —  1   ...  V 

Eine  Com,  deren  ente  m  KrUoinningen  eonitant  nicht  nnU, 
deren  flbrige  Krllmmiingen  nnU  sind,  heisae  Sldiale  »ter  Ordnung. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung  (für  m  <  n — 1)  ist  nur  ein  Special- 
fall  einer  Spirale  (n— l)ter  Ordnung,  in  den  dieselbe  übergeht, 
wenn  man  /-'r^fi  fest  annimmt,  wobei  r'^fi,  ...  t'„_i  verschwinden. 
Das  Goordinatenaxensystem  behält  beliebige  Stellung,  doch  lassen 
sich  m-{-l  Axen  in  i^^i  legen  und  so  die  übrigen  Coordinaten  ent- 
behrlich machen. 

Eine  Spirale  jeder  Ordnung  ist,  wie  die  Gleichung  zeigt,  sich 
selbst  in  allen  Tdlen  congment  nnd  lAnat  neb  in  sich  seibat  vsr» 
schieben. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung,  welche  mit  einer  Curve  «  einen 
Punkt  und  in  diesem  alle  begleitenden  Aieu  und  alle  Krümmungen 
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bis  ZDF  mtcn  gemcm  hat,  heisse  mto  KrümmtiTigsäpiralo  von  *  für 
jeaen  Punkt  Sie  repräsentirt  demnach  die  m  ersten  momeQtanon 
Xfftoimaiigen  von  t  durch  ihre  constaateu  Krümmongen. 

Die  Aufgabe  der  Goottnietion  «Her  ErOmmiuigvtpinlea  dner 
gegebeoea  Gurre  tüt  jeden  ihrer  Punkte  iit  im  Vontehenden  g»- 
MM:  ouni  bat  erst  ans  den  ErOmmungen  der  gegebenen  Cnrre  naeb 
i  €.  die  ans  diesen  die  «  sn  berechnen  und  diesen  gemise  die 
flpMe  SU  besümmen,  endlich  die  Spirale  in  die  erforderliche  Lage 
n  Mögen« 

Die  BestimmuDg  der  o  ergibt  für  die  kleinsten  Dimensionszahlon 
Folgendes. 

Farii-3  wiidCtt.  (63): 

worsos  als  Spirale  1.  Ordnung: 

•  «roosf»  rsint 

dis  ist  ein  Kreis. 

Für  «  —  3  wird  OL  (64): 

(p,-l)a(o«-e,)-0 

worsos  als  Spirale  2.  Ordnung: 

SB  — rfcos/j,  r8in/3c08(Vvs^)i  r  sin/?8in(VteT) 
dss  ist  eine  Schraabenlinie. 

Fttr  n  —  4  wird  üi.  (63): 
U  Jb'i«  i,*'»  die  Wuraeln,  so  wird  die  Sjurale  3.  Ordnung: 

r  r  > 

ac  —  -  C06^8in(a«  r),   —     C08/3  co8(oj  f) 
«1  •■i 

-sinÄ8in(atr),  —  j^sin/3cos(a,T) 
«t  »s 

Jede  dieser  Spiralen  Uisst  sich  auch  als  Krammungsspirale  einer  be- 
liebig mehrfsch  gekrflnuntcn  Corvo  verwenden. 
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XL 

Zur  Theorie  der  Schliessuugsprobleme. 

Von 

Enil  Oekinghau«. 


Die  m  der  Verbindiing  der  eUiptiediea  Integre  und  Fune- 
tionen  berTorgelieiide&  SchliesBangstheoreme  gewinnen  ein  mn  so 
höheres  Interesse,  als  jeder  zar  Erforschang  dieser  eigenartigeii  Ge- 
bilde eingeschlagene  Weg  neue  Gesichtspnnkte  erOibet 

Der  hier  gewählte  Weg  nimmt  scineu  Ausgaiigsjuinkt  von  der 
auf  das  Additionsthcurem  der  olliptischeu  Integrale  t  i^ter  Art  sich 
beziehenden  Relation  von  Lagr  iiige ,  da  ilire  die  Amplituden  dieser 
lutcgraie  euthaUenden  Ausdrucke  Producte  von  Wurzelwerten  be- 
stimmter Glei  hungcü  darstellen,  welche  jene  Relation  in  eine  Kegel. 
Schnitts-  oder  huherr  Gkdchaug  trausformiren.  Die  Ausführung 
dieses  Grundgedankens  iülu  t  aut  main  lio  bemerkenswerte  Rezii  huugen 
namentlich  confocaler  Ellipsen,  sowie  auch  zu  einer  iicucii  Tvicthode 
der  geometrischen  Addition  der  elliptischen  Intt  grale,  wehlie  viel- 
leicht einige  Aufmerksamkeit  verdient.  Da  die  Intr^'raie  der  Pendel- 
bewegung sich  zwanglos  in  der  Untersuchnng  verwendon  liessen,  so 
haben  wir  sie  in  den  iireis  der  Schliessaugstbeoreme  hier  aa%e- 
nonunen. 

L 

Ein  Punkt  in  der  £bene  einer  Ellipse,  deren  GleiGhung 
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ist,  sei  durch  die  Polarcoordinaten  R{a)  bestimmt.  "Wir  ziehen  die 
l)ddca  Tangenten  an  die  Curve  und  bezeichnen  die  Goordiuatan  der 
BerQhrangsponkte  xy  vemiittelst  EinAhrang  der  excentrischen Winkel 
91  aligemein  durch 

St  nim 

bht     y — i?sina 

ilt,  10  erhftlt  man  durch  Elnietxeii  obiger  8al»titatioiie&  mu  totster 
Formel  die  Bestohung 

also  die  Gleichung 

Da  Ausdrucke  wie  sin  (jPi  siu  (jpj,,  cosqpicosg:..  siniter  häufig  zu  berechnen 
sind,  so  bemerken  wir  hier,  dass  aus  der  Gleichung 

die  genannten  Formen  aus  folgenden  BeUtionen 

ergeben.  Ana  diesen  oder  aiidi  den  naehfolgenden  Gleichmigen 
(i^aina»-j-4»co»«")«in9»  — 2-^co8«.Bin9+      — a'ain«»  «- 0 

(a*8ina^4'*  <^8a^jC089* — 2  sina.  COS9+  — i'cos«»  —  0 
finden  sich  demnach  leicht  die  Jb'ormeln 

a*8iuo* 

8in9isin9,-  «igin at+i^cos«* 

^^^^  "  a<8ina>+^'co8a> 
Du  genannte  Additionstheorem 

/*rf9i    ,     rd<Pt  _  /"rfor 

basirt  nim  aaf  der  Formel  Ton  Lagrange  oder  Ealer: 
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COS     cosqpg^^  sin  (Pi  8mgpjz^(ö)  =  cosa 

nnd  dor  Zweck  anserer  Untersachiiiigeii  grflndet  sich  auf  die  Sab- 
Btitatioa  der  obigeu  Formen  too  fiintpcosgp  etc.  in  diese  Rolation. 
Daraus  geht  eine  Polargleichang  für  Ria)  hervor,  deren  Corve  die 
Elgenscbaft  besitzt,  dass  die  yoo  jedem  ihrer  Pnnkte  an  die  EUipae 
gezogenen  Tangeuten  in  ihren  den  Berührungspunkten  entsprechen- 
den exccntrischen  Winkeln  Jder  Fnndamontalrelation  genügen.  Wir 
betrachten  hierbei  den  Modulos  k  ottd  die  Amplitude  a  alt  im  all- 
gemeinen conatante  Grössen. 

Die  Endglelcbwig  Ist  biib 

und  stellt  in  der  bier  gewftUtea  Form  eine  Ellipse  dar^  auf  wetdie 
Cnnre  wir  nns  im  Folgen  beechrftnken  werden.  Fflr  die  Hyperbel 
wire  elnfiich  das  Yoneletien  von  nmsokeliren. 

Ueber  ib*  steht  die  Yeiittgong  ä:ei,  demnach  können  wir 

setsen,  welcher  Wert  geometrisches  Interesse  hat 
Die  EUipseugleiclinng 

i+cosa  ^«-|-cosa 
welche  wir  abgektirst 

chreiben,  hat  nun  die  Eigenschalt 

woraus  folgt,  dass  beide  Ellipsen  confocal  sind.  Da  sich  aus  dieser 
Eigenschaft  manches  Bemerkenswerte  cutwickilu  la^gt^  so  wullcn  wir 
bei  diesem  Specialfall  von  couiocalen  Ellipsen  etwas  verweilen. 

Wir  können  die  Amplitude  o  auf  folgende  Weise  besUmmea: 

Man  letie  in  der  Olddnnig  F—  5,  das  entsprechende X  fiadet 
man  leicht  durch  folgende  FormeL  anvedrflcfct: 

5)  X^atgK 
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Jut  DULQ  auch 
nid  da 


Sß—i^     1— cos« 


•0  folgt  durch  MaitipücatioD  der  letzten  Foraielu 
d.  i.  wegen  A^^S^ss^ 

 i«^«*^ — 

 ^*  ^ 

Ans  den  Axen  zweier  confocalen  Ellipm  bestimmt  sich  dem- 
nach in  Torstebender  Art  die  Amplitude  tf,  welche  vermittelst  5) 
leicht  constroirt  werden  kann.  Beschreibt  man  nftmlich  am  die  1. 
Ellipse  den  einschliessendcn  Kreis  vom  Radius  a,  eo  ergibt  sich  ans 
deoi  Dreieck  Oax  sofort  die  halbe  Amplitude.! 

Bemerkt  man  femer,  dass  fflr  die  Lage  des  oben  gewälilten 
Ponktes  XY  d.  i.  Xh  eine  Amplitude  qp  verschwiudet,  so  wird  die 
zweite  za  welche  mau  findet,  wenn  von  dem  genannten  Punkte  die 
zweite  Tangeute  gezogen  wird. 

Da  jede  Tangente  an  die  1.  Ellipse  die  nnuddiessende  confbcale 
Smsl  sehneidet,  so  kflnnen  von  den  neuen  Dnrchschnittspattlrten 
«lederhoU  Tangenten  gezogen  werd^.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
dM  entstehende  Polygon  sich  nach  ein-  oder  mehrfachen  Umlänte 
leUiesst  Die  analytischen  Bedingungen  fttar  den  ersten  Fall  sind 
ssa  hdcsantlieh  an  feinde  Relationen  geknflpflb: 

Für  ein  n  Eck  hat  man,  wenn  man  beachtet,  dass  der  («4"l)te 
Btttthmngspankt  mit  dem  ersten  zusammenfällt 
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6) 


und  da 
so  resnltirt 
woraus 

also 


■^(•»■»-1)     -^i»        =  ^{a) 


Um  einige  Anwendungen  za  geben,  wollen  wir  »  —  3  setsea, 
und  hallen  demnach  die  Bediiigungsgleichang  zu  suchen,  unter  wel- 
cher (las  Tangentendreieck  der  1.  Ellipse  zum  Sebnendreieck  der  2. 
oonfocalen  wird. 

Zunächst  iät 

i^<r)— lA,   a  =  amiA 
Setst  man  nan  in  der  Definitionsgleichang 

cnKcnv^snusnt;(in(tt-f-v)  =ca(w4~*') 

80  erbält  man 

Man  kann  die  Werte  von  cnir,      leiebt  bmcbaen,  sie  sind 

80  dass  dorch  diese  Formeln  die  obige  Oleicbong  ttbergebt  in 
imd  seUt  man 


Digitized  by  Google 


Octiiif  Aa««;  Zur 

■ 

10  flfgfltt  lidi 

IKe  LAsmig  der  Anfgabe,  sa  eiaer  gegebenen  EHipie«  deren  Ex- 

c 

centridtät  darch  k  >^  -  besiimmt  ist,  eioe  zweite  coofocale  zu  finden, 

fOQ  der  Eigenschaft,  dass  das  dem  eceten  nmbeechriebene  Tuigenten» 
Meek  zun  Sebnendreieck  der  zweiten  wird,  hängt  Ton  der  Aof- 
Uenng  einer  biqnadratiecben  Gleicbnng   ab,  deren  eine  Wnrzel 

1  =-  ^  die  grosse  Achse  der  gesuchten  Ellipse  bestimmt.  Zur  Auf- 
lösung der  obigen  Gleichung  bemerken  wir,  dass  die  quadratiecbe 
InTuinnte  gleich  0  ist.  Der  Wurzelwert  ist  demnach  leicht  zu  be- 
leefaneo.  üebrigens  kann  noch  eine  andere  Gleichung  eingeführt 
werden,  wenn  man  die  obige  als  die  Gleichung  der  Wnrzelqnadrate 

A 

der  neuen  ansieht,  lür  x  -  foiut  nämlich,  wie  leicht  nachzu- 
weisen  ist, 

Setzt  man 

M»  folgt 


Nimmt  man  k'  —  i  au,  so  wird  ßtshr  einfach 


Wir  benutzen  fOr  den  vorliegenden  Fall  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  der  2.  Art ,  um  eine  Relation  abzuleiten. 
Wir  haben  der  Reihe  nach  zunächst  allgemein 

£iti)  —  i^sinffsin^sinq^, 
JS^ — £(S)  -1      — it*  sin  0  sin  9t 
£(4)— £t(S)  —  — •A'dntfsm^ssin^«, 


9 


Ein}  —    A'(H-i)  =  E{a)  —  H  sin  (jsin  (pn~\  sin  9« 
—  E(n)   =  E(a)  ~    sin  ff  sin  q)nsm  <p„^i 


Ein^i}  -  A'(u     «  ii£{o)  — k^^ sin <s 2 Biü(pismq)f 

OQd  da 
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worin  B  das  ToUst&ndige  Integnl|  imd  demBach  4£  der  Umiug  der 
EUipie  fttr  a  i>  1  iflt,  10  folgt 

Himiia  geht  herfor,  da»  Xsiii^t"^^  ^  oonatante  Ortaae  ist 

Man  bat  also,  da 

10)  dii9>i8iiiff-f*8ui9iaui^'4"'^''^^94  *•* 

Diese  Relation  zwischen  den  Amplitnden  der  Integral  >  besteht 
fOr  alle  Tangenten-  und  Sehnenvielecke  zweier  confocalen  Ellipsen. 

Für  daa  Dreieck  ist  die  Coastante  Cleieht  n  ennitteln,  nAmlidi 

ain9)i8ia9s4~^9k^98+^>^9s>^9i  — 
d^mnafth  iat 

Man  hat  bei  diesen  Bestimmuugeü  besonders  auf  die  Vorzeichen 
der  Functionen  zu  achten.  Nimmt  man  sin^i  negativ,  so  wird  sin^g 
positiv,  sin^j  negativ. 

Da  sin  f  —  ^  ist,  so  kann  die  oben  gefondeue  Formel  aacb  durch 

3r^=si  C 

dargeateüt  werden. 

Wie  vorhin  für  das  Dreieck,  so  gelten  far  das  4,  6,  »  Eck  die 
allgemeinen  Formeln 

 il*-aV  • 


iK_        2^»c«  +a^c^ 


11)  da:r- 


AK  IK 
J^«)  -  — t    «  -  am  — 

* 

Für  daa  TIeieck  werden  dleae  Oleiebnngen  aehr  einftdi. 
Die  BedingnngBgleiGhnng  iat 

worana 


.  d  by  Googl 


Construirt  mao  demnach  zu  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  a 
Bad  b  sind,  eine  zweite  confocaie,  so  lässt  sich  itlr  den  Fall,  dass  dio 
grosse  Halbachse  der  zweiten  dorch  A  —  Va(a -f^h)  bestimmt  ist, 
dar  iaiiern  Ellipse  ein  PanUelogrtmm  etaseichneii,  welches  der  in- 
Mn  ungeseichDet  ist 

Da       —  £  ist,  so  folgt 

Die  AnwenduQg  der  Formeln  auf  das  8  Eck  fuhrt  auf  die  Be- 

K  — 
itimmnng  von  du  ^  *  welcher  Ansdmck  bekanntlich  gleich  Vm*  ist 

Die  Bediagaugsglcichaug  führt  demuach  aaf  die  fielatiou 

)*  a  -  y  -    iiy+^  (1 + y  -  0 


Da  i:  —  ^  ist,  so  folgt 


Die  Belation  9)  gebt  nun  Uber  in 

AE  —  8£(tf)  — i;'  8ine£  sin^i  sin  ^ i 

Aas  einer  speciellen  Lage  des  Achtecks  folgt  aber,  dass 

^sin^  sin^k  =  4sin4r 

wsshalb 

JB  —  2i;(tf)— **sine* 

Die  analjtischett  Bedingungen  l&r  Tangenten-  nnd  Sehnensechseche 
confociler  Ellipsen  basiren  anf  den  Fornein 

cn|f  «  i*:z^v  • 

12) 

^i^^  

Setzt  man  dud,  um  eine  Relation  zwischen  den  letzten  Grüsseu 
tu  finden,  in  der  Formel  7) 

•0  wird  man  erhalten 

4.  lUU.  «.  Pkji.  S.  Mftik%  T.  TL  }8 
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ans  weUsher  nacli  einigen  Entwickelnngen 

ca{jr»  (1  —  cn  iK)  da  J  JST  =  0 

hervorgeht 

Nach  SabstitQÜoii  der  Werte  ans  12)  erhält  man  alao  am  der 
leisten  eine  Bedingnngigleiohnng,  die  wir  wie  folgt  achreiben 

Setzen  wir 
80  iat 

l(i+ib«)»»+afc«««  — ^  -  0 

Wie  beim  Dreieck,  so  beruht  auch  beim  Sechseclc  die  Bestim- 
maog  der  Azenverbältnisse  auf  der  AuÜösang  einer  biqaadratiscben 
Gleichung. 

Fftr  die  EHipeenbogen  beeteht  nach  9)  die  Bdation 

4E  =  6E{a) —  ^  sin'a  £  sin  9]  sin  ^ 

Da  aber,  wie  auch  hier  an  einer  apeciellea  Lage  des  Sechsecks 
deutlich  wird,  die  Constante 

cr=:28in0< 

ist,  so  hat  man 


In  dem  bisher  Entwiciielten  hatten  wir  die  Annahme  gemacht, 
daiB  der  Hodnlas  Jfc «  -  seL  Im  Folgenden  lassen  wir  dieso  Con-> 
staute  unbestimmt,  so  dasa  die  allgemeine  EUip seogleichnng 

j  ?  „  1 


l+eose  ^«-I-Gose 

für  alle  Fälle  gilt  Biidc  Gunren  haben  gleiche  Achsenrichtnngen 
nnd  gemeinsamen  Mittelpnokt 

Demnach  bestimmen  sich  die  Achsen  der  9«  BUIfpse  ans 


0§hin$kümat  Zur  TUork  dtr  SeUk»mui§9frMuM»  19$ 

Anch  hier  Sachen  wir  die  AbsciBäüü  A'  za  bestimmen,  deren  Ordi- 
Mte     ö  ist   Man  üadet 

Sind  demnach  2  concentrische  EHii)son  gleicher  Achsenrichtuogeu 
gegebeOf  so  ist  damit  auch  die  Amplitude  a  der  Belation 


bekumt  EUminirt  man  in  13)  ^tf,  so  kommt  scUiesslicb 
Ferner  folgt  ans 

i+cosa 

di«  BeMinng 


2  ^cosio«— 1  —  Vi  — i^tino« 

A»  der  Tetbindiing  hMu  FoniMlii  ftr  tg|a*  retnltlrt  eine  Belatioii 

Da  also  k  uud  cob  0  durch  die  Achsen  beider  Ellipsen  bostimro- 
btr  sind,  so  gewinnt  mau  auch  für 

die  Formel 

A*(B*— 6«)+a«Ä* 
Die  SdUieaeaogsprobleme  für  2  Ellipsen,  welche  bei  gleichen 
AchsenrichtiiDgen  denselben  Mittelpunkt  baben,  sind  demnach  an 
folgende  Formeln  geknflpft: 

Fttr  ein  n  Eck,  welches  der  äussern  Ellipse  ein-,  der  innem  um- 
gneichnet  ist,  gelteu,  von  welchem  Pnnkte  der  einen  oder  andern 
mau  auch  heginnen  möge,  die  Relationen 

13» 
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lllr  1  Umlauf. 
Ku 

—  4      llr  «  Unlftofe. 

Im  entaa  Fall  bat  man  alao 

4ir 


AAS         A^^Ä  ^^±^^TL^ 

und  analog  für  den  2.  Fall. 

Bei  der  Aowenditiig  auf  3,  i,  «  Ecke  liat  man  also  die  6e- 

Ziehungen  za  soeben,  welche  fftr  verschiedene  Werte  von  —  oder 
AK 

—  M  in  Form  vou  Gleichungen  besteheu.    Vermittelst  Substitotion 

obiger  Ausdrücke  in  diese  Beziehungen  gehen  neue  hervor,  wekbe 
das  Abh&ngigkeitsverhältaisB  der  Acbaen  beider  £lli|»8en  definiren. 

lodern  man  dann  den  Modnins  I;  oder  a  nnd  h  beliebig  annimmt, 
gewinnt  man  mancbo  interenaDto  Ergebnisse,  deren  einige  wir  hier 
mittoiten. 

Ist  z.  B.  il;  —  0,  80  folgt  aus  der  letzten  Formel 

Sobald  also  die  Ellipsen  ahniich  sind,  gehen  die  eUiptiscben  Fnne» 
tionen  in  Kreisfanctionen  und  damit 

cn       in  COB  — 

fr  « 

Uber.   Däiier  ist  hierfflr 
oder 
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b       a  Jiu 
COS^fl  —  i  —  -j  =  COS  — 

Ist  diese  Bedingung  erfflllt,  so  schlicsst  sich  bei  uhulichcu  iu 
ihren  Achsen  glenii gerichteten  coocentrischeu  Ellipsen  das  Polygon 
wie  auch  der  Aufatigspankt  gewählt  werden  müge. 

Hierami  geht  hervor,  das«  die  ohige  ftUr  Kreiq^ljgone  gUlltge 
Formel  eich  auch  aaf  Ellipsen  der  ohen  defisirten  Art  «udehnen 
IM.  Die  exeentiisehen  Winkel  stehen  dami  in  folgender  Betiebnog 
n  einander. 

woraus  für  die  Cnrven  einiaclio  constructivo  BestimmoAgen  hervor- 
gehen. 

Flr  das  Sechseck  gilt  nnn  im  attgemeinea  Fall 

weshalb  wir  jetzt  die  Formel 

-J  L^i 

enfJiC  dn|JK 

sozowenden  haben.  Substituireu  wir  die  iü  14)  IjLTcchueteu  Ausdrücke 
is  üie  letzte  Formel,  äu  resultirt  die  elegauUi  Iiclation 

 i   .   l  =  1  

A'^B^"       A^^  il'  —  B«»" 

als  Bediiigungsgleichang  für  die  Achsen  zweier  glc ichliegenden  con- 
centrischou  Ellipsen,  wenu  jedes  Sebneusechseck  der  äussern  zum 
laogentensechseck  der  iunern  wird. 

Ana  der  letzten  Belatien  folgt  nnn 


termittest  welcher  für  bestirarato  Werte  der  kleinen  Halbachsen  b 
aud     die  entsprechenden  für  die  grosscu  Halbachseu  berechnet 

«vden  können.  IVdls  also  -  oonstant  Ueibt,  kann  «nach  Belieben 

gewählt  werden.  Es  gibt  also  nneudiich  viele  EHipsen,  welche  den 
ohigen  Bedingongen  genügen. 
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Man 


a 


A 
B 


isii  wird  mau  fur  beide  jetzt  ähnliche  Ellipsen  die  Formela 


haben,  welche  fttr  a  <->  &  in  bekannte  Kreisrelationen  übergehen.« 

Die  Formeln  filr  das  Dreieck,  also  fOr  « 3  gehen  ans  der 
Snbfltitntioa  der  Foimelii  14)  in  7)  herror.  Die  Bobttessttche  Be> 
doctios  der  Qleichiiog  führt  auf 

worin  B  nnd  a,  h  die  Halbachsen  der  beiden  entsprechenden 
ElUpsen  sind. 

Ans  dieser  folgt  die  einfache  Relation 


«elclie  eine  bemerkenswerte  geemetrische  Gonttmetion  mUast 

Wie  man  sieht,  stellt  sie  die  Gleichung  einer  Geraden  in  recht- 
winkeligen Coordinaten  vor.  Demnach  hat  man  folgenden  Satz: 

Zielit  nun  in  einer  festen  Ellipse,  deren  Halbacliien  nnd  B 
Bind,  eine  die  Scheitflipnnkte  XT  Terbindende  Gerade,  so  eiiatirea 
fllr  alle  Mif  dieier  Geraden 


liegenden  variabel u  Punkte  ab  entsprechende  Ellipsenscbaareü,  welchen 
die  Eigenschaft  zukommt,  dass  der  festen  £llipse 


A^  B^^ 


achsen  oft  wiabeln  ÜUipsen 


nmbeacbrieben  sind 


Die  Amplitude  des  Integrals 


wird  jetzt  durch 


ooe 


an^gedrOekti 
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For  das  Timek  wird,  um  wieder  in  dra  ailgemeinen  FormelB 
nrflckiokehieD 


Bad 


vonog 


oder 


2 

J4         O  4* 


Termittalsl  einet  die  Ineeere  Ellipse  dnieiiHeseeadeD  Kreises  ist 

a 

2  dvcii  den  excentriechon  Winkel  ^,  aUo  dorch 

a 

beitiflimL  and  da 

1  K 

ifit,  so  folgt 

K 

Dt  tf  »  90^  .iaft»  80  sind  die  Bidien  nach  den  BerOfamngspnnkten 
kg  tiiginnden  Seiinmiersobe  einander  coujugirt 

For  dis  Achteck  ist  die  Bedingnng^gieMmBg 

Setzt  man 

so  ergibt  die  Entwickeiaiig  flkr  y  eine  üleictuuig  &.  Grades. 

Um  dio  Verhältnisse  für  ein  Zeboeck  darzosteUen,  erinnern  wir 
tu  die  bekannte  Belation  (Dor^e  a  185) 


Digitized  by  Google 


Gem&u  der  Formeln  14)  ist  aaa 

an  j  A  -  ^1^^  — 4«)+aW 
Ftthrt  man  diese  Ansdracke  in  obige  Formel  ein,  so  resoltirt 


welche  Belatioii  ebeoftlls  tnf  eine  biqoadratiadie  Oteiehnng  fahrt 
WÄre 

1  a 

flo  wOrdo  folgen 


16  ;ü— 20  .,  +  5-0 


wie  es  sein  mnsa» 


Die  Allgemeinen  Formeln  geben  noch  n  einer  interannaten 
fietraehtnng  YemnlaMug.  Bkb  enthalten  nAalicfa  eine  eigentamliche 
Methode  der  geometrischen  Gonstraction  des  Additionitheoiemi  der 
elUptiflchett  Integrale  enter  Art,  and  xwar  wird  dieoelbe  dnnh  Kieia 
und  Ellipse  vermittelt  Denn  setaen  wir  in 


^91 

die  Afflplitnden  «  und  tp^  nnd  den  Hodalas  h  als  gegeben,  9,  als 
gesucht  yomos,  so  hat  man  aonichst  in  den  ans  14)  hervoigeheoden 
Formeln,  wenn  a^b  gesetat  wird: 


i^^2ueliminiren.  FOr^  —  y  kommt  dann 


jf(i + tg  io») +*^tg^««  =  0 
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4t 

woraus  demnach  2  Werte  für  V.«  hervorgehen,    welche    beide  wir 

bcrOduicbtigOD  werden.  FQr  das  obere  Zeichen  geht  nach  einigeii 
OafomwngeD  des  Worzelaosdnicks  die  Beziebans 

od  Ar  diB  OBtere  (fie  Exse&tridtit 

^  äöoei« 

hervor. 

Der  Badint  a  des  Kraises  kun  wiUkftrUoli  fswllilft  werden»  die 
erste  Formel  iSsst  demnacb  Ä  leicht  finden,  daher  ist  Meli  B  nach 
einer  der  obigen  Formeln  bekannt.  Wird  nnn  die  Ellipse  mit  den 
Hslbachsen  AB  constndrt,  sotkann  fikr  Jede  Amplitude  ^  die  der 
eUgen  Belation  entsprechende  Amplitade  ^  bestimmt  werden.  Wir 
äahsn  nimllefa  an  den  Kr^pnnkt  JC,  welcher  der  Amplitode 
esiqifidit,  eine  Ttogente  JC,  £  bis  snr  Ellipse,  nnd  von  E  ans  eine 
smile  EK^  an  den  Kreis,  der  BerUbningspQQkt  eingibt  im  suge* 
bOrigen  Winkel  ^  die  gesuchte  Amplitnde. 

Die  ConstructioD  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  mau  die 
iöQcre  Ellipse  nnvpräudLrt,  dagegen  die  Jinssere  in  einen  Kreis 
übergehen  lässt.  Unter  diesen  Umstfindcn  wird  also  .-1  ^  nnd 
die  jetst  galtigen  fielaüonen  für  da»  Additionstheorem  sind 

Biminirt  man  hierin  ,  nnd  setst 


•0  resoitirt  achlieaalich 

>»->(t+tgie«)+*«tglo«-0 
loians,  wie  Yorhtn 

A  ScoB^a 

A^yi+Jbsintf— yi~t8in  g 
A  Scoiiir 
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Bei  bestimmten  a  folgt  ans  der  ersten  Formel  die  Excentricit&t 

der  gesuchten  Ellipse,  und  aus  der  zweiten  ergibt  sich  der  Kreis- 
radiufi.  Die  Amplituden  dor  Integrale  werden  dann  wie  vorhin  go- 
fanden,  wenn  die  excentriicheii  Winkel  auf  bekannte  Art  eingetragen 
worden  sind. 

Die  beiden  EOipaen  haben«  wie  man  eiebt,  die  gleicbo  Ezeen- 
tridtftl,  80  data  die  eotwickelteii  Gonstroelioiieii  in  einer  gewinen 
Dnalität  an  einander  etohen. 

Man  kann  cudlich  auch  die  Formeln  in  ihrer  Allgemeinheit  bei- 
behalten, wodurt'h  beide  Curven  Ellipsen  bleiben.  Legt  man  der  er- 
sten bcstimnitc  Achsen  a  und  b  bei,  so  ergibt  Bich  wie  frUber  aua 
der  allgemeinen  Gleichung 

der  Wnraelwert 

A  _  yi+Aain#+yi — ifraint 

a  "  Seof)tf 
oder  anch  ^ 

"  1+  aooai«« 

nnd  ferner  iat 

S»       1+Vl  —kß  ein  e« 
^  008  a+Vl—  P  sinö* 

wie  anch  ans  der  EUlpsengleichmig  ohne  Rechnnog  hervoiigefat 

Ans  diesen  Relationen  finden  sich  die  Aehsen  der  nmschliessea- 
den  Eüipee,  wodurch  die  Coustnietiuii  der  ArapUtaden  in  Yorbin  an- 
gegebenem Sinne  darcbgefobrt  werden  kann. 

Die  zuerst  angegebene  Methode  ist  die  einfachere^  da  die  Am- 
plituden sofort  in  den  Kreis  eingetragen  werden  kunneo.  Barch 
goniometrische  Zubauimenziehung  der  Formeln  kann  die  Constructiou 
der  Achsen  B  ebenfalls  erleichtert  werden.  Die  bekannte  Jacobi*- 
scho  Construction  des  Additionstheoremcs  findet  in  dem  Vorstehenden 
ihr  Analogon  auf  KUii^sen  und  üyperbelu,  je  nachdem  tiian  das  eine 
oder  andere  Zeichen  von  ±_^\0)  berücksichtigt.  Sollen  die  Kegel- 
schnitte confocal  sein ,  so  ist  im  ersten  Falle  die  ExcentricitHt  der 

c  b 

EUipee  dnrch  den  Modolna  ^*     ä  ^^'^  ^  ^  alsdann 

^t„^  3ein  mnss,  so  wird  die  Conatmction  von  B  leicht« 
wenn  A  gefunden  ist 
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m. 

Die  folgradea  Untemifilnrageii  gehen  voo  der  tnuiifoniirCeii 
GMebeag 

aniiaco89+6co8«8Uif 

welche  wir  Aafaogs  aafgestelit  haben,  aas,  am 

2tgf  1-tgf 

dlrin  zo  sobetitoireii. 

Dia  Benütai  iit  die  aMehimg 

Bb 

t%iq^b+Rmu)  -a  — tglf+6-Ä«ill«  =  0 

Wir  beziehen  dieselbe  aach  jeUt  nieder  aaf  die  Gleiehiiiig 

indem  wir  die  Eutwickelaogen  aus  1.  beuuUeu. 
ShiiiiCihirt  hat  man 


4^  /  «\s 

Demnach  gilt  aach  im  gegenwärtigen  Falle,  worin  anstatt  9  die 
blbe  AmpKtode  vorkommt ,  die  Gleichnng  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher indessen  mit  der  1.  Ellipse  nicht  mehr  concentrisch  ist.  Indem 
man  also  von  einem  beliebigen  Pnnkte  desselben  2  Tangenten  an 
die  umschlossene  Ellipse  zieht,  geben  die  hierdurch  bekannten  es* 
cpntriscben  Winkel  nnd  qp,  diejenigen  Amplitaden  und  Jqpg 
an,  welche  der  obigeu  Additioiiflgleichang  genügen,  aofani  folgende 
Btidingaogen  erfikllt  liad. 


Digiti/Cü  by  C_ji.Jv.Kii^ 


Die  Glelcfaiing  des  gemuiDten  KegelachniUe  ist: 


t 


4  cos  ia»  —  (X  — zfitfj« 


+ 


4go8 


?-(.- 1)7.. 


oder  abgckflnt 

Wir  fttbren  ein 

demoacb  bat  mau 


(.«.}'- (.-.07 


worans 

Da  nau  mis 

folgt 


4  c*  cos  ~— a«a— rf)« 

C«-(l+J>»  7  Ti- 

(^4cos-5-(l-i^)«j 

cos  itf* 

a«(l4^)« 
4co8ia«  -  U  — 


so  restdtirt  aus  den  leCsten  Formeln 


Daher  eingibt  sich  aas  ^ 

unter  £infftliraog  des  Wertes  von  J 

oosi«i- 
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O^kimf k»m$t  Ar  Timm  Ar  .ftlfimwfyriiMMH  SO5 
WM  eidüdi  noeb 

jj^cotiir-l  =  J 
quadrirt  and  cos0  der  obigen  Formel  dAhn  sabsUUiirt,  so  retnltirt 

oder  aach  

^  4ah  Va^ffl  —  5>it«  

^«62  +  2a/.  y^Ü^~^^Ä^  — 

Bei  Benotnmg  der  IMerigeii  Formelii  folgt  ftr  «1  endlich  loch 

a 

fodnreh  «llei  gegeben  ist 

Wir  wollen  die  sich  hier  darbietende  Gelegenheit  ben atzen,  die 
obigen  Integrale  mit  den  ans  der  Pendolbeweguog  in  Yerbiadung  n 
bringen.  Demnach  sind  in  dem  Zeitintegral 

.   ^i^ 


2a 
h 


die  CoaeUuiten  und  Amplitaden  den  obigen  gleich  na  setien. 

Wie  bekannt»  ist  a  der  Kreisradins,  oder  die  Pendell&nge  und  k 

die  vom  tiefsten  Punkte  an  genommene  Gesebwfaidigkeitshöbe 
,1 

j^^  welche  grOeser«  gleich  nnd  kleiner  als  2a  sein  kann.  Also 
folgt  dnrch  Oleichsetsen  der  beiden  Hodnll  unter  der  VefMUsetnuig, 

2a  4aC 


Ferner  ist 


Die  BelatioD 


geht  nun  in 


2C 
e  aB 


2  A*+aC 


J  A<Pi  "V  Avt  J  A 


ff 

0 
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über,  wonach  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  der  den  Kreis  uia- 
schliessenden  oder  schneidenden  Ellipse  auf  dem  Kreise  Bogen 
gleicher  Zeitdauer  begrenzen. 

Wählt  man  die  GMchwiiMUglailihOlie  vom  KreiamitteliMiiikt  an, 
seist  demnach 

80  wird  die  obige  Bediodnngsgleieheng  einfiuifaar 

wekbe  Hmf'n  einftchate  conatraeliY  beatinint. 

Wir  fittaea  das  Entwickelte,  wie  folgt,  zosammen: 
Mail  leielme  eine  EUipse 

nnd  zwar  so,  dass  B  grosser  als  A  sei;  nm  den  obern  Brennpunkt 
C\  welcher  also  in  der  i'- Achse  liegt,  coustruire  man  einen  kieinen 

Kreis  vom  liadius  a. 

In  diesem  Kreise  lassen  wir  einen  schweren  Punkt  oscUliren  nod 
bestimmen  seine  Oesehwindi^eitshöhe  naeh  der  Formel 

Auf  der  Ordinate  des  Breunpunktes  lässt  sich  eine  Strecke 

ohne  weiteres  auftragen,  verbindet  man  nnn  G  mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F\  und  zieht  die  auf  GF*  senkrecht  stehende  GH  bis 
zum  Durchsrhnitt  mit  der  verticalm  /i-Achso,  so  ist  FH  die  Ge- 
schwind ij^'keitshöho  des  schweren  Punktes  im  Kreis,  und  die  Ellipse 
hat  die  schon  genannte  Kigeuschatt,  dass  die  von  jedem  iliror  Tunkte 
an  den  Kreis  gezogeneu  beiden  Taugeuteu  Bogen  des  Kreises  ein- 
schliessen,  welche  der  schwere  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  durch- 
Iftnft. 

In  Beng  nnf  OadUationen  l^Önnen  wir  anstatt  der  Gesebwindlg- 
kelishöbe  aacii  den  Winkel  a  eiaftliren,  der  dem  KrelsinmiKi  enl- 
q^richt,  wo  die  Bewegung  von  der  Rnbe  ans  beginnt  Diesen  Winkel 
können  wir  mit  v  dnrcfa  die  Gleichnng  «t  0  in  Besiebnng  bringen, 
Man  bemerke,  dass,  wenn  eine  der  obigen  Tangenten  borisontal- 
also  senkrecht  aar  B-Adise  ist,  die  andere  den  Winkel  «  bestimmt 
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Iba  findet  leicht 


oder 

md  ferner  ist 


•i»*««  45c  — 

2C  ^ 
«r  *  « 


dt  o 


Die  EUmiiialioii  tod  a  ei^ibt  tu  der  enttpfeeheiideD  Gleldiiiiig 
flbe  Wnnel 


HAmnm»h  ist 


2"  2C 


Bei  diesem  Fall  der  Bewegung  schneidet  die  Ellipse  den  Kreil, 
nd  das  Kriterium  der  OseUlttioiien  baeirt  aaf  der  Ungleichanf 

vllumid  bei  voUeo  ümlänte 

o  <  B—C 

ist  Der  Kreis  liegt  dwa  ganz  Im  Innern  der  Ellipse.  Weui  aber 

tit,  80  betObreD  ele  sich  Ton  innen  nnd  die  entaprechende  Bewegung 
gekt  in  die  asyntotische  aber,  wonach  der  schwere  Pnnkt  den  obetea 
Kreisponkt  erst  nach  anendlicher  Zeit  errdchL 

Um  nun  anch  für  die  Parabel  die  entsprechenden  Verhältnisse 
anfzasteUen,  erinnern  wir  daran,  dass  der  Parameter  p  der  Ellipse 
darcfa 

A^ 

anggodrUckt  wird,  daher  geht  die  Formel 
in  ir-i  9  Aber. 
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Will  man  die  directen  Formeln  benutzen,  so  ist  za  setzen  (siehe 
oben) 


wofans  ft>lgt,  ilasi  bei  der  Parabel  die  GeicbwiiidigkeltihObe  stets 
den  Scheitelponlrt  der  Parabel  zur  obeni  Grenic  bat 

Wie  bei  der  Ellipse,  so  schliessen  anch  bei  der  Parabel  die  von 
ibr  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  Bogen  gleicher  Zeitdauer  ein. 

Es  braacbt  wol  kaum  der  Bemerkong,  dass  das  Yerstebende 
aaeb  auf  dte  Hyperbel  Anwendung  findet  Seist  man  die  i^-Acbae 
Tertleal  Toraus,  nnd  zeicbnel  am  den  nntem  Brennpnnkt  den  Krais, 
so  gebt  ans  der  Formel 


wonach  der  Kreia  den  untem  Zweig  der  Hyperbel  entweder  schneidet 
oder  ihn  berührt,  oder  nicht  berührt,  die  Bewegungen  entsprecbend 
OBcillatoriscb,  oder  asymptotisch,  oder  circnl&r  wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Kegelscbnitt  den  Kreis  ohne  Bemhmng 
tinscbliesst,  nnd  sieben  von  einem  Pnnkte  A  des  erstem  eine  Tan- 
gente APB  an  den  letztem  bis  znm  DnrcbBcbnitt  B  des  Kegel- 
sebnitls,  Ton  B  wlederam  eine  Tangente  RP*C  an  den  Kreis,  fom 
Scbnlttpnnkt  C  Ton  neuem  eine  dritte  Tangente  und  so  fort  nnd 
beseicbnen  die  Berflbrangspnnkte  i  mit  PPjP»  ...P«,  so  wird,  wenn 
bei  dieser  Tangentenziebnng  die  Punkte  PP]Pt  in  bestimmten 
regelmässigen  Zeitinterrallen  aaf  einander  folgen,  der  biermil  i^elcb- 
slnnig  im  Kreise  Sick  bewegende  schwere  Punkt  der  Beihe  nach  mit 
^esen  BerflbmngBpnnkten  zusammenfallen.  Letztere  schreiten  also 
mit  dem  schweren  Punkte  gleicharmig  fort 

In  bestimmten  Fällen ,  die  wir  gleich  noch  iu  Kürze  darlegen 
wollen,  kann  I'n  mit  P  zusammenfallen,  was  nach  einmaligem  oder 
mehrmaligem  Umlauf  geschehen  kann.  Die  Tangentenfolge  schliesst 
sich  demnach  zu  einem  Polygon,  dessen  Existenz  an  bestimmte  aus 
den  Constanten  der  Kegelschnittsgleichung  abzuleitende  Bedingungen 
gekuttpft  ist. 


also  ist 


die  Bemerknng  iiervor,  dass  ftr 


> 
< 
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Ans  dieser  Gleiebung  ersiebt  man,  dass  sie,  wie  schon  gezeigt, 
alle  Fälle,  also  Ellipse^  Parabel  uud  Hyperbel  umfasst»  da  der  Coof- 
Hcieut  4 CÜ8  ifl*  —  (1  —  i^^j)*  entwedar  kleiner,  gleich  oder  grosser 
als  Null  sein  kaau.  Eine  grössere  Einfachheit  erzielt  maa  m  den 
Formeln,  wenn  a  —  6  oder  A  «  J3  aogeuommea  wird.  Da 

4«  —  am  -  iC 

80  ist  für  das  Dreieck,  also  n  »  3,  die  Bediagaog 

n  erüoilen. 

8oU       Polygon  ein  Yieroek  Min,  lo  Int  ntn  die  tinfiwlie 

zo  benntzen,  und  setzt  maa  noch  o  =  6,  so  ist 

.  K  A^^üC 


Die  Bedingsng  vird  nlio 

■ 

Die  übrigen  FiUe  werden  formell  etwts  com]ilicirtflr. 

Für  die  Hyperbel  bat  man  — statt  zu  setzen  and  zn  be- 
achten, dass  je  nach  der  Lage  des  Yieleks  der  eine  oder  auch  beide 
Aeste  der  Curve  zur  Verwendung  küiurnen. 


Wie  mm  flieht,  gehl  die  Giekhong  fOr 
in  die  einer  Panhel  ihers 

Aas  der  Bedingangsgleidrang  folgt,  deie  die  Amplitnde  e  vom 
Modiiiu  h  ahhingt,  denn  ee  er^bt  lich 

AML      Mitk.  ■.  Pl^  S.  ItoUM.  TtU  fL  14 
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Die  Farabetgicickng  wd  aiio  tm  foigeinkii 


BmoMm  wir      BvoKlar  MÜ       ^»  M  ^ 

2  —  4«. 


die  Gleicka^  «Mi 
wo 

m  P 

Ftr  das  £nift  ist  sehr  «iaftwk 

demnach  filUt  das  Kreiscentmiii  in  den  Brenapniiiu  der  Parabel. 
Für  das  Dreieck  eriiftlt  man  nach  der  Formel 

4— A«^4— afc*  * 

woraus 

Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formelii  auf  4,  5  and  n  Ecke, 
welche  der  einen  Cnrve  ein-,  der  andern  amgeneichaet  sind,  hat 
nach  dem  Vorstebeoden  keine  Schwierigkeiten  mehr,  weshalb  wir 
anf  weitere  ErOrtemngea  dieser  Verhältnisse  nicht  weiter  hier  ein- 
gehen. Dagc^  bemerken  wir  im  Anschlnsa  an  fraberei  noch  fol- 
gendes: 

Fflhrt  man  in 

atg9>>-ffttg^+ü  -«0 

die  Rdation 

ein,  80  folgt 

((«+e)P  -i^fgSf>9+2K««-«)tg2f»+4M  -  0 
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Aehnlich  wie  im  Vorigeu  die  halbe  Amplitode  gewählt  werden 
konnte,  so  steht  jetzt  die  doppelte  zur  Verfügung,  so  dass  die  Fun- 
diinentthrolalion  ii«n  ia  die  folgende 

tiaiisfonnirt  iriid.  Indem  wir  min  die  Gonttantan  der  genannten 
GIflkhong  hier  einfQiiieii  und  die  Bedingongsgleidiang  fDr  das  Ad- 
düioaatheorein  gehörig  ordnen,  reanltirt  eine  Cnrve  4.  Gradea 

8inia> 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  da»8  die  von  jedem  ihrer  Pnnkte  an 
die  EUipee  gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berührungspunkten 
entsprechenden  concentriscben  Winkeln  ^i^t  der  Belation 


nr. 

Um  noch  einige  analoge  Vorhältnisse  zn  disciitiren,  verlegen  wir 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  HrcuiipTinkt  des  Kegel- 
schnitts, bezeichnen  die  Polarcoordinaten  deü  Funktes ,  von  weichem 
Tangenten  zur  Curve  gezogen  werden,  mit  R(a)  und  die  bezüglichen 
Polarwinkel  der  ßerUbrnngspuuktc  mit  8  nnd  dieselben  be- 
stimmen sich  aas  der  folgenden  Gleichung 

^  I + c  CO»  «y  —  sin  a'' )  tg    -  Bin  2« .  t«  e 

4-      +  — coa«*  —  0 

darin  bedeuten  p  and  c  bezüglich  Parameter  and  numerische  Ex- 
centricit&t  . 

Wie  früher  verMndeii  iprir  dto  ab  Amplikiideii  anfjue&nteB  War- 
Min  9  mit  der  Belatioii 

uid  fuhren  In  der  damit  Teiltnftpften  Fnndamentalrelatlon 
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008  Ocos  9'  7  Bin  ^rin         =s  cos  « 

dio  aus  der  ersten  GleicUaug  sich  ergebenden  Werte  von  cos^co^^' 
etc.  ein,  man  findet 

^^-("«coia^  —  iiaa* —^^^-^«coi«^  —  ooso^^^  =  OOM 
Wir  Botien 
wodnrcli  man  erhait 

«2(«2(  l-|-^„  )+-^a-|-C08<j)-y3<l-f  C09o)4-2pe(l+  Jo)x+ p^l+Jo)  =»  0 
FOr  die  Hyperbel  besteht  die  Formel 

fftr  die  Mlipse 

Letzte  Oleiehnng  ichreiben  whr 

1        ^q  +  costf  ^  J /^a-f-LüSff  ,\ 

\  1  +  ^ä'  /       1+C0»tf  \    1  -f  / 


,2 


2ra+  COBa  \  1+^« 


die  definitiT«  Form  d«r  OMehuug 


(      ^<r-f-cos<r    T I 


1 


Schreiben  wir  dieselbe 

so  erhalten  wir  wie  frflher  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten,  deren  Polarwinkel  der  De- 
finitionsgieicbnng  genflgen. 
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Ks  ist  nuD 


./^<j4-C08o         „  \ 


pc 


Die  Amplitade  lAnt  sich  aof  folgcudcm  Wege  ermittela.  Neh- 
men wir  80  verscbwiDd«t  fQr  diese  Abscisse  eine  Ampli- 
tude wodurch  di«  andere  m  •  wird.  Entwidcelt  nuui  so  findet 
lieb 

y  —  0(14-«)  tgi«  —  (a-^-cjtg^tf 

Oamit  ist  die  gesachte  AmpUtade  o  Itidit  geometrisch  bestimmbar. 

Wir  geben  noch  diijjenigen  analytischen  Terhiltnisse  an,  welche 
durch  Combiniren  der  letsica  Formeln  hervorgehen.  Um  wnichst 
eine  Yerfalndoiv  swischen  Ä  and  «  absoleiteo,  fthren  wir 


m  Jß  ein,  and  erhalten  sanAchst 

(l  +  /fa)|»a«> 

und  da 

^e+co8tf      ^  .  y< 

80  wird 

die  gesncbte  ehtfische  Relation.  Termtttelst  dieser  kann  bei  ge- 
gebenen A  die  Absdsse  m  des  mttelpimktes  der  aweHen  Ellipse 
leicht  bestinmit  werden. 

Führen  wir  in  der  Formel  für  —  J*  ein,  so  folgt  snnlcfast 
(i+co8tf)jpc  j>w^  1+GOse 
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Am 

fokt  aber 

Die  EUminatiou  vou  Jq  aus  den  letzten  Formclu  fiibrt  uua  auf 

Jfie  ~  ^ 
— -  (l+COSö)  —  COSH"  e^A2  


wonuis 


Ssbilitainii  wir  dieeoii  Wert  vom  eos «  in 
10  resultirt 

und  eodlieli  ergibt  Bieh  Ucfsit  der  Kodidiu    wenn  irir  in 

ü#«  —  Vi — Pfin^ 
ein«  dnrefa  cose  naeh  einer  der  oMgen  Formel  bestimmen,  niodicli 

Damit  iat  anefc  der  Modells  den  Intagrals  dnidi  die  Acbeen 
der  Kegeiaehaitte  und  m  bekannt,  daaselbe  gilt  hesQglicb  der  Fnnc^ 
tionen  von  e.  Ist  dagegen  a  und  Ic  als  gegeben  vorausgesetzt ,  so 
werden  dio  gesuchten  Acbaaa  A  and  B  durch  die  Formeln  flir  jfi 
and  £^  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  zweiten  vom 
Brennpunkt  des  ersten  dorch  die  Formel  lAr  m  ermittelt 

Die  Anweadnng  der  entwickelten  Formeln  anf  ein-  oad  nmbe- 
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ichnebcne  Vielecke  ist  nun  keinen  Scbwierigkeitcu  untcrworföl,  WSim 
Mft  die  Gtojchaageii  in  der  folgenden  Fauiug  aa£»teUt: 

«  -JT  "  +A^}m€'^  jfijf^^^ 

Für  (kö  VicTOck  bat  mau  demaacii 

cn  —  —  0,  d.  i 

als  Bedinguiigsgleichnng  zwisfhou  deu  Achscnvcrhältiiissoii  der  beiden 
EIHpsen  Die  Ht  latioueu  werdeu  eiufacber,  weuu  ßcdiuguugen  aiu- 
gefukrt  werden,  z.  B.  dass 

A 

ilio  die  Exceotricitftten  i^deh  aeien.  Für  «  ^  1  wird  die  %  Gnrve 
mr  fljrperbely  da  &  und  in  Folge  dessen  m  negativ  wird. 

l>ie  eialacbste  Gestalt  gewinnen  die  Delationen  für  A  <-  0. 
£•  wird  nimllch 

A^    111^+  -»» 

alao 


sieb  ergibt-,  dass  m  zur  linearen  Excontricität  der  zweiten  Ellipse 
wird«  iwei  BreaBpiukte  lüleit  denmadi  aafeioander,  and  endlich  ist 

 ff»  — c 

*  II         C  *  JHfl+Ä* 

liegt  dflnwidi  eise  EUpie  mit  den  Hilhadtiimi  a  und  &  vor» 
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BO  constrnire  man  eine  zweite  so,  dass  2  Brennpunkte  aufeinander 
fallen.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  dieses  Brennpunktes  vom 
Mittelpunkte  der  2.  Ellipse  mit  »»,  so  ergibt  sich  vermittülst  der  ersten 
der  obigeil  Formein  die  lIulhachBe  B  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  2.  Ellipse  an  die  erste  gezogen,  bestimmen  auf  letzter  2  Polar- 
winkel &,  deren  Samme  ^-j-^i  eiae  coustante  Grösse  0  ist,  welche 
durch  die  Formel 

,  .     b*  tn  —  e 

gefonden  wird. 

Man  kann  übrigens  über  m  wiUkürlicb  vorfügea  und  etwa  aa- 
iiebmeii,  dau 

m  —  3« 

leL  IMurch  erfaftlt  man 

und  die  Uiisar»  Ezentridtlt  der  %  ElUpte  bt  der  doppelten  der 
ersten  ^eich. 

Man  kann  femer 

setzen,  woraus 

coei«*  —  - 

folgen  würde. 

Fahrt  man  in  der  Tangentenzichnng  fort  nod  setzt  vonns,  dass 
das  Polygon  sich  schliesit,  ao  erhAlt  man  für  den  allgemeinern  Fall, 
wonach  alio  beide  Gurren  einen  Brennpunkt  gemehitnm  haben»  die 
Fcmnel 

J»^      b*    m  —  c 
*  II  ^  c  mc  +  6* 

Für  das  Dreieck,  welches  der  1.  Ellipse  um-,  der  2.  einbe- 
schrieben ist,  folgt  aus  dor  letzten  Behition  w^n  n  —  3 

8  =  ?  -^-^ 


0  mH-P 
für  dal  Yieieck 

für  das  Sechaeck 


Digitized  by  Google 


Otkim^hauti  Zw  TkwrU  der  Scktiutm^rMuM.  217 

U.    B.  W. 

Wir  ■chlieBiea  nil  dieM  EotwkkfltmigeB  ToiUofig  ab,  da  dfo 
Methode»  deron  wir  mu  io  den  vorliegenden  Untenoehongea  bedient 
haben,  binlftngUch  Idar  enebeint^  am  anf  dieaem  W«ge  fiurlniflüireii 
and  neue  BesieboDgen  anlknfiadeii.  Aach  daa  Gegebene  iai  noeb 
einer  weitern  Dnrcbbildang  filbig,  indem  wir  ans  im  Yorstebenden 
derauf  beschränken,  nur  die  allgemeinen  Zage  mit  dem  Hinweis  asf 
ihre  Erweiterung  anmdenteD,  deren  Darcbführang  wir  hiermit  dem 
Leeer  ^nii«iiiiiitftif«wi 


Emmerich,  im  September  1884. 
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XII. 

Miscellen» 


1. 

Beiiehttfende  NoUi  nun  Aufsatz  I. 

Bdm  durch  den  Titel  dee  Werke  „van  Swindeae  Memenle  der 

Geometrie,  aas  dem  Holl&iidiedbeii  übersetzt  and  vermehrt  von 
C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  au  der  LuideBechttle  Pforta'*  hcraas- 
gegeben  1834,  war  ich  der  Meinung,  daas  der  im  genannten  Werke 
pag.  339  eingeführte  Winkel  A' ,  welches  der  Brocard'sche  Winkel 
Ist,  von  van  Swinden  herrfthrt  Herr  Professor  Üblich  in  Grimma, 
welcher  den  Untersuchungen  aber  diesen  Gegenstand  gefolgt  ist  und 
anch  historische  Studien  darüber  gemacht  hat,  die  er  z.  B.  in  seiner 
Programmarbeit  1Ö86.  „Altes  uud  Ncncf;  von  den  merkwürdigen 
Punkten  des  Dreiecks"'  dargelegt  hat,  berichtet  diesen  Punkt. 

Hiemadi  hat  Gr«Ue  bereiU  1816  diesen  Winkel  betrachtet,  so 
data  demielbeii  wol  di«  Priorität  gebohrt  a  F.  A.  JaooU  hat 
dia  Untennehnngen  darttber  fortgeOAhrt  Daaa  dieselben  IHr  anregend 
gihallen  wurden,  beweisen  8  Abbandlnngen  von  Wiegaud,  Enumani 
Hellwig,  in  denen  manche  der  nenerdings  angegebenen  Sfttse  über 
diesen  Gegenstand  bereits  enthalten  sind. 

Da88  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  iu  t  raukroich  und 
England  viel  bedeutender  ist  als  h\  Deutschland,  lioMt  sieberlich  mehr 
in  äussern  Verhältnissen,  ist  aber  wol  nicht  zu  läagneu.  Es  scheint 
der  Grund  (hifur  zu  sein,  dass  den  Verfassern  solcher  Artikel  mehr 
Gelegenheit  zur  Verbreitung  derselben  geboten  wird. 

W.  Fnhrmasn. 
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9. 

Bemerkiuif  ihb  Ao/mU  IV« 

Mit  BenigBakme  auf  den  Anftats:  nlJeber  Triedenehnitte  o.  i.  w/' 
ia  Heft  1.  Bend  6.  dieeer  Zeitsebrift  sei  bier  noch  die  einlKhe  Be> 
adoBg  erwihiit.  welche  swisdieii  dem  Schvetpiiiikte  des  Meder^ 
Mhaittee  mid  dem  Hittelpniikt»  der  Umkngel  dea  dofdi  den  IH* 
derachiritt  hervoiserufeiien  Tetnedcrt  stattfindet  Da  dieser  Mittel« 
fnd^t  («^  Mo)  der  Schdtel  eines  PelartriederslstyivelGlier  die  TOm 
IHedencheitel  abgehenden  Tetraederkanten  halbirt,  so  erbllt  man 
BbnBeh 

I  31 

l  -|^««bCOS/l+|H>«OS»+lto*) 

icd  insbesondere  fSr  die  rechtwinkligen  Trieder 

Die  Snbsltntion  dieser  Ansdmcke  in  die  Oleicbongen  der  Schwer* 
posktsOrter  liefert  die  Oerter  fftr  den  KogeUnittolpnukt 

Es  mOgo  hiei  uoeh  die  Berichtiguug  zweier  Vertchea  folgeu. 
Auf  der  letzten  Seite  des  obengenanDben  AufsaUes  muss  im  2.  Bei- 
itiiel 

^Voi»  statt  iVoß» 

B.  s.  w.  stebcD,  woraus 

•    ♦  ~  e 

«od  duck  SolHlitatHMi  iu  die  flteheagteichang; 


*}  Die  Uakahmc  eigibts 

wo  o,  6,  c  die  Fl&chenwinkel  des  Trleders  bedeaten. 
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10  dats  für  V  der  weit  einfachere  Ansdrock  — '  , sich  er- 

4  4 

gibt  In  der  vorletzten  Zeile  nrasa  es  ferner  V*/»  st  y  %  nod  des- 
halb in  der  leUten  *yi2  HL  heiasen. 

0.  Bermann. 


Zar  Iheerle  der  hanatpliehen  Beihe  (Fortsetmng). 

6.  Der  Gotlanke,  die  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Reihe  grup- 
penweise umzukehren  und  die  so  eutstf  liende  Ueiho  zu  summiren, 
ist  nicht  neu.  Herr  U nfer dinger  hat  die  wichtigsten  Potenzreihea 
in  dieser  Weise  mit  HQlfe  von  Integrationen  einzeln  behandelt') 
nach  ihm  liat  Herr  Mildner  die  Aulj^iAbe  allgemein,  für  beliebige 
Potenz  reihen  von  bekannter  Summe,  gelöst^)  Wo  daher  die  Spe- 
ciali&irung  von  Potenzreibon  fiir  ».  i  harmonische  Reihen  erzeugt^ 
mtlssen  die  .oben  gegebenen  Ergebnisse  mit  denjenigen  der  genannten 
Arbeiten  übereinstimmen.    Dieser  Fall  tritt  ein  fUr  die  Reihen 


-log(l-»)-»+ 2+3  +  .. 
und 

arctgjB  —  X  ~"  J*  +  ß 

odar 

l+« 

itogY:_^-t»+3+5... 
die  den  Anwendiingeii  in  8.  nnd  4.  entsprechen. 


1)  Die  Summe  der  Logarithmas-  and  Arctang-Rciho  (sowie  der 
Reihen  ftr  sin«,  eos«  tmd  «')  mit  altemirenden  Zeichengruppea 
Sitzgsbflriebte  d.  Wiener  Akad.  1867.  Bd.  56.  IL  8.  76  and  Bd. 
60.  II.  8.  S57. 

2)  Ueber  Ableitung  neuer  unendlicher  Reihen  aus  einer  gegebe- 
nen durcli  UnibLelluiig  (soll  wol  heisseu  „Umkehruiig''J  der  Vor- 
zeichen nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Ebendaselbst  1883. 
Bd.  86  S.  999. 
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Die  Formeln  für  o(l)  ond  <J(i)  üüJea  eich  übrigens  nur  bei 
Mildner,  in  zwar  auch  elernentärer,  aber  von  der  hier  gegebenen 
gänzlich  verschied,  iier  Herleituug,  und  zwar  hat  die  entere  Formel, 
Abweichend  von  ouserer  Gleichung  (III.)  die  Gestalt: 

s=s -lo«2-t-^  «   ^  fc.tg^   für  ungerade  I» 

Durch  VergleichuDg  dieser  Ausdrücke  mit  den  unsrigen  en?eben 
ncfa,  nadi  einlgw  lekbteo  Ui»i6miiiiigen,die  merkwürdigen  Formeln: 

n  2k  1  *~i  1 

(Y)   a)   ^(2fc-l)tg-^«-ii+a*f  — « 

6.  Man  könnte  versucht  sein,  die  Aufgabe  allgemeiner  so  zu 
&8sen,  daM  die  Anzahl  der  negativ  genommenen  Glieder  von  der 
positiven  verschieden,  etwa  gleich  gewählt  wird.  Man  überzeugt 
ach  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle  stets  eine  divergente  Reihe 
entsteht  In  der  Tat  «ftre  dann  die  Summe  der  ersten  (p+s)«» 
Qüeder 

{über  dieselben  GUeder] 

also 


m 


Die  bdilfin  entes  Snmmen  Ueibeii|fllr  «  »od  oodfielis  die  bd- 
deo  letoten  aber  habeB  babw.  p  und  «  Glieder,  deren  Jedei  niieiid- 
lidi  wird  wie  leg«;  die  DHEsrens  wird  daher  immer  ttneadUcb,  lo 
oft  p  und  9  Tenebieden  sind,  Tencbwiadet  dagegen/  wenn  i»  9, 
in  welehem  Falle  die  letste  Gleicbnng  in  Formel  I.  abergebt. 

Heinriob  Simon. 


In  vorsteheudem  Aofoatze  bitten  wir  folgende  Druckfehler  za 

behcbtigeQ. 

S.  105  Z.  11  V.  aat.  statt  Abhandiqog  setse  Behandlung 

106   „  8     n         n  fi      e  —  lim 

«—«0 

n  15     „       Gl.  (6)  unter  Z  statt     1  setze  i— 1 

zwischen  Gl.  (6)  und  (G>)  fehlt  die  Zeile: 

deren  zweite  sich  noch  aof  die  Form 
bringen  lässt: 

8.  107  Z.  10  V.  ant  eUtt  eeUe  ku 

M  lOB       1  y.  ob. 
»    B  •» 

♦t     109    M       3  ff 

»     ®  >t 

„    8  V«  ant 

„   UO  „    2  T.  ob. 

»        „    2  ?.  unt 
„  III  M    6  V.  ob. 


« 

n 

a 

H 

t» 

s 

W 

1 

n 

ÜMferentiation  „ 

DlMertation 

» 

2p- 2 

M 

^~1 

1» 

3P 

M 

p 

*) 

»» 

2to4-1 

9» 

2m 
2 

» 

s» 

r» 

2if 

2p- 1 

p 

2p— 1 

f> 

•1 

1» 

5 
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4. 

Zw  Beetiieatf M  Ur  Bn^ML 
DicMlbe  fthrt  UkamtUeh  «tf  daa  Integnl 

<fqp 


•-e  /  


wie  wir  schon  frfßm  bemakt,  tot  der  Winkel  iwischen 
dem  einen  Brennstrabl  nnd  4er  VnHngoniDg  des  andern  nach  dem 
»reiten  Endpunkt  des  Hyperbelbogens. 

Ans  der  obigen  Gleicbnng  folgt  aber 

9 

Wir  beantsen  bier  eine  in  den  ^TraoBformatlonea''  mitgeteilte 
Formel 

im  damit  den  Anadmck 

darzaatellen  und  in  die  betreffende  Gieichaog  eiazuführen.  Man  er- 
klüt 

-=  A  ««  -  ^t*+i;'«tgu+ ^  (^j^Bin-^  -  .. .j 
oder  auch  bei  Ikuatzung  einer  bebannlwi  Relbo  Ar  A^'tg^,  nftmUch 

das  folgende  Resultat 

-  (i-  '■■)■ 

wodurch  der  Uyperbelbogeu  auä  dem  Argumeut 
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dnreb  eise  Beihd  abgeleitet  aod  bereehttet  werden  kuw. 

£.  Oekiugiiau  a. 
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Methodik 

der  «tetigsn  Deformation 

von  zweibiättrigen  Riemann'echen  Flächen. 

Ein  Uebungsbuch 
f&r  den  geomeftriwhon  Teil  der  FanctionsUieorie 

Ton 

Bfit  86  in  Jeu  Text  eiogedrucktea  Figuren, 
gr.  8.  B«h«  S  Mark. 


Im  UDterzoichneten  Verlage  erschien  soeben  und  ist 
durch  aUe  Buclüiandlungen  zu  beziehen: 

Manojiovits 

Astromiseher  Wandkalender 

ff  1888. 

Ein  mehdacfoiges  Tftblem,  76  Gtm.  breit,  53  Gtm.  hoch, 
mit  den  HiMiilMrtelialiiuRiian  fCir  jedai  Monat  das 
künftigen  Mir«^  dem  achdnbtien  Laufe  der  Planeten 
Venus,  Mare,  Jupiter  und  Saturn  vom  1.  Jinner  bis 

31.  Becember  1888,  dem  scheinbaren  der  Sonne,  des 
Merkur^  des  Uranus  und  dos  Neptun  vom  1.  Jänner 
bis  31.  December  1888  und  den  Oertern  des  Voll- 
und  Neumondes  unter  den  [Fixsternen  vom 
1.  Jänner  bis  31.  December  1888. 

Für  den  Astronomen  vom  Fach  sowohl  als  auch  für 
den  sich  mit  Astronomie  Befassenden  ist  dieser  gut 
ausgestattete  billige  WandJ^alender  von  grossem  Interesse. 

IVeia  2Mark. 

Gegen  Foataaweiaang  von  2  Mk.  50  FC  franeo. 
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Verl.  Kart  4  Mk.  50  Pf.  ,  geb.  5  Mk. 
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Ais  praktisches  und  bewährtes  Schalbach  empfehle: 

LeldGii    Stereonetne  lelist  13d  üebiuiKmlijilitL 

Für  höhere  LehranstailNL 

1886.  Preis  Mk.  1,35. 

Im  Archiv,  d.  Mathemat"  (IV,  1)  günsUg  beurteilt  Auf  Ver- 
laogen  sende  Probeexemplar  n.  KritiIceD. 

Rostock,  WUh.  Werther's  Verlag. 


H.  Barsdorfy  Verlag  in  Leipzig. 

45  Beweise  des  Pythigor.  UhrtitzM  von  Jury  Wipfier 

IL  Gnap.  m.  69  Abb.  gr.  8«.  51  8.  Preis  Mk.  1^. 


Verlag  von  friedrieh  Vieweg  &  Sohn  in  Braun  schweig. 
(Za  bMieheo  darch  jede  Bacbhudlaiigr) 

Soeben  enchion: 

Iiclirkiich 

der 

politischen  Arithmetik 

fÖr  höhere  Handelsschulen  (HandelsakHclomieu)  und 
zum  iSeibstunterricht  bearbeitet  von 

F.  8.  Holiliiger* 

PmfcwQT  u  der  tllniflieliMi  HMuUlfaksiMiüe  i»  Um. 

gr.  &  geb.   Preis  8  Mark  50  Pf. 


Zur 

Kerstelluüg  mathematischer  etc.  Werke, 

neb  mit  ngmntaldn»  halten  wir  den  Honen  Autoren  und  Verlegern 
tnsevo  Ar  ntttbematiscben  nnd  Fonnelsati  epeiiell  eingerichtele 
Offian  beiteas  empfohlen  nnter  Znsicberang  ooireeter,  rucber  nnd 
lilüger  Bedienung. 

Gruftwald, 

F.  W.  Kunike, 

Bach-  imd  Steiadiuckerei. 


I 


Hvrder^sehe  YerlAgabuidiiiiif,  Freibarg  (Breiscai). 

^^oeben  ist  encUfliHn  and  diuok  ilto  BaebluuuUwigaQ  la  be- 

ziohen :   

Fischer,  Dr.  F.  W.,  Lehrbuch  der 

P  AATTii^'f'ivia         Gymnasien  und  höhere  Lihranstalten. 

in  einem  Batide:  Planimetrie. 
—  Stereometrie  —  Ebene  und  ephärieche  Trigonometxi«.  SBimeut 
Autgabe.  Mit  vielen  in  Inn  Text     *!rnrVttin  Holzachnitteit  gr,9** 
(XV!ir  u.  477  8.)    AI.  b2\J.  —  Daran«  apart: 
Krstcr  Thoü:  Planimetrie.    MUi  Aau^abe,  wA  mmm  Ankauf 

pon  Aufgab*»,    gr.  8".    (VIII  n.  208  8.)  M.  2. 
Zweitor  Thcil:  Stereometrie,    Ae««,  um  einen  Nachtrag  xu  den 
Aufgaben  vermehrte  AutgaU.  gr.  8".    (IV  u.  106  8.)  M.  1.20. 

Dritter  TfaeQ:  Eb«M  md  tpwrtMhe  TH^VMMetrie.  gr.  8^. 

(IV  u.  173  S.)    ^f.  1?. 


II}  HALT. 


YIIL  Ueber  die  Correa  vierter  Ordang  Bit  dni 

(geblnn).  Ymi  H.  Sehonte  ItJ 

IX.  Beitrag  «nr  Lehre  roa  der  Bewegung  einet  ihUttt  EBtfm  in 
einer  inceapieidbeln  Flflfi^keit.  Yen  Vr.  KOMer  ....  IST 

X  .  Firincipien  der  »dttteaiiomleii  OnrveailMeKie.  Ten  BtBoppe  l€8 

ZI.  Znr  Theorie  der  SeUlwmngppiobleBe.    Yen  B.  Oeking- 
hnnt  las 

ZIL  Mieellen. 

1«  BeriehtfgMide  Holb  tnn  Anftate  L  Yen  W*  Fnhr- 
«enn   SU 

9.  Benerkmg  sna  Anbeti  lY«  Yen  O.  Bernmna  •  .  III 

9»  Znr  nieoiie  der  hennonlichen  Beihe  (VoflMlnnqg). 
Yen  Heinrieh  Biaoa  SM 

4t  Znr  Beeliflenlion  der  ^petbel.    Yen  &  Oeking« 
beni   •  IIS 


enUbwaM,  gUnaki  M  IT.  W.  ftmaik«. 
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der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Bftcksicht 

auf  die  BedUriuisse  der  Lehrer  an  hölieren 
UnternohtBaoBtalteiL 


Gei^iiiuiet  von 
Ibftgwotrt  von 

R*  U  •   I»  e» 

Zwflito  Bfttto. 

Sechster  Teil.   Drittes  Heft. 


lU'Lelpzig. 

C.  A.  Koch's  Yerlagsbachhaadloiig, 

i,  Samgbiaeh. 
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Im  Verlage  von  Cteorf  Reimer  in  Berliu  ist  soeben  erschieDen 
und  durch  jcdo  Bachhandlaiig  zu  beziehen: 

a  BORCHARDT'S 

GESAMMELTE  WERKE. 

AUF  VKKANLASSUNn  DKH  KÖNIGLICH  PKEUSSlSCMßN 
AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN 
HERAüSCiEGEBEN 

G    H  B  T  T  N  E  R. 

MIT  DEM  liIU>NlS8  BORCUARDT  S. 

PRBI8:  17  MARK. 


Faber*8ehe  Bnehdruckerej,  A.  &  R.  Faber,  Magdeburfl:. 

Ycrlagsbui'hhandlong. 

Durch  alle  Buchhandlnngen  und  Kaiserliche  PoateteUen  (Preii- 
liite  4705*  IV.)  kann  besogen  werden  die  mwMüü^  erscheinende: 

Praktische  Physik 

Zcitsciirilt 
fflr 

Ex|^erittCiUl|ili;8iker,  Stadirendf  der  Pkjsik,  Hcchaiiker, 

Optiker  u.  s.  w. 

und 

Oryan  flir  den  pfafstkaltseieii  ünterrleht» 
Unter  Mitwirkong  h«rvomgender  Autoritäten  und  bewihrter  VMhmanam 

heransgogeben 

Dr.  Martin  Krieg. 

Preis:  6  Mark  pr.  Jahr,  3  Hark  pr.  Htllyahr,  76  Pfg.  einselne 
Hefte.  Amelsen  t  Sspaltige  ZeOe  40  Pf. 


Im  Vcrlatro  der  Hahn'icheB  Bacbbandlnng  in  Hannover  iit 
soeben  erschienen: 

Grundzüge 

der 

mathematisch-physikalischen  Theorie 

dar  Musik 

TOB 

Tlieodor  Wittoteia, 

Dr.  phil.  wtä  ProfBMor. 

gr.  8.   188d.   geheftet  2  M. 
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Potential  einer  elliptischen  Walze. 


Von 


Ulrich  Bigier. 


FwlMkMiif  TC«  T.  IlL  Ht,  ZIX. 


Zweitor  Teil. 

IT.    Potential  einer  elllptlselien  8eheAe  Ton  der  IMeiitlf kelt  1, 

deren  Punkte  den  Olelehnngen 


$  12.  Das  Potential. 

a)  Ableitung  desselben  aus  dem  Potential  der  Ellipse,  ausge- 
drückt durch  ein  Integral  mit  freiem  Integrationsweg. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleicbnng 

—  1  —  —  

Aw-^u      Btc-{-u  u 

mit  t0<,  10«^  tB<*  bezeichnet  werden,  dann  ist  das  Potential  der  Ellipse 


deren  Dichtigkeit  gleich  dem  Abstände  des  Mittelpanktos  Ton  der 
Tsngente  im  betreffenden  Punkte  angenommen  wird. 


Ank.  d«r  Matlk  o.  Fiijt.  2.  £«ih«»  I«U  VI. 


15 
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226  Bighr:  Pbttntial  «Mer  «fl^yü^dkm  Wakt, 

Setzt  man  liier 
80  ergeben  sieh 


Pot 


00 

du' 


uud  ' 

»•  —  <, 

siod  die  Worzeiu  der  Gleicboiig 
daher  ist  die  GL 

deutisch  richtig.  Sclireibt  mau  t»  statt  h'  und  setzt  dann 
so  da&s  üuu 
wird,  so  ist 

WO  (  die  grtaste  Wntsel  der  GHeielMiiig 

bedeutet 

Um  die  Masse  des  Ringee,  welcher  von  den  ElUpsen  mit  den 
Halbaxen  (V^tr,  V^c)  und  (Vio^^  +  fZ/ir),  i BKvo-\-ibc))  gobiKkt 
wird,  ZQ  erhalten,    habe  ich  obigo  Formel  für  das  Pol.  uocli 

mit  7  —  zn  moltipliciren.  Denn 


nnd 


also  ist  das  frühcio  K  gleich     --  und  üumit 
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CD 

(Wug  eiiic  bcliliügo  au8  dem  Ostpuukto  um  t). 

Weil  aach  dieses  Ingetral  im  Horizonte  verschwindet,  so  kann 
lan  die  Scbliugo  in  eine  geschlossene  Cnrve  um  die  Pole  t'  und 
verwandeln  und  diesen  Weg  wollen  wir  bqd  benatsen,  um  das  Pot. 
da  Scheibe  za  erhalten.  £s  ist  also 

Pot  =  5  iÄB  f        dw  (Weg  Fig.  17.) 

wo 

ist,  imd~^,  in  der  Realit&tslinie  zwischen  i'  nnd  I  positiv  verstanden 
virdj  somit  das  Potential  der  Scheibe 

0 

Die  Wurzein  «,  t\  t"  der  Gleichong 

sißd  Fanctioncn  von  jc.  Für  ein  sehr  kleines  4"*^'  ist  <  pos-  sohr 
gross,  tiii  i  T.aljr(  ud  /  von  0  bis  1  steigt,  sinkt  /  fortwährend  bis  zu 
dprn  1)08.  Werte  herab,  den  es  für  \c  1  anuimmt.  t'  and  <"  Sinken 
mu  aach,  treten  aber  nicht  ans  den  Intervallen 

beisni.  Wenn  daher  der  in  sich  znrtlckkehrende  IntegratioBSweg 
^  iwiaehen  —  i4  nnd  0  liegende  StQck  der  Realitätslinie  rftcklftnfig 
inuddiesst^  aber  den  niedrigsten  Wert  yon  i  ausschliesst,  so  kann 
er  «flhrend  der  Integration  nach  w  festliegen.  Weil  »  von  w  nn- 

abbäogig  ist,  so  hat  man  nor  ^  von     =  0  bis  to     1  zu  inte- 

t'vai.  Knn  ist 


15* 


somit 


2Wi 


and  demnach 

Pol— .VJ«/  ^)'^^^y35/^%"'^ 

(Wog  eine  rackläaflge  Curve  nm       und  0  mit  Aonchlius  der 
kleinstoii  poa.  Wonel  von  =.0) 

Nun  liegt  aber  die  pos.  Wurzel  von  ll^*  (fftr  «•  =  0)  im  pos.  Un- 
endlichen, nnd  deshalb  kann  man  im  zweiten  lutogral  den  Weg  so 
logen»  dass  nnr  sehr  grosse  Werte  von  u  in  IJcU  dcht  kommen.  Das 
iweite  Integral  ist  also  nnll.  Wir  erhalten  somit  als  Potential  der 
elliptischen  Scheibe  folgenden  Ansdrnck: 

(Weg  eine  geschlossene  Cure  nm  die  Pole  t"  und  t') 
Es  ist  non 

Wi  (ftrw«!)-.  ^^iqp;;-! 

also 

«  


b)  Ableitung  dea  Potentials  dor  Scboibo  aus  dem  Potential  der 
Ellipse,  aasgedrackt  durch  ein  Integral  mit  geradem  Integrationsweg. 

Wenn        ^  die  Wnrseln  der  Gleichung 

  ^  ttS 


.  Lj  1^    uy  Google 


sind,  dann  ist  das  Potential  des  T<m  den  EUipaen  (VJw^  YBw)  and 
iiA{w+dw)^  yB(iP+dw))  gelnldeten  Binges  gldch 


denke  sich  nnn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (Fig.  18). 
Aaf  der  Abscissenaxe  werden  die  w  und  auf^  der  Ordinatenaxe 
die  f  abgetragen  und  in  dem  Punkte  (u,  «)  stelle  die  dritte  Coor- 
dinate  den  Wert  des  Integranden  dar.  du  da  ist  das  Flächenelement 
Die  Integration  nach  u  erstreckt  sich  über  einen  horizontalen  Strei- 
fen, der  in  einem  Punkte  P  der  Halbirungsliuie  des  rechten  Winkels 
beginnt  und  sich  bis  in*s  Unendliche  aasdehnt.  Die  Integration  nach 
t  snmmirt  nun  alle  diese  Streifen  vom  Punkte  A  an ,  wo  «  »  <  ist, 
bis  in's  Unendliche.  Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  demnach  über 
alle  Punkte  der  Ebene,  welche  zwischen  der  vonj  A  ausgebenden 
bonzontalen  Linie  und  der  Halbirungsliuie  des  rechten  Winkeis  lie- 
gen. Kehren  wir  nun  die  Integration  um  und  integriren  zuerst  nach 
so  läuft  •  Ton  <  bis  u ;  sie  umfasst  also  den  Streifen  {P'  —  P") 
Fig.  18.  Diese  Streifen  sind  nnn  noch  zn  Bommiren  von  «  —  i  bis 
OD.  £s  ist  demnafih 


and  suiiiit  tUus  Puicuiial  der  Scheibe 


1 


md  weü  19    f{$)  ist,  so  erbalt  man  aacb 


du 


od  somit 
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Kon  iit 

also 

folgUdi 


und  weil  H^^  s  =  u  verschwindet  und  für  «  =  <  za 
wild,  80  «rbilt  man 


c.    PantfiUong  des  Potentials  der  elliptischen  Scheibe  durch 

„  .  elliptiscbe  Integrale. 

Es  ist 

(Weg  eino  Schlinge  ans  dem  Ostpnnkte  am  den  Pol  t) 

oder  auch 

Integral  /  ist  gleich  dem  Potential  der  EUipse,  also 
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Bei  Integral  //  verwandle  mau  dw  Schliugo  in  eine  geschlossene 
Curve  am  die  Pole  —-4,  i"  und  f  und  gebe  dereolben  die  Gestalt 
Ton  Fig.  19. 

Ein  Teil  der  Corve  zwiacfaen  den  Polen  und  i*  werde  auf 
die  Realitätslinie  verlegt,  und  weil  sich  nun  hier  die  beiden  Wege 
anfliebeii .  verwnTidclt  eich  die  anfänglich  gesehloBsene  Corve  in 
einen  räckiäuiigeii  Kreis  um  den  Pol  ^A  nod  in  eine  geschlossene 
Cnrve  um  die  beiden  Pole  if'  and  f.  Also 

/l       du      -„        .  ,  ,  ^ 

^     (Weg  eine  geechlosscDO  Curve  um  die  Pole  —A^  t'\  i') 

1  du   

(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  nm  den  Pol  — i4>  Erlienn' 
nongsort  östlich  von  -^A) 

. ;  r  ^  

J  y{t  —  u){u—t'){u-t") 

(Wt  f  ine  rückläufige  Curve  um  die  Pole  t"  and  Er- 
kennnungsstandort  östlich  von  i') 

L+M 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  nach  einem  Lehrsätze  von 
Canchy  gleich 


y{A+t)iA+i''KA+n 


Im  '/weiten  Integral  Bind  die  beiden  Polo  t"  und  t'  zugänglich 
und  man  erhält 


Ich  setsse  non 

»  =  Bin*sp+ «"cosV 

also 

du  2^/(p 


Ä     y(*  —  O  Vi— A»sin«9 

A+u  -  4+1"— (/'-i')sin>v==U+0(l  -J^^^>  ain«y) 

nnd  weDU  noch 

»ho 
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und   

Ba^i"^,    Ca-?^^,  n^^YI^ 

y^+r'       Vu+ty  ViA+n 

goaetzt  wird,  wo  also  der  Parameter  a  adrdlicli  lateral  ist»  so  erldlt 


1     du    2  du 

Kon  ist 

also 

1     «**  2  ,      Sa  k*Sa.Ca 

•  R  y(t-0  *  V     Ca. Da  *     1— i^^^a^-^  j*** 

und  weil 

Sa  1   t 

60  ist 

und  weil 
80  ist  auch 

jf  ^   .  HKZ{a) 

{A  +  n  y(«  -  o  y(4+#)U+r)(ii+0 

folgUeh 

TTT.  •  r?    (^^''-'S  cioe  Schlinge)    =  —  ^  ^  

+ o  y(<  -  n  yu+ou+ou+o* 

und  demnacli 


V(A+t){A+t')u+n  (A  4- 1")  yfTiiö 

ytTföö+oM+o 

T^m  diese  Formel  zu  vereinfachen,  setze  ich  a  s  £  -  wo  s 
nürdlidi  lateral  ist  Dann  ist 


Digitized  by  Google 
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 AtKZx  Ssf  

folglich,  wenn  Air  d.  Arg.  »  wieder  «  gofletst  wird, 

neu  Dun 

/l  <fu 
*  Ä~   ^^^^  ^®  Schlinge  aas  dem  Ostp.  um  den  Pol  0 

iit,  mnss  der  letzte  Aasdmck  unter  II  auch  erhalten  werden,  wena 
dif  geradlinige  Integral  in  eUipt  Integrale  flhergefOhrt  wird.  Um 
taelbe  m  verwandeln,  setse  man 

u—t  -  («-Otg'y,  «*-<'  -  (<— O .  ^ 


008*9 


Seilt  man  femer 
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also 


Sa  -  y(^-z£)M±£l  Ca  iV(t-n(A-fr) 

"  V{t'-^)  {A  "         Vit'  -  n  {A  -K')* 

amu  ist 

1    .  du  2C*»c2u 


Aas  der  GldcluiDg 

[A+t  .t  .  1" 

J  .  1 

<'  .t'.  1  I  =  Ü 


I".  I".  1 


folgt,  dass 
also 

Fernor  ist 
1     du  2{l^&u)du 


a  «  iC^«,   WO   0  <  ae  <  £ 


 ■  -  -  ~€iu 

{A  +0  y{t  -  t")  (1  —  h^&a  &u) 

2du  2D^ti&udu 


und  weil 

l>«  1  t 


80  folgt 
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I  0 


 *    '  'o 

4iC  4dKZa 


(A+t)  Vit           V(A+t)  iA+t'HÄ+n 
liso     

so  Igt 

also 

Z«  — 2r(Ä:+ar)  —  =r-  l-^as 


Dx 


y{t-t"){A-i-t) 

loinit 


y{i+eyM+7)(3+?) 

iblglidi  ^ 

/i    du  aiczx  

o&d  sdüiesslicb,  wenn  fOr  s  wieder  a  gesetzt  wird, 

 4>y^fl8*irjg« 

yöi+ö(7+0(ii+r) 

wie  auf  Seitu  233. 


Digitized  by  Google 


296  BigUri  BOmtUL  «uwr  tUiptUdimi  ITobi. 

Um  das  Integral 

/l  Ai 
B^  '^  (W^  eine  Schlinge  us  dem  Oslp.  um  den  Pol  i) 
■» 

-2  /"JL.  ^ 

zu  varwandeln,  setze  luau  wieder 

du  2  dtp 

—  — ^  I  1  —  „-7--8m*a)  I 


also 


Fenier  ui 


also 


y  '  -  o  ^  y(j9+i)(<- 

y(Ä+«) 

wb 

Sß<,h  also  0 < ^  < 

Demaach  ist 

t      du  2du  2Diß.S^du 


~  » 


and  weil 

Dß  1_   1  

k^sß  cß '     ij  y^T^TTi    y{-Ä  -0(B+i')(B+i> 

so  ist 

J  B+u  *  Ä yitHT)  y(Ä4-o(ß+o(-ii-o 

folglich   

Xff-.  _    ^y^y*^      ,  4y^By«XZ/?  

(B+t)  y(f_7~)'^  yü^+oCiü+rj 

Boi  Integral  IV  verwaudie  man  die  Schlinge  durch  KiuschaltaDg 


Digitized  by  Google 
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des  HofiionteB  in  eine  geidiloasene  Com  ma  die  Pole  0,  f  und 
gebe  denelben  die  Gestalt  toü  Flg.  90. 

Zwischen  t'  und  0  ziehe  man  einen  TeiJ  der  Carve  auf  die  Re- 
aliiatslinie  zusammen  und  weil  sich  hier  die  beiden  Wege  aufheben, 
so  verwandelt  sich  die  anfängliche  Carve  in  einen  rückläufig  ge- 
schlossenen Kreis  um  den  Pol  0  und  in  eine  geschlossene  Carve 
um  die  Pole  t'  and  i'\  and  weil  diese  letztere  Pole  aogftngUoh  aind, 
so  erhalt  man 


1  db 

(Weg  eine  geschlosaene  Cnnre  nm  die  Pole  0»  I") 


/l  du 
- '  ^  (Weg  ein  kleiner  rQcklftnfiger  Kreis  mn  den  Pol  0) 

f 

Kaeb  einem  Lebrsatae  von  Gavehy  ist  aber 


and  wenn  im  Integrale  M* 


also 


_  S6   1  _i_ 

gesetst  iMf  so  erbUt  man 


folglich 


Jlf'  = 


i"y(i_f")  yirv 

and  somit  ist 

1  du 

-  •  »~    (Weg  eine  Schlinge) 
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Man  kann  nun  auch  die  Schlinge  des  Integrals  IV.  anf  die  Ueber- 
gangsUnie  (^Os^oukt)  sasammeiudebea  und  erb&lt 


Mittelat  der  Sabstitation 


wo 


und  80  mit  ist 


2   fi-^^     4Z  AiKZy 





Die  Formel  a)  soll  nuu  mit  der  Formel  b)  in  Uebereinstiiiuiiiing  ge- 
bracht werden.  Aus  deu  Formeln  gebt  hervor,  dasB 

d  —  JK+a? 

wo 

0 

und  Y  nördlich  lateral  üiud.   Mau  setzü  deshalb  iu  Formel  (a) 
uud  in  Formel  (b) 

WO  0  nördlich  latend  ist  Weil  niin 


.  d  by  Google 


also 


80  ist 
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Gr  -  c(a-jr)-}!jLzf!l 

Wird  nun  dieser  letzte  Wert  in  Formel  a)  eiogesetzt,  so  er- 
hält mau 

Ferner  ist 

-ix  iiiL — y)  =   .   (Jx  =»  -7==,   />«  —    y — •■  •  -7=== 

itao 

somit 

md  setzt  man  dioaen  Wert  in  Fonnel  b)  ein,  so  erhält  man 

D  ^    /K  —  —  — ,  --^^ —  —  —  A  .iz  

Vh'if'      <'y(<_.r)  y<i'^' 

eine  Formel,  die  nun  mit  a')  übereinstimmt. 

Das  Potential  der  ellipt  Scheibe,  in  ellipt  Integralen  aasgedr&ckt, 
ist  also 


4  iYÄBa^KZt» 


+ 


y(.i-l-o(^+«';(^4-o 


uiyiii^ed  by  Google 


oder,  da 


ist: 


'-«f#=+M«-^') 


Wegen  des  Factors  VA^B)  im  Nenner  gestattet  diese  Formel 
nicht  unmittelbar  den  Uebeigang  zar  Kreisscheibe.  Um  sie  aber 
dafftr  elniaricbten,  setze  ich 

«=sjr+a'  und  ß'^K'-ß' 
wo  «'  ndrdiichllaterai  nnd  ß'  reell  ist  Jsfkn  ist 


,    .    ,   •       k^Sa'Ca'  , 
Za^ZiK+ü^)  IJ^-^ 


und  weil 


^-y^r^f'  ^«-y(?^ö'  "'""Vä-O 

so  folgt 

Vif- 0(^+0 

Ebenso  ist 
nnd  weil 

80  erhält  man 


i 
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ErMtst  man  in  diesm  Formeln  — darch  ^^Ceos'S,  wo 
iit,  ao  erh&lt  man 


bt  nnn 


lehr  klein,  so  liegen  it  und  /9  nahe  bei  K,  und  o',  ß*  sind  sehr  klein. 
In  diesem  Falle  ist  aber 

and 

^-('-f)r-o-gj-!jä-v«(-3S:. 


iVCtM  9 

tad 

Ferner  ist 

II' 

also 

AKk.  a.  Math. «.  Tky*  %  ntfh«,  T.  71.  16 
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and 

folglich 

yc  ^  yc     y^4-i^^^  ^'        '  ' 


und  somit  das  Potential  dor  Knisiclieilie  mit  dem  Radios  r 

d)  Besondere  Lagen  dos  Bezugpu  nktes. 

o)  Der  Bezugspunkt  liege  im  UnendUcben. 

Weil  in  diesem  Falle  t  sebr  gross  ist,  so  kann  man  den  Ints- 
grationsweg  so  legen,  dass  nnr  sebr  grosse  Werte  von  «  in  Betracht 
kommen.  Han  darf  deslialb  neben  «  die  Wnneln  nnd  iT  nnd 
neben  t  die  Constanten  A  nnd  B  Temacblisslgen.  Weil  nnn  ancb 

so  ist  das  Potential 


fy{m-r')i»  (Weg  eine  Seblinge  ans  dem  Ostp.  m 
^5?  den  Pol  r*). 


Dnrch  iänschaltong  des  Horizontes  in  die  j^hlinge  kann  man  den 
Weg  in  einen  kleinen  rOeklftofigen  Kreis  «n  den  Pol  0  verwandeln 
slso 

,       p^f^tij  ^     Weg  ein  kl.  rflcUiniiger  Kreis 

i>=:  ^  iVAB J   ^—  du  ^ 


nnd  nach  Gaachy 


p  s=  »V-^^  —  Masse^ 


r  Entiemnng 

b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel. 

(i'-i"  B) 

Ans  der  Integralformel  fttr  das  Potential  findet  man 


üiyuizeü  by  Google 


•J  A  U  r  J^HE^^  göBchloMeiie  Cnrro  nm 

F       »  y^J  Pole       «nd  0). 

Dieser  Integratioiisv.ej7  zerfällt  nun  in  zwei  Kreise,  vou  welchen 
der  eine  deu  i'ül  —  A  und  der  audere  dcii  Pol  0  rückläufig  umgibL 

£b  ist  alflo 

»        .,/-rs  r  V('— ,      (Weg  ein  rttckläufiger  Jireis  um  deu 

j.   VTü  r  .    (Weg  ein  rttckUnfiger  I 

-T »  r^J  (A-^uH-u)  •**  den  Pol  — ii) 

nnd  nach  Caachj  erhält  man 
FOr  die  Brennpunkte  der  £llipie  iet  folglich 

€)  Der  Bengspnnkt  Hege  anf  dem  Bande  der  ellipt  Seheibe. 

£8  ist   

Seilt  man  rnui  im  ersten  Terme 
so  wird 

U+Ocotg«9,  <fo  =  -(^+O.2cotg9. 

also 

du       „  _  2^(71 -hO 

y 8inV  '^^» 

folgUch 


üigitized  by  Goagle 


244  BigUn  P0imtmt  «omt  dHptiKktn  Wake. 

0 

und  aeUt  mau 

80  ist  das  Integral 

Im  zweiten  Tenne  seti«  mftn 
and  zugleich 


und  ▼«ntebe  9  po8.|  dann  iit 


«itt  ■■  .   ^ — —  dt 

  -  ^ay^iÄ^^i, 


1/(1* -O  Min*Z 


folglich 


0 

Also 


Fflr  das  Ende  der  grossen  Aze  ist 


also 


und  lur  das  Ende  der  kleinen  Axe  ist 
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Auch  diese  f^ormel  gestattet  nicht  anmittclbar  den  ücbergang 
zum  Kreise.  Wird  aber  —  durch  ^  — C'cos^ö  ersetzt,  so  erhält 
maD 


uid  weil  man  nun  Ar  ein  kleines  C  den  Bogen  durch  die  Tangente 
und  den  Logarithmos  durch  den  Znsatz  zu  1  ersetzen  kann,  so  folgt 

wenn  v  der  Badias  des  Kreises  ist 

f.  13.   Die  Kraftcomponeoten  der  elliptischen  Scheibe. 

Die  1.  Abgeleiteten  soUen  ans  folgender  Form  des  Potentials 
abgeleitet  werden: 


/     VCcobB  \ 


+VC'sineiog(^^^^ 


Ccos^fc^-fV^£8me 


(Weg  eine  rücklautigc  Schlinge  aas  dem  Ostp. 
am  den  Pol  t). 


Weil 


dx 


t       X  BW 


1  .'/_ 


dW  In 


so  erhilt  man 


(Weg  wie  oben^ 
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Die  latagrale  ftr  die  Abgekileta  nifei  ferner,  das«  die  Kraft- 
empoMBlMi  and  Jf  nr  fftr  solche  Lagen  des  Bezngpnnktes 
nnendüch  werden  kdmeo,  Ikr  w^<^  i  s  /  «  0  ist,  also  f&r  Ponkte 
der  Randellipse,  «efl  dtaa  der  Tr^'-^Trationsweg  nicht  mehr  zwischen 
f  and  t'  hindnrcb  kann.  Die  Beodeilipee  ist  demnach  fftr  die  Comp. 
X  und  Y  eine  Unsteügkeitscnnre.  Wir  werden  später  sehen ,  dass 
Comp.  Z  fur  keine  Pnnkte  des  Ranmes  unendlich  wird,  dass  sie 
sich  eher  bei  ihrem  Durchgänge  dorch  die  Ebene  innerhalb  der 
EOspee  epnngweise  Ändert  Ans  frttheren  Formeln  erkAit  buhi 

Auch  hier  macht  der  Factor  "^A—  B  im  NcmuT  den  unmitt<?l- 
baren  Uebergang  zur  Kreisscheibe  numögiich.  Wir  haben  aber  ge- 
f ondcu,  doss  für  ein  kleines  C  =  A — B 
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and 

yiZ/f       y^sine      .....     .  . 

istj  folglich  erhält  mau  im  i^'ailo  eiüüx  Kreisscheibe 


Die  Kraftcomponenten  für  besondere  Lagen  (loa  Bezugspunktes. 

a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 
Es  ist 

* —     /•  rftt  (Weg  eine  Schlinge  aus  dem 

^'^  -y^^'^J  lA+u)uyu^^        Ostp.  nm  den  Pol  r»). 

4 

Man  verwandle  nnn  die  Schlinge  durch  Eiuschaltung  deb  iiori- 
zoutes  in  eine  gescblossime  Gnrve  um  die  Pole        und  0,  ond 
weil  sich  die  Wege  atf  der  BenKtttsliaie  iwiscben       und  0  auf- 
heben, 80  erliUt  man  als  neuen  Weg  swel  kldne  rOeUäufige 
um  die  Pole  —A  und  (X  Man  erhftlt  also 

« 

•^AT5    f        ^  (Weg  ein  rtcUanfiger  Kwis 

^  —  I  YABxJ  ^  ^  p^j 

 1  ,du  (Weg  ein  rückläufiger  Kreis 

U-H»)yÜ5^  »  am  0) 

und  nüthin  nach  Cauchy 

X  —  —  — p — -COSCr«) 
£ben80  findet  man 
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F—  Jj — coi(r|f), 

i?  —  ^3 — oobM 

b)  Der  Besagspoiikt  liege  auf  der  Focalhyperbel 

(t»-/'  B, 

Uan  findet 

X^—iABm  r  — ^^j===  (Weg  eine  Scblinge) 

—  VT«    r  (Weg  ein  rttcUftofiger 

«     tyAJs^cj  V(i-»)     Kreis  am  -J9) 

-         /»  rftt  (Weg  ein  rftckläurtger 

+  iyABxß  \/~^~;Z^-B-u)Ui-t*^    Kreis  um  deu  Pol 

"iniThx  (  L_  l  \ 

 2a»ViLgar  

£beDBO  ist 

und  fdr  die  Breooponkte  der  EUipae 

-^A-^JB'    ^  ^  ^ 

c)  Der  Bezugspookt  liege  in  nomittelbarer  Nlhe  der  BandeOipie. 

du 


ff 


Um  den  log  unendlich  werdenden  Teil  absntrennen,  ersetze  icb 
2^  durch  D» 

t 

gesetzt  war,  so  bat  man 
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X  2y  AB     pu^i  iIm 


und  weil 


4+*  •  V(«_f") 


«  SS 


80  erilält  man 
üan  ist 

 iLii^) 

tlio 

Um  lategnl  J7  zu  bereclmen,  machen  wir  Snbitltatiott 
alio 

y»-^ — — «y(*-i')Ä?,       —  y^r^ a», 
ys;:^) = y(i=^i)i», 

Ä "  y(«-o' 


Setzt  man  non 
alfo 

y^+i*      y^H-**      y  4+# 
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««^-/s  (0</J<jr), 

so  folgt 

u—t  du  Ä*P  2ido 


"     y  (iT-o  (1  -  '^*^*^') 

Nun  nt 
also 

 1   VciyF) 

und  somit  ist 

tt  —  <  'iu  2i  ^{A  -h  0         Pk^Sa  Ca  Da  S\dv 

i  • 

WoU 

2VB  yü+g)g+^) 


so  ist 


  00 


\VAB        Pu—  t  dtt  4yB»iI(Z/,a) 


and  weil 


_  »Ii  .  t'sf« 


10  ist  schUssslieb 
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75^  i""  j+  ä-  äi} 

Dieser  Ausdruck  soll  nach  t'  mit  Venjachlässigimg  der  mit 
iüg  (t  —  *0  multipJicirten  zweiter  Ordnmig  entwickelt  werden.  Weil 

mit  YemachlAsaigiing  von  k^logb^ 

log  1  -  iltg    -  ilog  (~^)  (i  -  (^^.^  + . . .) 
^  -  (i + i      -  ^^Efyl  +  •  .)x  (lioß  fiV)^-) 

Ferner  iat 


md  weil  in  anBerem  Falle  x  <  /r  ist,  so  setze  man 

€bf=  


Vi  —  A^BinV 
FBr  «in  Udnes  ik"iit  anoh 
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E  4 

^  =  1  —  ^h*        Ä;*  4*  •  •  • 


und 
folglich 
alBO 

Ferner  ist  aach 

fc*                    A;*        ^    ^    ,  cos4<jp-|-l\  i 
^l-^+^C0829  -32(l-2cos29+  2^j+"*" 

= 1-  -  4-  ^  cob2<p-  -ßi" + ie  ^^^''^  cT^'T""* 

und  ebeoso  (1— jfe'BinV)"' 

3 

3 

und 

E 

(1  -  i^sm  9)i  —  (1  —  Ä;«8in<p)-4.     =  ifc«C0S29 

+        (2 cos 29?  —  cosif)-!-  ... 

also 

0 

«  ^  /l-  ßiü  2(?J  +     ^  (sin  2v  —  i  sin  4^)  + ... 
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die  Entvickloitg  der  Z  Fonetion  hat  also  ftr  nosern  Fall  folgende 
Form: 

1.2  fA 


wenn 


also 


daher  ist 


Es  sei 


 :i  


maa  soll  herechnen. 


Wenn 

ama  9 

also 

8109»  —  sio  ö  ^1  —  ^ 

80  folgt  bieraas 


==sin6(l-i3 


Nun  ist 


9  — 


/  VC-ib-sin»,) 


= (1+ jÄ*sinV)dy  —  9+  iJfc"sin»C0S9 


also 
ncc 

«'        <— <' 

,    ^  /2t'  ,  t-t'\ 

und  eiuUicli 
also 

Ferner  Ist 


^  r^i±z£i  


•0  iit 


folglich 

FOr  den  Fall  einer  Kreissdieibe  ist 
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also 


^^'^y—jr—  VA 


Um  «Qfili  hier  deo  onendlidi  werdenden  Teil  abzntreB&en,  enette 
man  ^  durch  (j^"^;^,  D» 

X 

r'  = 


80  IBt 


00 


WeU 


so  ist  

[       —16/"/-  '+''\ 
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Um  IL  zu  bcrechneu  mAchen  wir  folgende  SabstitatioB 
also 

«-«     I— II 

II— I*  .  M— <^ 

WO  also  V  Ton  0  bis  Z  wftcbst.  £b  ist  nno 

du  o  ^  iS«P  .<lt> 


Man  setae  daber 


/ff« 


und  kann  dann 

annehnen,  so  dass  b  inrischen  S  und  JiT+Z  Uegt  und  dass 

Weil 

80  bat  man 


0  . 


0 


y^t— B\ 
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Wenn 

b  —  K-^-b' 

10  Ist  b*  nördlieh  latenl  und  liegt  xfriadieD  0  niid  L.  Weil 

b'  —  b  —  K 

BO  find 

Dt  nan   

10  lind 

Ans 

folgt,  dass   

Daher  ist  Vö-O(il+.Ui^+0 

ADDflbernde  Berechnang  von  II.  Wenn  ami'  =  t'xi  ao  ist  6' 
gleicli 

0  0 

-»{|-i**(finxcofx-x)). 
Ferner  ist 

Sb'  =  »iinx 

tllO 

Htn  tetze  daher 
foli^idi 

4tck.      Maik.     njB.  &  B«i)M.  T«lt  TL  17 
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IIB 


 VW  

Nun  folgt  auB  obiger  Formel 


also 
also 

oder 

folglich 

oder 

Weil 
10  ist 


n 


1  -ik^ 


^ ,  _   f(<-<') y=5^'   ^  i-B-f  ^ 

Z. ».log -h  ... 

Also 

n  -     (u.  » y^^;  ,  -16^' . \  \ 
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WoUto  miB  daiMlba  Argument  v,  das  durch 

definirt  war,  behalten,  so  bekäme  man  wegen  des  Nenners  u  bei  der 

i— 

ü  Function        (Parameter)  ^        >  1  nnd  der  Parameter  Uge 

swiiefaen  L  nnd  JT-f-Z^  Man  kann  aber  einen  reellen  Parameter 
bekommen,  wenn  man  L —  (Mheres  Argument)  als  Argument  wftUt 
und  auch  mit «  bezeichnet  Dann  ist 

t-t" 

also 


*  -  -  j(,-o 

^  2  

Ä  "  Vö^F)  • 

0 

wenn  «  pos.  nnd 


ilso 


Fflr  efai  n^g.  •  bitte  man  den  entg^gengesetiten  Ansdrack  erhalten. 
Man  kann 


y(«^>)        y r:?-  ^  y(7::::?o 

17* 


260 
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O<0<jr 

annehmeQ.  I>auu  ist 
also 

Wenn  t  nnd  t\  folglich  aach  i^,  als  sehr  klein  erster  Ordnnqg  gelten 
nnd  man  die  sweite  Ordnang,  nmltipl.  mit  log  — r  TemsiehlAa» 

sigt),  80  kann  man  c  durch  einen  Winkel  ersetzen;  and  damit  dieser 
in  der  Ebene  der  Scheibe  ausseriialb  der  Ellipse  verschwinde,  moss 
er  zugleich  mit  t\  also  mit  Cc  verschwinden.  Man  setze  daher 


cosA  — 


werde.  Dann  ist 


Da  nun 


lit,  10  eigibt  sich 


Das  durch  den  Bezugspunkt  gehende  zweiscbalige  Hyperboloid 
schneide  den  Rand  der  Scheibe  im  Punkte  (Ä.  F,  0).  Den  Abstand 
M  beider  Punkte  kann  man  wegen  seiner  Kürze  (insofern  das  kleine 
Stück  des  rechtwinklig  schneidenden  Hyperboloides  aiä  eben  gilt) 
als  kürzesten  Abötand  des  Bezngspunktes  vom  Scheibeuraiide  an- 
sehen. Fftr  diesen  Abstand  «  haben  wir  aber  früher  den  Aasdruck 
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erhalten. 

ist  endlich.  Mao  kMn  dato  dea  UnitetigkeltglogaritiimnB 

dnrefa  log^  enetaen,  wann  man  daaebeo  eodUdie  Werte  Temadi- 

lässigt,  wio  bald  in  den  UnendJichkeitstcrmcn  voo  F  geschehen 
soU.   Setzt  man  niui  für  den  aächsten  AngeabUck 

r«-(.-JC)t+(|f-D« 

WO 


alao 


aod 

fel^lch 


Man  kann  sich  r  als  Projcction  der  kleinen  Strecke  •  auf  die 
Ebene  der  Ellipse  denken.  Weil  «  im  Ranme  normal  zor  Ellipse 
ist,  so  ist  es  auch  r  in  deren  Ebene.  Wenn  ^  0,  so  liegt  der 
Ponkt  y,  »)  in  der  Ebene  der  Ellipse  ausserhalb  der  Curve ,  und 
r  ist  dann  pos.  Die  Proj.  des  Pnnktes  liegt  also  ausserhalb,  wenn 
pcß.,  innerhalb,  wenn  t-{-i\  folglich  auch  r,  ncg.  ist  r  und  * 
sind  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  äjrpoteaase. 
Der  Coamoa  dea  Winkels,  den  «  mit  r  bildet,  ist 
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Weil  aber 


sinA 


so  ist 


dio  Strecke  *  ItiMet  also  mit  der  nach  aussen  gericiitcLeii  (in  deren 
Ebcno  beÜuUücheu)  Nonnalo  der  Ellipse  den  Winkel  2A-,  man  bat 

r  ^  «oosSa,  »  —  tsinäX 

In  tiefiBter  2<tab6rang  ist 

Z  =  —  4A  (wenn  man  das  wegl&sst,  was  im  Kande  TorscbwiudeL 

Wenn  nun  der  Winkel  2A  von  — «  bis  zn  wächst,  so  dass 
die  Strecke  x  um  den  Punkt  des  Randes,  von  dem  sie  aasgeht,  eine 
ganze  pos.  Drehung  ausluhrt,  so  nimmt  die  Kraftcomp.  Z  ununter- 
brochen von  2jt  bis  auf  —  2;s  ab. 

Bedeutet  den  Winkel,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der 
X  Axe  bildet,  so  Ist 

-=  rcosf*,  y— y— rsini» 

folgUch 

COS|»=    ..   ..    '  — '  — 

sinn     ■  .   — 

Die  nnendlicb  werdenden  An&ngBtemie  der  Aasdrflcke  für  die  zwei 
ersten  Abgeleiteten  (Kr»ftoomp.)  waren  aber 


uiid  für  diese  kann  man  also  auch 
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X  —  ~ Scosfi log      F —  0iD|ilog  - 

aetien. 

An?  der  allgemeineu  Theorie  des  Potentials  ist  bekannt,  dass 
die  Kraftcompou eilte  eine  Flüche,  wclcho  mit  Masse  von  variablor 
Dichtigkeit  belegt  ist,  in  der  Riehtnng  der  Nonnale  sich  beim  Durch- 
gange durch  dieselbe  sprungweise  ändert  und  zwar  nm  Ang,  wenn 
p  die  Dichtigkeit  im  Durchgangspunkte  bezeichnet,  und  die  Fläche 
in  neg.  Richtung  passirt  wird.  Dieser  Satz  wird  gewuhulich  mittelst 
des  Gaussischeu  Lehrsatzes  bewiesen;  allein  er  kann  auch  durch 
eine  einfache  Integration  gefunden  werden.  Zu  diesem  Zwecke  grenze 
ich  auf  der  Fläche  eiü  kleines,  kreisförmiges  Element  ab  und  er- 
richte IUI  Mittelpunkte  derselbeu  eine  ^S^ormale,  deren  pus.  Seite 
nach  aussen  gerichtet  sein  soll.  Es  ist  uuu  zu  uutcrsuchcu,  was  aus 
der  Kraftcomp.  in  der  Richtung  dieser  Normale  für  den  Durch- 
gangsp.  wird,  wenn  die  Flfiche  in  poi.  oder  neg.  Sinne  von  dem  Be- 
zugspunkte passirt  wird.  liegt  der  Bearagsponkt  auf  der  pos.  Seite 
der  Nonnale,  so  sei  die  Kraftcomp.  der  Flftche  in  der  Richlg.  der 
+ 

Kormale  mit       liegt  er  aber  auf  der  neg.  Seite  «so  sei  sie  mit 

2t  bezeichnet  Wird  nnn  die  Normale  von  dem  Bezugspunkte  in 
p08.  Sinne  dnrddanfen,  so  erhftlt  man  Dir  den  IHurehgangsp. 

wo  die  Kraftcomp.  des  ausserhalb  der  kleinen  Kreisscheibe  lie- 
genden Teiles  der  Fläche  i'^t.  während  sich  «  nur  auf  die  abge<!rcnzte 
Kreisscheibe  bezieht.  Wird  hingegeu  die  Fläche  in  n^.  Sinne  pas- 
sirt, so  erb&lt  man  für  den  Dorcbgangsp. 

wo  sich  dl  nur  anf  das  kleine  abgegrenzte  FlftchenstOtk  bezieht 
Der  UflCerachied  ist  also 

ond  man  bat  nnn  noch  die  a  zu  berechnen.  Der  Mittelpunkt  des 
abgegrenzten,  kreisfi^rmigen  Flftchenelementes  werde  als  Ursprung 
eines  neuen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  »  Aze  mit  der 
pos.  Normale  zusammenfällt  Der  Bezugq^.  hat  dann  die  Coordi- 
naten  (0,  0,  »),  a  sei  der  Radios  der  Scheibe^  r  die  Entfernung  des 
Bezugspunktes  von  einem  Punkte  derselben  und  A  Radios  eines  auf 
dem  Flächenelemento  liegenden  Kreises,  wo  0  A  a.  Das  Flft- 
cheneUmeAtdar  Sroisfloheibe  ist  demnich  ^nhdht  «ad  weU  tot  die- 
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Mibe  9  «Ifl  oonstent  aogeieheii  werden  kton«  so  Ist  das  Polealial 
denelben 

Fat    -  ^*''* 


lian  ist 
aUo 

folglidi  ist  iKr  ein  poe.  « 

and  fdr  ein  neg.  ■ 

Fol  =  2nii{y  a*+»^+M)  also  fttr  a  —  0 
Pot  -i2sfpa 

Das  Potential  einer  stetig  gekrümmten,  mit  Masse  tou  variabler 
Dicbti>;keit  belcgieu  Fläche  hat  also  kciae  Unstotigkeitspankte.  Aus 
obigen  Formeln  für  das  Potential  folgt 

und  alsü  iUr  deu  Urgpruug 

aÄt,     „     dPot  „ 

^  2n9,  ^  2nQ 

£s  ist  demnach 

a  =s  — 2ir(  und  oi  2ii|p 

folglich 
also 

Auf  ilio^^cTi  Satz  nun  soll  die  Kraftcomp.  Z  der  elliptischen 
Scheibe  geprüft  werden.   Wir  hatten 

«     _Vjä        — '  —   (^Veg  eine  rückläufige  Schiingo  aas  dem 
*^     y  »     Ä  Ostp.  allein  um  den  Pol  <)• 

Durch  Einicbaltem  des  Horliontee  in  die  Schlinge  erlillt  man  nan 
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.^^ö  ^  (Weg  ein   kleiner   rückl&nfigor  Kreis 

•  ^^^J  ü  •  R  aUein  om  den  Pol  0) 

_L  •  i/T»  r  ^®  ^ 

and  nach  (}aacliy  erhält  man  demnaeh  fOr  ein  pos.  a 

^=:-  2«+»y/if  y  ~j  .  ^        (Weg  wie  oben) 
Süd  ftr  ein  neg.  « 

9«  ~  iyjB  .  (Weg  frie  Yorbin) 

Da  nun  die  Integrale  auch  fOr  s  =^  0  einen  eudlichen  Wert  be- 
halten, so  verschwinden  für  diesen  Fall  die  zweiten  Tonne,  nnd  man 
bekommt  für  einen  Punkt  der  Scheibe 

Z  ^  — "        Z  ™  -j-  27S 

also 


was  der  Dichtigkeit  1  entspricht. 


|.  14.  Berechnung  des  Differentialparnmeteri 

sweiter  Ordnung. 

üm  den  Ditferentialparameter  an  berechnen,  gehe  ich  von  den 
Integnlansdracken  der  ersten  Abgeleiteten  ans  nnd  benntae  ab  Inte- 
gratioiiBweg  die  ScUinge,  welche  aas  dem  Oitpnnkte  allein  mn  den 
Pol  I  geworfen  iat  WeU  fOr  alle  Punkte  der  BandeUipse  die  Comp. 
X  nnd  7  nnendlich  werden  nnd  die  ganze  ellipttsebe  Scheibe  fttr  die 
Comp,  ^eine  Unstetigkcitsfläcbe  ist,  so  mttssenwir  alle  diese  Punkte 
Ton  der  uadifolgenden  Betrachtung  ausschlieeseo.  Weil 

^  w  1  1^     X  _1  _y_ 


so  ist 
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9X  _/---=    /*/    X    \*    du        ^/-r^.  1  du 


(W«g  wie  früher) 


litt 


folglich 
NttQ  ist 

_i  aiog    _  ^  du 

^-Hi  ~  au  *"  17  •  8« 

also 

Anfangsw. 

oder 

a*p  a»p  a*/' 


§.  15.    Das  Potential  einer  clliptischon  Scheibe  vou 
der  D ichtigku i  t  1  ist  ciue  hoiuagr  ne  Fun  ctiou  l.Graücä 

der  Grösseu  VA^  v -ß,  s  s. 

Wenn  in  der  Formel 


CD 


die  Elemente  Vil*  VA  'i  '  i^^P*  darch  aV^\ay B',tta^,  «jr'>«' 
ersetzt  werden»  dann  gebt  dieselbe  in 


r=2aVA'  B'  I  ^  du 
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Aber  and  somit  ist  P  eine  homogene  Fonction  1.  Grades  V^,  VB^ 
s,  jr,  «.  AIbo  ist 

^  BP  ,    „  SP  ,    op  ,    ap  .  dp 

Diese  Formel  erhält  man  auch  aaf  folgende  Weise; 

Dm  Potential  einer  ellipt  Scheibe,  begrenzt  von  der  Ellipse 

iit  nach  Frflberem 


OB 


weon 

ül«  —  U««H-u)(J5a«+t»)t» 

Eraetat  man  nun  «  nnd  i  durch  o^h  nnd  a%  nnd  setzt 
dann  erhalt  man 

CO 


lonut  lat 


00 


I 


00 

sc  -  ^^^/wv"-  «     a    +Vü  a 


ap 

vir 


was  zu  erwarten  war.  ^nn  ist 


CD 


tX+9J+a-  %i  AB  f  ^A,-%iJB  f  ^ 
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Y.  F^tlal  ilMr  dl^ÜMiw  Bellelbe  vwi  ier  IN^ktiiMt  1, 
ieiea  fttdrte  ie»  CUetalNuigiB 

g«Blg«Bf  abfeleltet  aittelit  4es  diseeitlBslrlielmi  Iketeffs  fei 

IMrleklei. 

Die  Coordinaten  des  Bezugspunktes  seien  c;  diejenigen  eines 
Pnslites  der  elliptUchen  Scheibe  •  und  y.  Wird  die  Entfernung 
dieser  beiden  Ponkte  mit  r  benichnet,  so  ist  eine  erste  Form  des 
Potentials 


Pot 


wo  sieb  die  Integration  Aber  alle  Punkte  der  Scheibe  aasdebnt.  Be- 
deutet nun  A  eino  pos.  sehr  grosse  Zahl«  so  ist 


i-iA-- 


Ich  betrachte  nun  das  Integral  /  ^  Der  Weg  derselben 

sei  eine  aus  dem  Westpunkte  um  den  Pol  0  geworfene,  reditUlnfige 
Schlinge.  Sind  die  reellen  Comp,  von  a  uud  h  poB.  und  ist  r  ein 
Achter  pos.  Bruch,  so  lässt  sich  der  Weg  auf  die  iCealit&tsünie 
zwischen  —od  und  0  zosanunenziehen  nnd  weil 

-•  • 

—  OD  OD 

y* _  _  ^«1.+.,  j  fij^ — * 

s  e 

so  Ist  (wenn  —cd  ...  0  eine  ans  dem  Westponkte  nm  den  Pol  0  ge- 
worfene Soblinge  als  Weg  beieidmet) 

j  «-""n>)/  -ii+i-<« 


—  00-.0  e 

dt 


sinne 


üiyuizeü  by  Google 


atfUrs  AMmI  «Mir  «ttjpiMdk»  Wmim. 


m 


r(c)r(i 

Weü 


also  oacii  einem  bek&naten  Satze 


Itt 


aud  sumit 


-00 


Ali-«) 


V  '  '  -    —  .  -   


0 

FT 


OD 

 ;  *-10gj 


Die  ima^äre  Comp,  dieses  Log.  werde  aiiRgedrftckt  dnrch  die  Grösse 
der  Drehung  des  Strahles  von  U  nach  h  bis  zum  Punkte  a.  Ich  setze 
nnn  b  ^  — -t,  a  —igA-U  .7  sei  eine  pos.  reelle  Zahl.  Dana 
folgt  MS  VI  f&r  den  Fall,  dass  ^  >  1  ist 


toniit  auch 


/'sin* 

Am  1)  aad  S)  IU|t 
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00. 

Ist  hingegen  0  <  ^  <  1,  so  folgt  aus  VI 
and  hieraus 

CO 

0 

somit  nach  3)  and  4) 

OD 

1  Pün  t 

vju  «  y  T"     -f  «-^Odt  - 1 

sin 

Dm  Integral  ^  /  -— '(e'i^^-f  nennt  mtti  den  disoontbiiiir- 


1  /*8inr  , 


liehen  Factor  von  Dirichlet  Ist  in  demselben  0  <  ^  <  1 ,  ao  Ist 
der  Wert  1,  und  ist  1  <C^,  so  ist  derselbe  (X  Wird  nnn  in  dem 

Ansdracke  i  für  das  Potential  \  durch  das  Integral  der  Formal  Ii 
ersetBt  und  ist 

so  kann  man  dem  Potentiale  der  elliptischen  Scheibe  folgende  Form 
geben 

In  diesem  Ansdracke  laofen  die  Yariabeln  9  und  %  von  0  bis  -j-oo , 
nnd  dio  Integration  nach  m  und  y  erstreckt  sich  aber  die  ganze  Ebene 
« 0.  Setzt  man 


i 
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und  Terateht  und  ebenso  die  reellen  Comp,  von  Vai-^^ 

Vbx — i9  pofl.,  80  ist,  weil 

In  Formel  IX  integrire  ich  zaent  nach  w  und  dann  nach  y  und  setse 

Durchläuft  uud  x  die  RealitiUslinio  vom  Westpunkte  bis  zum  Ost- 
pnnkte,  so  dorchläuft  u  eiue  ueue  Gerade ,  welche  die  K.  L.  unter 

n 

einsm  Winkel  schneidet,  der  kleiner  als  j  ist.  0er  Anfang  diesM 

Weges  werde  mit  dem  Westpankte  and  das  Eude  mit  dem  Ostponkte 
yerbnuden  und  weil  nun  die  Blemente  de«  Int^rala      ^  ^ 

diesen  Puuktou  des  Horizoütes  sehr  klein  sind,  und  innerhalb  der 
K.  L.  und  des  Weges  von  u  keine  kritischen  Pankte  vorhanden 
sind,  so  lässt  sich  der  Weg  von  u  wieder  in  die  B.  L.  verlegen  und 
man  hat 

—00  =00  0 

OD 

yAx  -iqiJ 

0 

Ebenso  iat 

-00  —«0 

+00 

-00 

somit 
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—00  —00 


=3  yABn  (  4- 


und  demnach 


00  oo 


Um  eine  fernere  Integration  ansfahren  an  kflniidn,  setse  man 

•  -  ^»         -  — 


somit 


00  00 


0  0 


Ich  integrire  nun  nach  9.  Es  Ist 

OD  _Q0 


^•^^-äi/i — ^1  

und  weil  die  reellen  Comp,  von  S—i  and  S-^-i  pos.  sind,  so 
h&lt  man  die  Formel  Y 


und 

OD 


0 

folglich 
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0 

tYc^  +  m)    +^»)/  v# 


oder  aach 

CD 


OD 


0 


«eil  beide  Ivtegnie  für  rieh  convergiren.  Die  reellen  Comp,  der 
Quadratwnneln  VS— •  worden  auf  diesem  Wege  von  »  pos. 

fenlailden,  und  im  übrigen  überlasse  ich  es  dem  Leser,  ans  der 
Omtinttitit  die  Bedeutung  derselbuü  fiir  aüdere  Laguu  vou  «  üu  be- 
urteilen. 

Dae  Integral  /  — ^  .       verschwindet  im  Hoii- 

Mute  wie        Man  tetse  deshalb  den  geradlinigen  Integrationsweg 

im  Ostpnnkte  des  Horizontes  bis  zum  Nordpnnkto  fort,  um  die 
KofdhftUte  der  lateralen  Axe  znm  neuen  Integrationswege  zn  machen. 
Hier  aetie  ich  nnn 

dürchliinit  nun  «  von  0  aus  die  Nordhhälfte  der  lateralen  Axe,  so 
u  voa  ü  an«'  der  Osthälfto  der  Eeaiitätslinie.  Ist  nun  t  dio  Wurzel 
der  Gleichung: 


die  dem  EUqisoid  entspricht,  das  durch  den  Pnaikt  (a,  5,  0)  geht»  so 
ist  ftr  das  Intervall  0  <  «t  <  t  die  Grosse  T  stets  griJsser  als  1 
■ad  fttr  #  <  «  ist  T  kleiner  als  1«  wenn 

fl»  c* 


▲rck.  d.  tUth.  a.  1*1170.  2.  &«Ui«,  T.  VI. 


IS 
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gesetzt  wird.    FOr  das  iutervall  0  <  u     <  hat  man  demnach: 

log(5~»it=iog(r-fl)-*| 

and  ftr  K  «  ist 

iog(S+«)  =  iog(i-r)+^. 


9» 


lag(«-0-iog(i+7')--5- 

wo  die  liOgarfthmen  ?oii  3*—  l,  l  —  ^r,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Hau  findet  somit 


<x>^     f   „ 


0  0 


-du 


/ 


OD    


Um  das  sweita  Integral  der  Formel  XI)  auf  ähnliehe  Art  amsn- 
formen,  sctre  man  den  Integrationsweg  im  Horizonte  vom  OstpnTikto 
bis  zum  Südpunktc  fort  und  verlege  den  neuen  Weg  anf  die  Sftd- 
h&ifte  der  lateralen  Axe.  Hier  setse  maa 


^2 

II 


fiftr  0  <  u  <  t  ist 


in 


logÄ+0«.log(ir+l)  +  g- 

log(Si-»)  =  log(2-l)+'| 
nnd  für  I  <  «  iiat  man 
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in 


log(^',+i)-log(7-|-l)-f2» 

10g(Ä»-0-log(l-2')~^  , 

wo  die  Logäntbmeo  von  '^'-^-ly  1  —  etc.  reell  verstaudon  werden. 
Es  ist  somit 

n 
-•2 

00  t 

1/ 


0  0 


2  '2 


 «Im 


^  yü+ii)(ii+ii)« 


folglich  nach  Formel  XI) 

00 


HL  Pot  =  2yi^  J  ^TÄJ^^MBJi.Ji 

FortielBing  folgt  sp&ter. 


18* 
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XIV. 

Deterimnanten  bei  wiederholter  Halbirung  des 

ganzen  Winkels. 

J«  Hermes. 


Auf  die  liier  belraeliteten  DetarminADtOD  wird  nun  bei  Unter* 
BQchaogen  Ober  conttmirbere  Ecke  gefBbrt  und  können  dieselben 
anch  nie  Yenllgemeinenmg  der  Formel 

siii'a-f*c08V(=  1 

Ar  gewine  specielle  Winkel  anfgefasst  werden. 

Die  ZQ  Grunde  liegende  Figur  ist  eine  sehr  eiufiicho,  nämlich  ein 
regelmässiges  Strahlenbüschel  (Stern)  mit  wiederholt-gerader  Strahlen- 
ftQzahl. 

„Beseicbnet  «  einen  Winket,  der  durch  wiederholte  Helbimag 

des  ganzen  Winkeis  2t  entstanden  ist,  also  a  ^        ferner  luv  ein 

nogerades  Vielfache  dieses  Winkels,  wo  u  die  Werte  1,  3,  5  ... 
(2^-2  —1)  annimmt,  und  wird  nun  eine  Determinante  gebildet,  dereo 
erste  Colonne  der  Beihe  nach  die  cos(iiC(),  deren  zweite  cos(3tM) 
etc.,  deren  lotste  008(A«ia)  fiir  k^^^-^l  enthält,  so  steUt  der 

namerischo  Wert  dieser  Dctcrmiuante,  fallä  v 3,  eine  Potenz 

von  zwei  dar,  verschwindet')  aber  ftUr  einen  doppelt  so  grosaea 
Wert  des  Winkels.'* 


i)  VgU  B«ls«r,  Detemiaamto  §  17,  S. 
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Die  wievielto  Potenz  vou  2  wird  woi  hiebe!  erbaitcn? 

Begliitteii  wir  mit  v  —  4. 

Die  Detcrminftnte      wird  daimi 

eoBa        oos(S«t)  j  2»  n 

008(8«)      G0S(9«)  I         """2*  "8 


C08(9«)  —  COS^^^  —  —CO!« 


iit|  and  Bin«  statt  go8(3«)  geaetzt  werden  kann,  so  wird 
bIbo 

Wir  können  aber  auch  diese  Dcterininanto  dadurch  ausrcchuen,  dass 
wir  die  erste  Coloane  zur  letzten  legen  und 

cosx-f-cosy  —  2co8^^^^y^^  cos 
BBwenden.  Indem 

co8Q)-8ing)=iy2 

and  snr  AbkUnang 

cos  (m«r)  «b 

gnetst  wird,  «rgiebt  Bich 


-  2V2«,i%  -  V2Bin  |-  - 1  =  2« 


wie  vorhin. 

n 

Dass  im  einen  doppelt  su  grossen  Wiükel  a  verschwin- 
det, folgt  für  i>4  (wie  auch  aUgemeia  far  Dp)  daraoB,  dasa  dann 
Bn  Stelie  Yon 

jy2  -  ooB  g) 

dflr  Factor  cos      —  0  tritt 
Für  w  »  6,  also 

2sB  n 

wird  i>5,  indem  Zeilen  nnd  Colonnen  znnächBl  ongeBtollt  werden 
mdgen, 


278 


Btrmesi  DttermüumUn  bei  witderhQiUr 


Cj    Cg  C5 

«Jr    +  +  + 

^   ++  + 

^   ++  + 


wobei  die  mit  4*  ausgefällten  Stellen  stets  ein  -j~^n  enthalten  sollen, 
dessen  Namor  n  das  Prodact  der  Namern  ist,  welche  die  in  derlie- 
treifenden  Zeile  and  Colonne  «m  Anfange  befindlichen  «  haben. 

Wird  nun  die  erste  Zeile  zur  zweiten,  die  dritte  zur  Tiertan  ge- 
legt and  der  Factor  V2>  vorgezogen,  so  erhalt  man: 


C|    c^  Cj  «5 

<?3  4-  

+  +  + 

«I  +  


Hier  dentet  das  minni  an,  dass  das  an  der  Btelle  befindliche 
negativ  za  nehmen  ist. 

Es  wird  rieh  also  die  Determinante,  wenn  die  vierte  Zeile  mr 
enten ,  die  dritte  snr  twsiten  gelegt  abd  lodaan  der  FmlUff  t  an 
beiden  Z^en  heransgesogen  wird,  als  das  Prodact  sweler  Fartial* 
determlaaatea  daratetlen; 


<?1  Cj 

H  + 


+  + 


2V2«.V2.V2  I  ^  ^ 
I  H  " 


ftUi  man  mit  den  Golaonea,  wie  veiliia  mit  den  Zeilen  verfthit. 
Hon  ist 


«1  H 


folglich  das  Quadrat  »  +i  ^^^^^ 

2a<iVi^^'l^) 
^*  ^  2' 

Vorfahren  wir  aaalog  bei  v  —  6 ; 

2n  n 

so  zerfällt  Z>«  nach  Absonderung  des  Factors  V2^.^  in  das  Fr^ 
dnct  der  beiden  Teildeterminanten: 
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«7  4-  +  4- 
^  +  +  -f 

C6    +    +  + 


+  4-4-4- 
4-  +  +  + 
4-  +  +  4- 


dicse,  Dach  Absonderung  des  Factors  V2*.2«  far  jede  i&  das  Pro- 
dict  der  vier  DetermiDaaten: 


^»  4- 


leides 


Ca    <?6  i 

+  +' 

+  + 1 

1    *  I 

+  +  I 

nt  In  ganzen  wird  alao: 

2I.H2.2 .  y  22a-a->-g  i)  ^  j.  ^  ^4 


B0I  V     7,  flir 


2* 


2» 


ff 

64 


tritt  nacb  der  analog  auBgefährten  Zeilen«  nnd  CoionneiiAddiaon,  in- 
dem der  Factor: 

gemnuiea  wird«  daa  Prodnet  der  vier  Teildetemünanten 


c^,   +  +  -h 

<^    +  4-  4- 

4-  4-  4- 

4-  +  + 

4-  +  4- 

«I   4-  +  4" 

«Ii  4"  4*  4" 


4"  4*  4"  4" 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

4"  4"  4"  4" 

4-  +  4-  4- 

+  4-4-4- 


&Ql,  welches  nach  einer  zweiten  in  analoger  Weise  aoszofttbrenden 
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Htrm^ti  DtitmimuUm  6et  wktkrMttr 


Zrih  n-  und  ColonAe&addition  ^)   in  dAS  Frodact  der  8  Oeter* 

miiumtcn 


« 

+  -  ■ 

+ 
«6  — 

• 

+  +1 
+  - 1 

flbergobt,  indem  der  Factor: 

gowoimeii  irird.  Bft  das  Frodnct  der  8  DetermlittiiCeii  ni  je  viir 

Elementen 

{+«»•  (?)  («»»(t)  •^o'C)     1 ' 
-  Ii.-G)(*0)r_ 


(1  1 

^2*  *  2» 


betrftKt,  so  erhftlt  nuui  tcUiesalicb: 

A  =  —  2**  —  8* 

Bei 

V  -  8,  a  = 


wird  man  nach  zwei  vollen  ZeUen-  and  Colonueoadditioaeii  den 
Factor: 

y2>«.2»«{V28.2«)». [(^cüs^l^y  .2*1  *.  [(2008^^2*  I  * 

.  i(2co.i)'.2.j*.((2co.?)'.«.}' 

und  als  Kern  das  Prodnct  der  16  Determinanten  in  je  vier  Ele- 
menten, nftmlicht 


«16 

H 

»1» 

^s 

+ 

• 

+ 

+ 

• 

+ 

+ 

m 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

<^ 

+ 

+ 

+ 

t 

+ 

+ 

• 

+ 

+ 

1)  Die  (etitcra  isfc  bai  nngtrader  Oidnaqpiahl  ¥  nur  lor  Qilft» 

iftlureii. 
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+ 

+ 

« 

1 

+ 

I  ^11 

+ 

• 

+  +  +  + 
+  +;  •  I  +  + 


+  + 
+  + 


+  + 

+  + 


+  +1 

+  +r 

+  + 
+  + 


«riMltaa,  «elclMa,  wie  (ogleidi  «Ugntria  fCMigt  werden  km, 

1_ 

U,  M  4u» 

 ^  a»-a6)"  irt. 

Diese  DetermiDante,  dio  also  erat  dem  rcgnlären  256-Eck  ent- 
sprechen { uud  beim  257-Eck  ia  Bezog  auf  die  Bedingangsgleicbangon 
daselbst  in  Anweiuiuig  komiDeD}  wlUrde,  bftt  schoa  bei  directer  Ans« 
ndi&mig: 

268  laO  886  983  693  530 167  Si8  012  160  000  000 

nicht  verschwindende  Glieder  nnd  zwar  ist  jedes  Glied  ein  Product 

^ou  32  Diagonalen  des  Ecks  [Dorcbmessor  =  1.].   Die  Summe  aller 

»-i 

Glieder  hat  aber  die  eia&die  Fonael:  (S»-«)*    Ittr    ->  8,  das  iit 

(16)  >^  —  18  446  744  073  709  561  616 

Die  dem  regnliren  666S6-Eck  eoteprcehende  Determinante  wflrde 
ciM  GUedenahl  haben^  welcbe  mit  28504  Stellen  sii  eehreibeB  win. 
Ibr  Wert  Ist 

(2iß-*)«      «.  (21^)«   =  (4096)*»« 

Wird  ftr  immer  grossere  aad  grössere  v  (bis  oo)  die  Olie- 
densbl  durch  das  Prodact  ans  der  Yierten  Wand  der  Elemeaten- 
saisbl  nnd  dem  Quadrat  dee  DeterminaDtenwertes  dividirt,  so  ergiebt 

ikdi  die  Ck>nstante  VSf*  .0  —  0;  fttr  abnehmende  v  wird  die  Fofmel 
{P-^i*^  ,  welche  Ar  ir  —  3  den  Wert 

(2-1)«''-.  (i)4  -  VI«  eo8  (||^)  -  I  cos«  I 

bat  and  soweit  noch  stimmt,  aatArlich  iUasorisch;  Ülr  v  2 
iB.  wird 

wie  Torhin,  daswisehea  lisgt  bekanntlich  Air  «  eia  Minimnm  der 
taction 
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Abb  den  vonfteheDdeB  Ansreehiiiiiigeii  der  eiiifiubsteii  FUle 
V  ~  4  ...  bis  v  =  8  ansrer  Dfstenniiuuite  ist  nnn  schon  der  Oaog 
des  Beweises  der  Hauptsache  nach  ersichtlich,  so  wie  aach,  dass  die 
FftUe  eines  geraden  y*  wo  dne  volle  Ansahl  Zeilen-  ondColonnea- 
additionen  stattfinden  mnss,  bis  mau  anf  den  Kern  kommliy  nnd  eines 
ungeraden  wo  die  letzto  Golonnenaddition  nnr  zur  Hftlfto  ans- 
fahrbar,  zn  unterscheiden  sind. 

Die  erste  Zeilen-  und  Coloiinonaddition  gicbt  als  Exponenten 
von  2  und  y2,  da  die  Determinante  (2*'-3)='  Elemente  und  ali  erste 
Zeile  (oder  auch  Colonne)  die  2*-'  Cosiuas  mit  den  Körnern 

1,  (2»-«— 1),  2»-»— 1,  2'^»-f-l,  2"-*— 1,  ...  etc. 

entbftlt,  wie  aus  der  Analogie  mit  dem  Vorgehenden  folgt: 

1.2»-«4.i.3l»-«  und  2[.l.a^+3.2»-<] 

die  zweite  Zeilen-  und  ColonnenadditioQ: 

4.2^»+8.2»'~7   und   2 . 2»^' + 1 . 2»-»j 
die  dritto  Zeilen-  und  Colonneuaddition : 

riß         32  "1 

16.2»-8+32.2»'-»  und  2 1  ^  .2'-»+^ .a»-wL  . . .  etc. 

Fttr  gerade  v  wird  aus  die  (g-'-^jte,  d.  i.  die  ietste  volle 

Zeilen-  und  Golonnenaddition: 

[2,-6  2'-*  1 

2'  2*  J 

Eine  Detcniuaante  des  Kerns,  die  ja  vier  Klcmeote  hat,  wird, 
wenn  p  und  g  zwei  uugerade  Zahlen  bedenten: 

w 

+  ^  +s^j2— 


V  V 

^  (P +3)  +  2|,2  4-  V_2  2(p+ g)  -    2  -  2pq 
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(; 

ucr  kiTu  iiclbbt  alöü  das  Product: 


.22/  \22/ 


Da  nsQ  im  Producte  aacb: 

■in 


■■('j)-i-:f)-ii') 


ist,  so  liebt  aick  daa  Prodact  in 


znsammcn.  Es  wird  also  der  Exponent  von  2  um  —  2'-*  zu  ver- 
lud«» lein.  DiMer  Proceaa  lämt  sich  offenbar  noch  ^^nal  hin- 
tereinander anwenden,  so  daas  schliesslich 

Uaibt,  sonach  ist  der  Eiponont  nm 

-[2»-«+2^»-f-2»-«  .«  2  ] 

m  verindern.  Dies  höht  sich  nnn  gecado  mit  dem  i on  V2'  her- 
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rührenden  Toile  fort Schliesslicb  bleibt  dann  fiQr  den  Exponenten 
(ir  ^  4)  .2»-^,  also  ist  der  Wert  der  Detenniiiaiite  =  (2"-^)*  . 
Fdr  ungerade  V  sind  dl«  Teildetermioattten  des  Kerns  im 

V  1 

abngea  genau  dieselben,  nnr  dass  statt  ^  hier  -j—y  die  Zeicben 

4-4-  4-4- 
von  den  e  nicht  ^      sondern      _  nnd  die  Winkel  halb  so  gross 

SD  nehoseo  sind.  Dies  letstere  bat  sar  Folge,  dass  sich  jetit  eben- 
falls Bwei  der  vier  Cosinus  fortbeben  [obgleich  sie  dasselbe  Zeichen 
haben,  so  betragen  ihre  Winkel  nunmehr  snsammen  «  nicht  2»  wie 
vorhin]. 

Ueberdies  ist  das  ganze  Prodnct  noch  in's  Quadrat  sb  erbeben. 

r         1  1* 

Ans  dem  Nenner  |  -   z  I  ,  um  das  Product  auf  die  Hälfte 


[2(2   2  ~^)] 


Factorcn  zusammenziehen  zu  können,  folgt  für  den  Expo u tut pl  von 
2  eine  Veränderung  um  —  2"-*  wie  oben,  doch  wiederholt  sich  jetzt 
der  Process  dieses  Zusammeuzieheus  eiumal  mehr,  also  noch 
«  — 1 

-^1  2  mal,  mithin  ist  der  Exponent  im  ganien  um 

-  [2»-*4-  2»-*4-  ...  2"-* "~  ("2  ^)] 

SU  vermindern.   Dies  hebt  sich  aber  auch  jetzt  mit  dem  von  y  2^ 

IHRM«  T«l»  Mf.  i.«U  «UMlM  T«.  d«  ('-^  -ijteo.  d.  L 
leisten    „unvollständigen^  Zeilen-    und  Colonnenaddition  noch 


^ — H)  hinzukommt,  so  dass  wie  oben  (»—4)2»-*  bleibt 
2~2  ^ 

v-i 

also  auch  hier  Dp  »  {2^-*)*     ist,  w.  s.  b  w. 

Anmerkung  1.  Unsre  Determinanten  behalten  denselben  Wert 
wenn  ttberall,  wo  cos  steht,  sin  gesetzt  wird,  denn 

eos(«i«)  =ssin(«'«) 


1)  80  dMt  ttfln  pinen  einfacheren  Beweit  erwarten  machte,  etwa  durch 
Schlnw  von  n    nnf       f  1     inriotn   mnn    nnf  Co!«inas  TOn  doppelt  SO  groSMOl 

Winktl  *u  kommen  lacbti  8s  =  «'i  Tgl.  Anm. 
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2» 


cos  ^iua)  —  i  sin  (iu'a) 


In,  und  ebenso 

weil 

Ä(u-i-tt>  —  (41'  ±1)  {,u+u*)a  =  2i'*i  ±  I« 
Um  gilt  euch  für      and  D«,  weil  bei  ersterer 

v-.coB(|)=sin(y 

Bad  weil  bei  letzterer  noch  eine  UmstelluDg  der  Zeilen  erfordert 
wild,  so  daM  ->  (—1)*«  also  nach  wieder  =s  —  1,  wie  J^rhin 
iiL  Danuu  folgt  dann  ancfa,  dass  für  e  «  2,718  ..^  * y*~l 


•  ■  • 


•  •  • 


Min  moss«  womns  wieder  Schlflsse  aber  die  Determinanten: 


«8«%     .   .  . 


geufon  werden  kOaneu,  worauf  wir  hier  nicht  nfther  eingeben 
wollen. 

Anmerknng  2.  Dnrcfa  das  Yorstebende  kOnnon  aneb  Deter- 
ninanten  wen  folgender  Constmetion  berecbnet  werden«  bei  wel- 
dier  viererlei  in  Betraebt  kommt. 

DAbgf  sehen  vom  Vorzeichen  sei  das  in  der  2/t-f-lten 
Zeile  und  ^k-^liQü.  Colouue  befindliche  Element  yoq  ^p^i  nämlich: 

a^i,  »^i  —  dem  Prodact:  ah^i,  A4-t  .cos  (  ^»-s ) 
i  Die  vorhergehende  Determinante      sei  nämlich: 


9  9 

9 


Ssistarw:95nndy  —  6 
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Htrmt$i  D*UrmitM4n  bti  ißitderMttr 


-1  +1 


=  -  2 


+1  +1 

-cosg),  +smg),  -hcosg),  -iin(g) 

+8in(|^).  +coa(|),  +cos(|) 

+  cosg),  +ting)  +«"(8)'  -«»(Ö 

-8m(0  -f-cos(g),  -C08(|),  -«"»(I) 


9+1 


und. 

a»f2.  »ii  —  xoM-f],  »4.«  —  oft+i,    1.  sin  [k*^* J 

[oder  auch  oob  inU  sin  sb  vertansdieo.] 

2)  ist 

falls  cos  ^^^i)  rcsp.  sin  *^)^]  ^^'^  letzte  in  a^Afi.  Uf  i 

befindliche  Factor  ist;  aacb  möge 


oiHa,  «4t  —  ±a»44.  oder  bidI^::!! 


nad 


±02*^2. 8HI-C08  oder  •in^(2»-*-j/i) 


■ein. 


3)  Ob  hieria  cos  oder  ain  /u  sotzen  ist,  wird  entschiedou,  wenn 
man   bei  J9  durcUweg  den  letzieu   Factor  von  dem  fUement 

%h+h  ^  00»  oder  ain  ist,  berans  nimmt*,  diese  Gesamtheit 
durch  die  beiden  geraden  TerUadnngslinien  der  Seiten  mitten  eines 
nm  die  Determinante  beschriebenen  Qoadrata  in  Tier  Gruppen 
OH 

teilt  and  dann  die  Anordnung 
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OHBO 
KL  LZ 

KL  Off 

au  KL  trifft. 

4)  Die  Zeicben  endlich  worden  ia  ähnlicher  Weise  für  /i^^x 
ani  dp  bestimmt,  indem  man  die  Gesamtheit  der  Vorzeichen  von 

m 

4t  antlflig  in  vier  6rm|WB       toiR  nnd 

FH    H  r 

KA    A  K 

bildet,  wobei  — /'  die)  entgegengosotzton  Zeichen  von  F  bedeaten 
aolif  80  dass  aach  A  ^  —  JT  sein  muss. 


Hienach  würde  uuu  aus  ^  fuigeudermabäun        zu  conslruireu 


Bern: 


Nach  4)  werden  die  Voneleheo: 


-  +  +  - 
+  +  +  + 
+  +  +  - 


+  +  +  - 
-+  -  - 
-  +  +  - 
+  +  +  + 


+  ++  + 

+  -  +  + 
 + 


+  -  -  + 


 + 

+  -  +  + 


{GH\ 

Nach  3^^  werden  die  vi«r  Gruppen  igji  >  wenn  statt  cot  und 

sin  nur  c'  nnd     (mit  Index  m)  gesetzt  sind  —      ^} »  t^so 
Terteanng  derain  und  ooa  bei  ilrs 


1)  -Gr)-'"". 

^tßi   •  •  • 
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Cr-  h" 


«1  ^ 


woM  die  Indfeet  nach  S)  folgon,  Midlieh  ±41^  Nlbit  nach  1) 


I  ff  I    «  »/     /ff     /  "      /  ' 


«1 


b^giiuil  mit: 


—  (^,)«  —  2« 


etc.,  allgemein  wird: 


[Das  Vorzeichen  ergiebt  sich  nicht  aus  dem  Beweis].  Erhebt  man 
z.  6.  ^7  uach  dem  bekaautea  Determiuaoteosatzo  iu's  Quadrat,  no 
erhalt  man,  iudem 

2«',  -c+l,  (2f'+e02»*  - 


0  0 
0  0 

— e        — e 


0 
0 


—0 
« 

0 

0 
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cm' 

\       1  / 

— es' 

— «»' 

af 

«r' 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

—1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

Indem  man  die  erate  Colonne  mit  miniu  zur  xweiteo,  die  dritte 
mr  vierten  ftgt  und  Analog  bei  den  Zeilen  verf&lirt,  erhält  man: 


0 

0 

e 

0 

0 

0 

0 

2« 

— c 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

et* 

c' 

«'+200* 

0      %f+^e^  — #'  0 

0  2c6'        *'-f-2cc'  0 

— c«'         c'+c«'  0  0 

) 


.(.'-He') 

«' 

— («'+2c< 

— 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

ü 

0 

0 

1 

—1 

0 

ü 

0 

0 

—1 

0 

0 

Hierin  mOgen«  am  die  c  wcgzascbaflfcn ,  dio  ersten  beiden  Coloanon, 
nacbher  die  ersten  beiden  Zeilen  mit  2e  und  also  mit  1  mnltipli- 
drt  werden,  so  ergiebt  sich: 


0 

0 

1 

u 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

2t'-|-e' 

0 

0 

f'+e* 

0 

0 

2*' 

■  2i^a 

0 

1  ; 

0 

Artk.  te  HMk.  m.  Pb|t.  S.  Bdk«,  TtoU  YL  IS 
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a'4-c' 

0 

0  f 

U 

u 

0 

0 

2t' 

— 2i' 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

Werden  nun  die  70  Producta  je  zweier  Partialdeterraiuanten  von  je 
4*  Elementen  gebildet,  so  ist  das  erste  1*,  das  letzte  9-  81,  34 
dieser  Productc  sind  =0,  vier  werden  e-f-1,  vier  (<r-f-l)*,  acht 
c»H-c+l;  vier  2(«')«-|-l ,  vier  18{0*+ 9;  vier  c*-f  8(0*;  vier 
9c  4- 9,  zwei  9,  so  dass  im  ganxen: 

192+ie<!>+56e+lt^(t')'  -  aOO+56  .  256  2« 

erhalten  wird,  ^i  also  -=  ii'i'*  ist.  Diese  directe  AusrechnuDg  ist 
nnn  darchans  niclit  nOtig,  wenn  wir  auf  dca  Zusammenhang  mit 
den  D9  hinweiaen. 

Dv  war  »  l^x  ^cos(iua),  wo  »  and  l  nngemde  Zahlen  1, 

3^  ...  (2»^«-l)  und  «  =  gv'  i>-»— i^p  —  '2?±iJco8(j(tt'a).  Dann 

wird  ein  Element  von 

(2),)*  SS  £.(-1)^008  (A im)  coa  (»«'tt) 

worin  A  in  der  ersten  HUfte  gmde,  in  der  zweiten  ungerade; 

Knn  gilt 
Dm 

cüS(2nn  —  sc)  -=  COSx 

und 

i%u+3M')«+iKu'+ku)a  —  (»+A)(t»+i»>  -  «2» 

wenn 

mod4 

und  anch 

(XU  — iu')a-i-(xa'— Att)a     («— a)  (u+w  )«  —  2ii'» 

wenn 

ff— AsO,  mod.  4 

10  hebt  lieh  entweder 
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» 

BMnmg  dt»  gmmm  WUMi, 


(—1)*  (—1)* 
X«  — ^  coB(Ku-{'ku')a    oder   Zu  — ^    coa(xM  -  iu')a 

fort,  zuweilen  auch  beide,  falls 

«71^0,  mod.  8 

ftr 

u+u"^^  und 

(ks  Argument 

a(«(tt-ft»")+i(i*'+u''))  =  a((x  — A)(i»+i»")  +  A.2''-l)  — 
uugeradem  Vielfachen  von  n  wird,  und  das  ist  der  Fall,  sobald 

Somit  werden  zwei  Viertel  der  quadratischen  Fläche,  die  dieDeCer- 
vinante  (Dw)*  einnimmt ,  das  erste  und  vierte,  mit  Nullen  erfüllt 
Min;  der  zweite  und  dritte  Flftcbenteil  Bind  einander  gleich,  wie  es 
lein  oiiiaB  [indem  die  dnrchwog  entgegengesetzten  Zeichen  bei  einem 
in  Bezog  aof  den  andern  bei  gerader  Zeilenanzahl  ohne  Einäuss 
und],  und  wir  erhalten  BOmit  +  D,  in  einer  Determinante  mit  halb 
lOTiel  Zeilen  und  Colonncn.  In  dieser  haben  alle  Elemente  den- 
selben Factor,  nämlich  2'-^.y2.  Wird  derselbe  herausgezogen,  als 
(2*-6y2)^'-^  da  2^-^  Colonnen  sind,  so  bleibt,  wie  sich  nnschwer 
eiglbt,      übrig,  also  moss  aneh 

(21^)2"-«^*  SS  -j-  (2i'-4)2»-4  ^±Dp 

Niif  ndtbin 

±,Jp  —  2*^,  w.  2.  b.  w. 

Anmerkang  d.  Indem  «,  wie  vorhin  —      ^«  folgen  ans 

dem  System  ?on  2*-^  linearen  Gloichangeu 

£m    Ohm  ff«  *~  0 

e 

«-  1,  3,  5  ...  (2»-»— 1) 

für  särntlicbe  x  die  Werte  0,  denn  die  Determinante  des  Systems 
verschwindet  nicht  £s  wird  n&mlich: 
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dsa  ist: 
flr 


Etrmtt:  IkUrmiwanIm  iu 


1 
1 


 V2 


ist  die  Determinaate 


für 


«5 

«'s 

—«'s 

«  = 


B 


Wird  die  erste  Zeile  zur  letzten,  die  zweite  zur  vorletzten  gele^ 
imd  der  Factor  2*  benrorgesogen,  so  ergiebt  sicii 


C0  —  C2 

Co  c. 


In  d!6a«m  Prodacte  ist  aber  die  erste  Determinaiite  — 

n 


fOr  den  doppelt  so  grossen  Winkel,  also  flir  ^,  mithin 

 ^4  =-  +V2 

-  2*.^4li5  2*v  2  =  -  2 


die  zweite  ist 
also 

Analog  wird: 


etc.,  endlich: 


Hiebei  ist  die  Formel: 


benntsi  Die  Glddmngen 

für 


0 


m  -0,  1  2,  ...  (2'-«-l) 
können  aber  bierin  als  die  bekannten  Bedingnngsgleiebangen 
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jfp  ^  £» («!)•  — I»  — 0  und  n,  —  Zi«kt»\x  —  0 

0  0 

ftr  A=l,  2,  ...  2^»— 1 


wo  7)  eine  Primzahl  von  der  Form  2*"-{-l  ist.  anfgcfasst  werden, 
welche  (xieichaDgea  sich  sloU  durch  ganze  Zahlen  «  identisch  orfliUen 
lassen. 

Die  Ermittlung  dieser  Zahlen  ist  ArcL.  der  Matii.  n.  Phys.  2. 
Reihe,  IV.  pag.  217.  gezeigt 
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XV. 


Mittelwerte,  die  Krümmung  ebener  Curven  und 
krummer  Flächen  betreffend. 


I.  Ebene  Curven.  Mittlerer  Krümmungsradius  nnd 
mittlere  Krümmung  eiues  Ii ngens.  Die  Längo  des  einförmig 
gekrümmten  Bogens  ^A/Jö  werde  mit  s,,  bezeichnet;  der  Krümmuügs- 
halbmesBur  im  Punkte  M  heisse  ilic  Krümmung  daselbst  x,  ferner 
sei  Bogen  AM  "=  *,  das  anstobseude  iiügenelemeot  d$  und  der  ont- 
spreciiende  ContiDgeuzwinkel  dt. 


Für  den  mittleren  Krümmnngsradias  ^ des  betncbtaleB 
BogeuB  eiigibt  lick  der  Aiudmck 


wobei  die  Integration  über  AMB  auszudehnen  ist.  Das  liier  auf 
tretende  Integral  hat  eine  einfache  ^geometrische  Bcdontnng;  denn  das 
Prodnct  q(Ls  drückt  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  aus ,  welches 
von  dem  Bogenelement  dtf  und  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten 
begrenzt  wird,  das  Integral  somit  den  doppelten  Inhalt  jener  Fläche, 
welche  von  dem  I^  gcn  A  ^fB^  den  Normalen  seiner  Endpunkte  A,  B 
nnd  dem  zug«  hüngen  Bogen  der  Evolute  umschloaaen  wird.  Be- 
zeichnet man  den  einfachen  Inhalt  mit  ti^,  so  ist 


▼od 


EMBoel  GiHlier. 


(1) 
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Die  Bestimmung  der  Punkte  in  AMB,  in  welchen  der  Krüm- 
mungshalbmesser dem  mittleren  gleichkommt,  erfolgt  durch  Verbiu- 
dong  der  Gloicbnng  ^  «      mit  jenor  der  Curve. 

0ie  mittlere  Krttmmnng  des  Bofena  AMB  Itt  dargestellt 
durch 

-if-'-U'^'-kf-  <» 

die  IntegratiOB  ttber  AMB  eiugedehnt.  Ikr  Boniltat  Ist  aber  der- 
jenige Wieke!  i^,  welchee  die  Taugüute  der  Curve  beschreibt,  wfth- 
leod  ihr  Bertthmugspunkt  den  betnekteten  Bogen  darcblftoft;  mitp 
hinist 


£s  fällt  also  die  mittlere  KrümmoDg  eines  Bogens  ttbereia  mit  der- 
jenigen Grösse,  welche  als  dessen  relative  KrUmmnng  bezeichnet 
iB  werden  piegt 

Fflr  eme  geschlossene  convexe  Corve  ohne  Ecken  wird 

To  —  2» 

and  somit 

«-.-^   .  .  .  •  (6) 

d.h.  die  mittlere  Erflmmang  einer  solchen Cnrve  kommt 
gleich  der  eines  Kreises,  welcher  mit  ihr  gleichen  Um- 
fang hat 

Zar  Erläatemng  der  Formeln  wählen  wir  die  gemeine  Cykioide 
and  die  Ellipse. 

Bedeutet  AMB  tSmi  Ast  der  Zykloide,  so  ist  der  FUche 
eines  Bechtecks  i^eich,  das.  den  Dnrehmeeser  Sa  des  roUenden  Kreises 
rar  Hohe  nnd  seinen  Umftng  snr  Basis  hat,  also 

ferner 

«0     8a  nnd      =  * 

Banns  bemhnet  sich 

gleich  dem  halben  Umlang  des  rollenden  Kreises;  nnd  den  beiden 
Fonklan,  in  welchen 


Digitized  by  Google 


296 


»t^  kommen  4ie  Rollwink«! 

^,«-2arcBiii^  und  fpt  — 

zü\  weiter  ist 

SV 

und  die  beiden  Ponkte,  in  welchen 
iet,  dnd  durch  die  Reilwinkel 
und 

g)j  «—  2w  —  9| 

cLaraktei  isii  t. 

Ist  äBM  der  Qoadrant  einer  EUipee  mit  den  Halbaxen  0,^,10 
hnt  der  Quadrant  der  Evolute  den  Inhalt  ^  —  ,  mithin  ist 

^  32  +  4  *^     32  o» 

da  ferner 

n 

—  ai:;    Ulid    Iq  =  3 

80  hat  man 

^"^     16         2HE       '  2aE 
selbstverständlich  gelten  diese  Werte  auch  für  die  ganze  EUipsfr 

n.  Krumme  FlSehen.  1.  Schnitte  durch  eine  Tan* 
gcntc  der  Fläche.  Es  sei  (  eine  Tangente,  n  die  Normale  einer 
gegebenen  Flftche  im  Punkte  A  derselben ;  ist  R  der  Krflmmnogs- 
radius,  Mq  der  Erümraungsmittelpunkt  des  durch  t  und  11  gelegten 
Schnittes  oder   des  Normalschnittes  durch  <  in  so  liegen 

die  Krttnunungsmittelpnnkte  M  aller  weiteren  durch  t  geführten 
Schnitte  dem  Satze  von  Mens ni er  zufolge  auf  einem  Kreise 
welcher  AMq  zum  Durchmesser  hat  und  derjenigen  Ebene  angehört, 
welche  durch  n  senkrecht  zu[t  gelegt  wird.  Trägt  man  auf  den  Linien 
AMf^  AM  die  zngehörigen  KrOmmungen  K,  k  nach  irgend  einem 
Stabe  von  A  ans  ab,  so  liegen  die  Endpunkte       N  %ni 
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voigitiat:liien  Kreise  iuvorsen  Figur,  d.  i.  auf  der  Geraden  fl,  welcho 
in      senkrecht  zur  Ebene  (<,  n)  errichtet  ist. 

Bezeichnet  6  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  {t,  M)  mit  » 
bildet,  80  ist  der  Krammungsradii»  dea  zageordnetoD  SchnitteB 

ond  der  mittere  KrammnngebalbmesBer  ftUer  durch  i 
gelegten  Schnitte 

n  n 

2  2 

^^J  ^  J  ^^^^  «  

£r  gibt  mgieieh  die  miiaeie  Länge  der  «os  ^  gezogenen  Sehnen 
dee  Kreises  an. 

Die  Lage  derjenigen  anter  den  SoLuittcn  durch  deren  Kruiu- 
muugHhalbmesser  dem  Mittelwerte  gleich  i{:ommt,  ergibt  sich  durch 
Auflösung  der  Gleichnng 

r  -=  r«i 

in  Bezog  auf  9;  man  findet 

2 


••arceoe-,  Ä|=s-^j   (2> 


Die  mittlere  Krttmmnng  der  in  ^ede  stehenden  Schnitte 
wäre  geometrich  dargestellt  durch  den  Mittelwert  der  ans  A  nach 
der  Geraden  g  gezogenen  Badienveotoren;  sie  ist  daher  nnendUoh 

grOBB. 

2.  SchuiUe  durch  eine  Normale  der  Fluche.  Wie 
vorhin  sei  A  der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  «  die  zugehörige 
Normale  nnd  t  die  Tangentenebene,  femer  seien  t^,  ^  die  auf  c  be- 
zogenen Sporen  der  beiden  Hanptschnitte,  Rx%  ^  >hre  KrOmmongs- 
rsdien,  A*,,  die  KrOnunongea.  Aof  der  8|par  t  eines  beliebigea 
dorch  n  gelegten  Schnittes,  dessen  Xrttmmongshalbmesser  nnd  Krflm- 
mung  in  mit  i2,  bshw.  mit  K  bezeichnet  werden  mOge,  werde  ¥on 
A  ans  beiderseits  eine  der  Quadratwonsel  ans  ( |  und  ebenso 
eine  der  Qoadratworzel  aos  |  i:  1  proportionale  Strecke  abgetragen. 
Die  ersten  so  erhaltenen  Pnnktepaare  Jlf,  Jf'  ordnen  sich,  dem 
Saler' sehen  Satze  znfolge,  nach  Kegelschnitten,  welche  C|,  f, 
za  Hanptaxea  nnd  die  Paukte  ifj,  3^',  zn  Scheiteln  haben; 

demzniblge  ordnos  sich  die  zweitgenannten  Pnnktepaare  J^,  nach 
linien,  welehe  diesen  Kegslschnittfln  inrers  sind  in  Besag  anf  ^ 
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als  Pol,  d.  i  auf  bicircnhiion  Cnrven  4.  Ordnang,  welche 
<j,  tg  zu  S}  ninictxicaxeu,  A  zum  Doppelpunkt  and  iV,,  iV^'j  A,' 
zu  cyklischen  Pankton  haben. 

Im  tUffigen  iutenelieid«i  wir  folgende  Fftlle. 

a)  In  einom  Punkte  mit  gleichgerichteten  endlichen  Haupt- 
krtlmmuugsradien  ist  die  den  Verlanf  von  ^  R  darstellende  Curve 
(M)  eine  Ellipse  mit  tii^n  Halbaxen  Vä,,  Vi?«,  die  den  Verlanf  von 
y  A'  darstellende  Linie  {N)  eine  Curve  mit  isolirtem  Doppelpunkt 
in  yf;  die  imagiuäreu  Taugenten  in  diesem,  zusammenfallend  mit  den 
Asymptoten  der  ersterwähnten  Ellipse ,  bilden  die  Inflexionstaugenten 
der  1  ladic  in  dem  betrachteten  Puukte,  welcher  als  elliptischer 
Puukl  bezeichnet  wird. 

HeiBit  «  der  Winkel,  welehen  i  mit  i|  bildet,  so  ift 

1      co8*tt  ,  sin'g 

und  der  mittlere  Krflmmvngeradini  der  NormaltcliAiiie 
in  A  kommt  gleich 


2  d 

Man  kann  ihn  zufolge  des  zwischen  R  und  der  Ellipse  (^f)  be- 
stehenden Zusammenhanges  als  mittleres  Halbmesserquadrat  der 
letzteren  ableiten;  als  solches  stellt  er  sich  in  Form  ciucs  Bruches 

dar,  dessen  Zähler  die  Fläche  jener  Ellipse,  d.  i  »y/^i^^uod dessen 
Nenner  n  ist,  man  findet  also  wie  oben  das  geometrische 
Mittel  der  Haaptkrammungsradien. 

Darob  Aaflösang  der  Gleichnng 

in  Bezug  auf  a  ergibt  sich  die  Lage  jener  beideu  Nürmals«  hiiitu, 
deren  Krümmungshalbmesser  dem  Mittelwerte  gleichkommt;  mau  ündet 

4 

«t-arctg|/^,  «1  =  — «1  (*) 

Die  mittlere  Krümmung  der  betrachteten  Schnitte  kann  auf 
Grand  einer  Ähnlichen  Bemerknng,  wie  sie  oben  aor  DanliBUaqg 
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von  R,»  angewendet  worden,  als  Quotient  des  FfächoiunhlUfls  der 
Conre  (iyr)  durch  die  Zahl  x  gefimdeu  werdea.  Sie  ist 


8 


oder  dem  arithmctischon  Mittel  der  licidnn  Ilauptkrüm- 
mungeu  gleich.  Es  ist  dies  eine  uaturlicho  Folge  dos  be- 
kannten Satzes,  dass  die  luitrlere  Krümmung  je  zweier  zu  einander 
rechtwinkligen  Schnitte  durch  »  dem  obigen  Werte  gleichkommt 

Au  der  Qldchmig 

ergeben  sich  die  Aziainte  der  beiden  Schnitte,  welche  die  mittlere 
KrOnunnag  haben,  n.  zw. 

«»  =  ^  .  «i  «1   W 

die  genannten  Nomudschnitte  ludbiren  also  die  Winkel  der  beiden 
Hanptschnitte. 

b)  In  einem  Pnnktc  mit  ungleich  gerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmungsradien  setzt  sich  die  Curve  (M),  welche  den  Vorlauf  von 

y  I  Ä  I  Terainnlicbt,  ans  zwei  Hyperbeln  zusammen,  deren  Axen  mit 
emander  vertanscht  sind,  nnd  die  den  Verlauf  von  y(K^)dar6telleude 
Gurre  (iV)  aas  zwei  lemniskaten-ahnlichen  Linien ,  deren  jede  in  A 
einen  Doppclpunkt  hat;  ihre  gemeinsamen  Tangenten  in  diesem 
Punkte,  gleichzeitig  gemfilnschaftliche  Asymptoten  jener  Hyperbeln, 
bilden  die  Wendetaugenten  der  Fläche  im  Punkte  welcher  nnn 
als  hyperbolischer  Pnnkt  bezeichnet  wird. 

Setzt  mau  die  dem  Zeiger  J  entsprechende  Hauptkrttmmnng  all 
die  positive  fest,  so  ist  mit  Beibehaltung  dur  früheren  Bezeich- 
nungen 

1^     cos^ne  Bin*« 


1)  Bezüge  der  in  den  Oleichnngen  3)  nnd  5)  niedergelegten 
Sitw  Tgl.  die  Abhandinngen  Grnnert'z  in  dessen  Archi?,  Bd.  iO. 
pag.  319  flg.,  Bd.  41,  pog.  241  flg.,  nnd  die  Bemerfcong  Beltra- 
mi'B,  ibid.,  Bd.  42,  pag.  U6. 


Digitized  by  Google 


300 


Czuber:  MiUtluHrU^  die  Krümmung  ebener  Curven 


Du  arithmoläsclie  Mittel  der  algebraisdiett  Werte  yos  A  iit 
null,  diM  der  abeolaten  Werte  ist  imendlieli  gross;  denn  das  ersten 

wird  durch  die  mit  ~  maltiplidrte  Differenz,  das  letztere  durch  die 

mit  dem  nftmliehen  Factor  multiplieirte  Somme  jener  FlAchen  ansp 
gedrflckt,  welche  die  eben  genannten  Hyperbeln  mit  ihren  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  begrenzen. 


Der  Mittelwert  der  mit  ihrem  Vorzeichen  verselienen 
Xrttmmnngen  ist 

2 

Km^^  J^  (Äico«*«-Jr,8in»«)iie-'^5-^  ....  (7) 

iu  Uebercinstimmung  mit  (5);  er  stellt  zugieich  die  durch  tc  gctoiltc, 
entsprccheud  gubildote  Differenz  der  Flächen  vor,  welche  von  den 
beiden  lemniskatenartigen  Curveu  (N)  eingeschlossen  werden. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  KrOmmang  findet  man  ans  der 
Cttekfaimg 

die  Azimute 

«1  —  ^»   «,  —  —«1  (Ö) 

80  dass  sie  wie  bei  dem  elliptischen  Punkte  die  Winlcel  der  Haupt- 
schnitte  halbiren. 

Der  Mittelwert  der  absoluten  Krttmmuugou  hingegen 
ist,  wenn 

—  arctg 

gleich 

n 

CTo  2 

I  JT I  «  —  ^  1^      (ir,C08*a-ir,8iii*o)da4-      (üT^in»«— A:iC08«o)daj 
0  »0 


1 

DB  ist  dies  zugleich  die  mit       lauUiuiiciite   bumme   der  Flüchcu, 

TT 

welche  dorch  {H)  begrenzt  werden. 
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In  einem  Punkte  mil  gleicLcu  uud  eutgegeugi'seUt  bezeidiueteu 
Hauptkrümmuugen  ±.K^  wird 

=  0,    I  Ä  1  «  -  ^  (10) 

oad  die  Corve  (A*)  besteht  Ider  am  swei  eongroeiiteii  Lemniflkitffli. 

c)  In  einem  Punkte,  wo  einer  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien —  Ji^  —  unendlich  gross  ist,  wird  der  Verlauf  von  y'  /i  durch 
nrei  zu  parallele  Gerade  (M)  dargestellt,  welche  zu  beiden  Seiten 
von  A  in  der  Entfernung  Vltg  liegen,  uud  der  Verlauf  von  yiC 
durch  zwei  gleiche  Kreise,  welche  in  A  die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente      zugleich  die  Vereinigang  der  beiden  Inflexionstangenten 

der  Fläche  in  A,  und  den  Durchmesser  Va',  haben;  A  hnui  in 
diesem  Falle  ein  parabolischer  Pnnkt  der  Flache. 

Mit  iicibciiaituug  der  früheren  Bezeicbuuugen  lat 

1  COS^tt 

Der  mittlere  Krümmuugshalbuiesser  Jim  ist  uueudiich 
gross*,  denn  er  ist  der  von  dem  Geradonpaar  (M)  cingeschiussuucn 
Fliehe  proportional. 

Die  mittlere  Krttmmiing  ist 

n 

3 


nnd  ergibt  sich  auch  als  Quotient  der  Flftchensnmme  der  Kreise  {N) 
durch  die  Zahl  n\  sie  ist  in  den  Formeln  (5)  und  (7)  als  Special- 
wert  fllr  JTt  —  0  enthaltea. 

Für  diü  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  ergeben  sich  aas  der 

Gleichung 

dieselben  Azimute  wie  in  a)  and  b),  n&mlich 

n 

«1  —  ^>  Ol    ••«.•>•«  (12) 

3.  Schnitte  durch  einen  Punkt  der  Fläche.  Nach  dem 
Vorausgeschickten  kommt  nur  bei  einem  cUiptisclien  Punkte  der 
mittlere  Krümmungsradius  aller  durch  ihn  gelegten  Schnitte 
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in  Betracht  I  betelebnet  man  ihn  mit  ^m»  flo  findet  sieh  dorch  Yer- 
hindnog  der  Besnltate  (1)  nnd  (3)  Ar  ihn  der  Aiudmck 

^,l|;_»vp-  

• 

4.  Kittlere  ErUmmnng  nnd  mittlerer  Krftmmnnga- 
r  ad  ins  einer  Fl&che.  Anf  der  gegebenen  FIttche  sei  dordi  eine 
ihr  aufgeschriebene  Cnrve  ein  Teil  begrenzt,  dessen  Grosse  wir  mit 
8q  bezeichnen.  In  einem  beliebigen  Punkte  A  dieses  TeUs  seien 

i^,  die  Hauptkrflmmaogsradien ,  dS  das  anstossende  Fläcben- 
element,  dS  die  Grösse  seiner  Abbildung  anf  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins.  Bezeichnet  mau  das  JCrftnunungsmaass  oder  kurz  die 
Krflmmnng  der  Flache  in  dem  genannten  Punkte  mit     so  ist 

Wir  beschräukou  uus  von  hier  ab  auf  Flächen  mit  elliptisohen 
Punkten.  Die  Krümmung  einer  solchen  kann  mit  derjenigen  einer 
Kugel  verglichen  werden.  Entsprechend  dem  Begriffe  des  Krüni- 
niuii^bkreises  einer  Curve  belegen  wir  eine  Kugel,  welche  mit  der 
Flache  im  i'uakte  A  gleiche  Krüniinuug  hat,  mit  dem  Namen 
Krümmuugskugel,  ihren  Halbmesser  mit  dem  Namen  Krüm- 
mungshalbmesser,  beides  auf  den  Punkt  A  bezogen.  Für  die 
letztgenannte  Grösse  ergibt  sidi,  da  die  Kmmmung  einer  Kugel 
dnrdi  das  reciproke  Halbmesserqnadrat  gemessen  wird,  der  Wert 

W-y^^  (14) 

welcher  miL  dem  Werte  des  mittleren  Krüniiiiuügahaibmessers  Ä» 
der  durch  A  gelegten  Normalichuitto  übereinstimmt. 

Die  mittlere  Krflmmnng  von  ^  ist  gegeben  durch 

die  Integration  ist  über  auszudehnen;  ihr  Resultat  ist  £^  oder 
die  Grosse  der  sphärischen  Abbildung  von  8^  so  dass 

Hiernach  WM  die  mittlere  Krümmung  von  mit  derjenigen  Grösse 
flberein,  welche  als  relative  Krflmmnng  dieses  Fl&chenteils  be- 
zeichnet an  werden  pflegt. 
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Diejenige  Kogel,  deren  ErOmmong  dem  eben  berechneten  Mittel- 
werte gleich  ist,  wollen  wir  Kngel  mitterer  Krümmung  von 
^  oeoaeDi  füi  ihren  Badiu  ergibt  sich  der  Ansdraek 


Zn  einem  bemerkenswerten  Satie  fthrt  die  Anwendnng  dieser  For- 
■dn  anf  eine  geecUosiene  cottveze  FlAcfae  ohne  eingolftre  Punkte; 
dl  lüer,  wenn  man  die  gnnze  Flftche  in  Betracht  nimmt, 


iit,  80  wird 


(17) 


IMei  lagt  ans:  Die  mittlere  Krfimmnng  einer  getehlosae- 

aen  convexcn  Fläche  stimmt  mit  der  Krttmmnng  einer 
Kvgel  Ton  gleicher  Oberflftche  aberein. 

Dem  Radius  der  Kugel  mittlerer  Krümmung  stellt  sieh  der 
mittlere  Krümmungsradius  oder  der  mittlere  Halbmesser  der 
Mmmangskugeln  gegenüber.  Man  erhält  für  ihn  anf  Grund  von 
(14)  den  allgemeinen  Ausdruck 

J  V^j^äS  (18) 

<üe  Integration  über  8^  auQgedehnt. 

Als  Beispiele  hierzu  wählen  wir  die  durch  Umdrehung  einer 
Gi^doide  um  ihre  Grundlinie  entstandene  Fläche  und  das  Sphirold. 

Wird  bei  der  ersten  Fläche  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreiset 
mit  a,  der  zn  einem  Punkte  A  des  Meridians  gehörige  fioHwinkel 
Bit  9  beseicbnet,  so  findet  man 

it|-.4aBin|,  iZ^  -  Sasin  |,  9i  aaVaiin|» 

<p  64 
—  8>ra*  sin'  g     »        =  "g 

Daraoa  berechnen  sich  auf  Grund  von  (17)  and  (18)  die  Werte 
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Im  zweiten  BeispieP)  sei  a  die  grosse  Halbaxe,  t  die  relative 
ExcentricitÄt  des  Meridians,  ß  die  Breite  eines  beliebigen  Punktes, 
d.  ist  die  Neigung  der  zagebörigcu  Normale  gegen  die  Aequator* 
ebene  i  dann  ist  für  den  gedachten  Ponkt 

f»Biii««r      *  W     ^     1  — ««Bin«/»' 

daranfi  berechnet  sich  mittelBt  der  nftmlicben  Formein 

3  1 


««  


[l+3^bg^_^J 
5W«^  -  VI.««  -"  «  [1  ^6  *"  ^      3Ö24  ~  •  -J' 


^■T"3"T~45       945  ^  T 


10  — Gf«  ,3,    1-f  £ 


i)  8.  Dr.  F.  B.  Helmert,  Die  nathem.  n.  pbysik.  Theorieii 
der  bOheren  Oeodfteie,  Bd.  I«  pag.  68  flg. 
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XYL 

üeber  die  Entwickelung  von  in  eine 

Fotonzenreihe  nebst  einigen  Anwendungen 

derselben. 

LouU  SaaUchfltz. 


Die  erste  Aur^ong  cur  nachfolgenden  Beibenentwieklong  lag 

Or  midi  In  dem  Bestreben  «    ^,  wobei  y  elaen  pontiTen  echtop 

Brach  oder  1  bedeotet,  in  einer  nach  gan/fMi  Functionen  von  y  fort- 
ianfenden  Ktiihe  darznstellen,  welche  um  sd  v.  UlkoiiniK ncr  wäre,  wenn 
sie  anch  noch  für  y  =»  ü  gültig  wäre  und  den  richtigen  Wert  nnll 
in  zweifelloser  Art  lieferte.  Dies  lässt  sich  in  der  Tat  erreichen, 
wenn  mau  p  dnrch  1  —  x  ersetzt  und  dann  nach  Potenzen  von  r 
entwickelt.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Coefficienten  dieser 
aad  einer  mit  ihr  eng  zusammenhaugendeu  Reihe  in  so  eigeutüm- 
ücher  Art  fortschreiten,  dass  die  nachfolgenden  Mitteiluugcu ,  wie 
ich  hoffe,  nicht  ganz  interesselos  sein  dürften.  Schliesslieh  wird 
loch  gezeigt ,  dass  und  in  wukher  Art  die  gewonnene  Reihe  sich 
rar  Berechnung  mancher  Integrale,  deren  obere  Grenze  unendlich 
ist,  verwenden  lasbt. 

S  1. 

Unabhängige  Dars teiiuugswo iso  der  Coefficienten. 
El  aei: 

 ^1 

knk.  i*t  Umih,  b.  Fhji.  2.  &«Uie.  TeU  TL  20 
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TTm  die  Goefficienten  fto*i*s  unabhängiger  Art  darzustellen, 

kaim  man  den  Taylor'scheu  Lehrsatz  benutzen^),  zavor  die  von  ver- 
schiedenen Differentialquotienten  von  fix)    für  gc  =  0  aufstellen. 

Setze  ich 

1 

1—« 

10  ist 

und  dADn  weiter: 

<fe     (1— «)*  * 

Oahfir  wird: 
ebenso: 

=  —      (5»»  —  2Uz»  4- 120»» — 24üa '  4- 120»*^) 

Diesen  letzten  Ausdruck  kann  mau  auf  die  Form  bringen: 

/Ä>»  »  1  .(4),(5),3« 4- 1  2(4),(5),*»-- 1 .2.3(4)5(5),.» 

+  1.2.3.4(4),(5),*«) 

«nd  dass  hierin  das  allgemeine  Gesetz  aosgesprochen  ist,  woUeii  wir 
dnndi  den  SeUiss  von  »  auf  »+1  bew^n.  Es  sei  slio: 

- 1)  I  (n-l)H-i(»)»-ia»+i) 

dua  wifd: 

(-l)*»^--«-*(-i^+(M-l)i(n),^"-»T..)+«-^2i«»^lT.") 

und  der  Coefticient  von  a^**'^  eigiebt  sich: 


l)  Eine  andere  Methode,  die  ^'kichfulls  zum  Ziele  fnhrt,  benalat  die  Reibe 
flu        ia  welche  dann  (&r  m  der  Wert  (|— ar)— i  einnüfthren  ist. 
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 (-1/(4-1)  I  in  -l)».i(«)*-i  ^n=y±)^(2«-H-l j 


— (-.l)*(*-l)l(*-l)»-l(ll)l^l  J 

=-(~l)»l:I(»)»(n+l)* 

diter  erbaltea  wir: 

=  e-'  1 .  («),  (n+1),         ±  . . . 


womit  der  Beweis  geflUirt  ist  BezeiclmeD  wir  nan  dem  Wert  von 
c  fttr  «—0  oder  w^l  mit  o«,  so  ist  der  CoeÜfideot  von  ^  tu 

der  EDtwickeluQg  vou  /(a;)  r-ö  folglich  giebt  derVergleicb  mit  1) : 

and  daher  wie  2)  zeigt: 

^       -1.2.8.. — 2.3...»  +"~s7::^r'+  " 


Abs  /(O),  /'O  folgt    —  1,  6^     >1  und  daaa  ms  GL  3): 

1     1    1-2        1      .      .    a.3  .  1.3     .    .      1  _ 

Efaw  «ndere  nnabhäogige  BarsteUangswetse  eigiei»t  sich  bei  Entwicke- 
fang  Ton  f{9)  in  der  Fonn: 

f{x)  —  «-(i+»4iNH-) 

■itislst  der  oombinAtonscbeii  Aosdrftcko^): 

^  flu— *i    2       1 2...0...1.2..JJ  - 

wobei  pqr...t  80  als  posiiivo  ganze  Zahieu  eiiiäciiliesslich  der  Noll 
ZQ  w&bleo  sind,  dasä  die  Gleicbuug: 

6)  l.j»  +  2g+3r+,..lllÄ« 


1}  SM,  AlgebreitclM  AiMljiii.   Hol«  VII.  F.  I).  (&  SSS). 

SO* 
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erfallt  wird,  wonach  der  Ausdruck  fn  4)  za  bilden  '),  und  für  alle 
die  Gl.  5)  befde4i0endeii  Systeme  vou  die  Summation  auszu- 

führen  ist 

Der  Vorgleich  der  (nicht  identischeD)  AoM^ücke  3)  und  4) 
liefert  ein«  Besieiiiing  swiachen  BiaomialeoeffientDiL  Z.B. 
ist  fftrii  «*  5: 

1         ,  (^)i(5)i  ,  (4)»(5)3      (4),  (5), 

*"  1.2.3.4.6"*"  8.3.4.5     3.4.5        4.6  5 

1.2.3.4.5"^  1.2.3.1"^  1.2.1      1.1.2 l.l"*"  1.1 


1.2.3.4.5^1.2.3     1.2     1.2^1^1  120 

18. 

Abh&ngige  DarsteUaugsweiee  der  ('Oefficientes. 
In  Torigen  Puagraphon  war  die  Gleiditisg  geAuäen  wevAes: 

d.  L: 





oder: 

IMfforeatiirt  maa  dieia  Gleiqhwig  weiter,  lo  erhilt  naa  eine  Be- 
dräng iwiiebeii  drei  aafeinander  fotgaaden  DiferentialqiiotlaBlet^ 
aftndidi: 

nnd  somit  auch,  iodem  man  a:  -»  0  setzt,  zwischen  drei  aufeinander 
folgeaden  Coefiicienten  der  Reihe  1).  Leichter  gelangt  man  folgen* 
dennasaen  88  derseltien  Fonael.  Difereatttrai  wir  Ol.  1)  wmak 
so  kommt: 

fidtfish's 


1—« 


1)  Dm  SjnM  Ol  itt  doreh  I  m  eraetaen. 
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Führen  wir  die  Multiplicatiori  aus  und  vergleichen  die  Coefficientöü 
der  refbten  Seite  mit  deiyeiugen  in  1),  so  erbaltea  wir  die  Gki- 


—4*4+6^3-26,  -  b, 

oder: 

7)  (» + 1)  i,.^  1  ■-  ( - 1)  (n  —  1;  =  0 
idi  Iftkrc  jetzt  die  aeae  Bezeicfammg 

8)  nbn  =  /Jh,  ^^ßn 

ein,  dann  nimmt  die  Ol.  7)  die  Form  an: 


Ans  der  61.  9)  sind  nach  einander  die  und  mittelst  8)  glelch- 
leitig  die  b*s  berechnet  worden,  sowie  sie  in  denXafelii  •m'Sehlme 
dieier  Arbeit  anfgefufart  BBsd.  Die  GL  10)  bildet  die  Gnudlage  dar 
weiteren  Untersnchnng. 

Mock  «ino  andere  Formel  zwischen  den  ßrösaaa  h  und  ßt  die 
ftr  ans  von  Wichtigkeit  werden  wird,  erbaltea  arir,  «ma  wir  ia  «die 
Becarsionaformei  der  allgemeinen  Eatwickelang 

11)   ««.»4  «,ä^+«.»'+...  ^  1  +  ^,  a;  +  ^,  r, + ilax» + . . . 


1)  A.  «.  >0.  t.  a*|  &  aia. 


woraus  folgt: 


10)    (^+1  - ßn)  - (ßn-'ßn^l)+  \ßn^O 
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13)         -i  liai  An^i  +  2a,  An^2  +  •  •  •  +  («-1)  0—1  ^  +  •»») 

ttati  Ji^f  -  *•«  vad  ftr  ...  te  Wert  *-l  ciMetwa, 
folgwite: 

ii4*»+4*i-i+26»-«+8Ji,-t+..-+(ii-l)fct+ii  -0 
cboMo: 

(ii+l)4H4+Ä,i+»*i-i+36i,.t+  —  +iii|+(ii+l)  -  0 

Zkiktm  vir  die  entere  Fonnel  von  der  nreiten  ab,  tdireiben  ititt 
mim  und  (n4-l)6»^i  biliw.  uid  ßn^i  und  am  Ende  1^  etatt  1,  eo 
entstellt  folgende: 

13)  Äb+fti+^+.-+A»+Ai+i-fr.  =  0 

nnd  diee  iet  die  erwihnte  Baiiehwig.  8le  folgt  lllwigeM  anoh  tm 
10),  wenn  man  dieee 

adireibt,  darin  nach  einander  iis59,3,  4,  ...  eetzt,  addiit  mad 
ßi        ßf^^i  und  — 1  ^  enbititairt 

SS. 

Die  Grössen  ß  and  die  von  ihnen  nfthernngsweise 
befriedigte  Differentialgleichung. 

Werfen  wir  einen  Blick  anf  Tafel  II,  welche  der  GrOeien  ß  ent- 
hftlt,  80  lehen  wir  sofort,  da^s  dieselhen  in  Gruppen  Ton  abwechsdnd 
poeitiven  nnd  negativen  Gliedern  serfalton.  Die  Anzahl  Glieder 
nimmt  Ton  Gmppe  in  Gmppe  m,  nnd  mar  betrigt  dieselbe  be* 

14)  13  9  18  19  S8 

In  jeder  Gmppe  nimmt  der  Absolutwert  der  Glieder  von  Anfang  zu, 
erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Diese  Mazima 
sind  in  den  sechs  berechneten  Gruppen: 

15)  0  1   1,56  1,94  2,26  2^ 

Sie  nehmen  also  zu.  Betrachtet  man  die  Gliedzahl  n  als  Abscissei 
ßn  als  Ordinate,  so  macht  das  Ganze  den  Eindruck  einer  Zusammen- 
setzung von  Sinus-Carven  mit  stets  grösserer  Spannung  und  stets 
grösserer  Pfeilhöhn  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  weit  diese  Yorstel- 
long  sich  mit  der  Gl.  10)  in  Uebereinstimmong  bringen  lAsst.  Wir 
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1018  n  bereits  recht  gross  geworden  imd  betrachten  den  Za- 
1  als  äm\  dann  ist: 


ud  ditor  geht  die  GL  10)  Aber  in 

Ifit  wdlen  im  AnichlasB  an  diese Gleichnng nur  eine  bestimmte 
Gruppe  in*8  Auge  fasBen.  Wir  beseiebaen  den  Index  des  grMen 
f  (immer  abeolnt  yerstanden)  in  ibr  mit  l  nad  setsen: 

17)  1»  l+i 

m  dsM  £  bei  waebsendem  n  ans  dem  Negativen  ins  Positiv  ttber- 
|At,  Dadnrch  wird  die  Oleicfanng  16): 

Nun  ist  der  Maximaiwert  von  £  klein  gegen  ^,  wenn  »  sehr  gross 
ist.  Das  Yerbältuiss  desselben  za  ^  ist: 

7 

in  der  Gruppe -(13;  25)  etwa  ^ 

.  10 

n    n       1*      (**5  ^)    »  2^ 
19    yi       n      (^1  ^7)  n 

Ich  entwickele  daher  nach  Potenzen  von  |  nnd  lasse  in  der 
Ol.  19)  nach  einander  Ärei  Annftberongen  eintreten,  ich  setM  nSm- 

Allerdings  lässt  sich  die  Gl.  18)  oder  16)  streng  integriren,  doch 
ist  die  Form  des  Resultates,  ein  bestimmtes  Intepn*»!,  Jils  dessen 
Parainüter  A-j-J  oder  »auftritt,  für  unseren  Zweck  nicht  bequem, 
schon  ücsiialb  nicht,  weil  dieäür  Parameter  immer  groääor  \¥ird,  in- 
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dohl  wir  gohUto  nosonf  BolffnotiUliig  0fodM  wu  n  tu  Cbwfedft 
l^gen  mttsseii. 

Erste  Annihermg. 
Die  Gl.  18)  nimmt  in  erster  Annäbemog  die  Form  an: 


i 

Ihr  Integral  l&sst  sich  schreiben: 

Nun  soll  f  <»  0  sein,  wenn  ß  seinen  grötsten  Wort  annimmt,  folg- 
lich ist  y  0 

21)  ß  -  ACOB  {y-^ 

mtd  A  der  Maiimalwert  ▼on  ßm    IiMcteros  veradiwindet  ftot 
i  —  7  ^  VA.  Bezeichne  ich  non  den  Unterschied  des  Anfangs-  und 
£nd-Index  der  Gnip^  *)  mit  «,  aö  mm»  sein: 

22)  M^nVX  oder  »*^nn 

Benenne  Ich  dieselben  OrOssen  fttr  ^e  Qrappen,  die  der  betracfateteii 
folgen,  mit  Ij % ,  Aa«^,  etc.,  so  mftuen  analog  22)  die  Oldehnogn 
stattfinden: 

23) 


Andererseits  ist  aber  ancfa: 

If  —  ^+^+^ 
aliro  folgt  aas  2%)  and  23)  durch  Sabtraction: 


1)  Diese  Indice»,  also  auch  x,  sowie  k  liod  dnrch  Interpolatioa  la  be- 
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wtd  daliflr: 

Bio  Gfiedenazahlfin  der  anfeixumder  folgenden  Grnppen  bflden  also 

äne  arilhmetuche  Reihe  1.  Ordnung  mit  der  Differenz 

Wir  wollen  nun  zunächst  prüfen .  wie  weit  die  Kcsultalc  22) 
uud  23)  mit  dem  bereduieteu  Teil  der  ß's  übereiiiBtimmeii.  Die 
Tafel  U  giobt 

=  0,193         =  -o.m 
Dnrdi  cinÜMlie  Interpolatkui  lidgt  daim: 

Diesen  Anfangsindex  einer  Gruppe  wollen  wir  ft,  den  Endiiidex  der- 
selben oder  Anfangsindex  der  folgenden  fij  nennen,  sodass  «  =  — fi 
wird.  Dann  ist  für  die  Gruppe  (13^):  <i  =  12,39;  /»^  =  25,96. 
Femer  ist  nach  TaL  II: 

Setie  icli  für  diese  Stelle  der  Taiei: 
aodass  gleicbidtig 

wird,  so  folgt  MU  den  angegebenen  Zahlen: 

««-1,912  i  — 0,082  c  =  — 0^1 

und: 

Es  ist  also  der  M^iirfnmHim«  i  der  anppe  18,aa  In  dieeer  Art 
eigiebt  sich: 


314  üaaltchülz:  Ueber  du  KnlwicLcluat^  von  e— 1:  (1— s) 

Gr.(13;25)  {  i  —  18^ 

f  m  —  35,96  «  =  1V7   »VA  SS  13,62 

86)     {  Gr.(26i44)  |     ^  ^ 

I  l  f*«     *4,47   *j  — ■  18,51    »VA|  lb,i>o 

Gr.(45i67)  {  ^  „gj^gi  ^  _  23,44   «V^,  -  23,47 

«1  ~  *4=4.94  a,  -i^  =  4,93,  ^  -  4,9348 

Wir  kdnncQ  also  Mgen,  dass  die  Gflltlgkeit  aoaerer  Be- 
trachtiiiiffea  bereits  im  berechneten  Teil  der  Tafel  II 
beginne«  was  sich  auch  weiterhin  bestitigeD  wird. 

Dem  Werte  21)  von  ß  gemiss  emkht  der  DÜEsrentialqnotteiit 

dß 

^  seine,  absolut  genommen,  grösstcn  Werte  am  Anfang  und  Ende 

der  Gmppe;  dies  bestätigt  nach  die  Rechonog;  es  sinds.&  die  Oif* 
fofensen 

At  -  i»i8  -  0,496  nad  /Im-^»- 0,411 

grosser  als  irgend  welche  andere  im  ersten ,  bzhw.  zweiten  Teil  der 
Grappe;  dass  dieselben  verschiedenes  Zeichen  Laben,  versteht  sich 
nach  von  selbst,  da  der  Differentialqnotient  an  der  Grenze  zweier 
Gmppen  für  beide  identisch  ist.  Hingegen  mflssten  die  beiden  Dif. 
fsrentialqnotienten  am  Anfang  nnd  Ende  der  Gruppe  Gl.  21)  zufolge 
gleiche  Absolutwerte  haben  j  damit  stimmt  aber  die  Rechnung  nicht 
übereiu;  wol  aber  stimmt  sie  hierin  mit  der  Gl  (lö),  denn  denken 
wir  ans  2wei  ß  im  ersten  und  zweiten  Teil  der  Gmppe  die  einapder 

gleieh  sind,  so  Ist  flbr  das  zweite  -  also  ^   (absolnt  genonunea) 

kleiner  als  für  das  erste,  also  der  Kr ünimiingsradius  grösser  und 
der  Bogen  »»'Ibst  tlacher,  also  der  Absolutwert  des  Differentiaiquo- 
tienten  klemer.  Aus  demselben  Grnüde  moss  auch  das  Maximum 
von  ß  etwas  näher  dem  Anfang  ai-  dem  Ende  der  Gruppe  liegen, 
was  man  ans  den  Zahlen  iu  2ö)  in  der  Tat  erkennen  kann. 

Whr  dflrfea  annehmen,  dass  die  Ste  (o<tor  elae  noch  engero)  An- 
nfthemiig  an  die  GL  18)  ans  Aber  diese  UmstSade  genaaer  onter- 
richten  werde. 
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16. 

Zweite  Aon&beirQng. 

Wir  geben  jeirt  der  Ql  18)  die  aieh  ihr  bester  ab  19)  aa- 
leUieiieiide  Form: 

Ein  particaläres  Integrel  von  19)  bat  die  Form  ea  Hegt  also 
nahe,  jetit  mit  der  Form  ««H^  aa  YerracbeB,  oder  Indem  man 
Inaginiiee  tob  Beellem  aondert,  so  aetiea: 


<l«^^co.(fJ 


Him  fliad  A  voA  y  die  IntegratioiMeoiiataDteii,  «Ibiend  A^A^ 
B^B%  getaden  werden  sollen.  Dann  wird 

Ich  werde  im  Folgeniii-n  uiittr  der  Voraassetznng,  dass  X  nnd  auch 
schon  vA  sehr  gross  sei,  die  (iiieder  treoaeu  ia  solche  von  der 

Ordnong  ^  eCe.,  so  dass  also,  wie  Immer«  Glieder  ge- 

ringerer Ordnung  einen  grösseren  Absolatwert  haben  als  solche  Ton 
höherer  Ordimng.  Dabei  müssen  wir,  nm  grobe  Irrtümer  zu  ver- 
meiden, streug  au  dem  üruudaatz  iCbtiialLeu,  dass,  wenn  wir  irgeud 

ein  Glied  von  der  Ordnung  fortlassen,  es  ÜBhlerbaft  ist  ein  an^ 
anderes  von  derselben  oder  bdberer  Ordnung  boizabehalten. 

Wir  geben  nnnmebr  rar  Ansiltbntng  der  Becbnnng  über.  Es  ist 


1)  BerÖglich  der  »trrn^cn  Intfp;rntion  dieser  Gicibhung  gilt  dMWlbfi  WÄi 
von  dcrjenigea  der  Gl.  16)  am  Eode  vun  §  Z.  getagt  iit. 
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folgücli  mosi  nach  26)  and  29)  sein: 

Wir  setseii  nun  in  den  CoefficieBteii  ?6n  JU^cw 

^sin (^:^  <üe Factoren  von     niidil  tüOfAa gteidi  0.  Dm  giebt s 

a)  -j(2^+V)  +  2//,+  V -0 


32} 


c)  -^(^^(1+^1)  +  ^,)  -0 

d)  ^;^(B,iit+ai(i+ii))-o 

Nelimo  ich  nnn      als  von  der  Ordnung  ^  au,  so  folgt  aus  a),  daas 

Hl  and  ßi*  von  kdaer  geriager6D,oiid  mindMteiil  eine  dieser  OrOaeeii 

«oeh  von  fcefoer  Miraren  Ordmnif  safo  kteneo  all  p.  Ans  c)  folgt 

dann  vou  der  Orduuug  jü^,  Sißdalsooiati  endliche.2<aiileu 
ao  ist  es  dae  üatllriiclMtet 

n  MtMD.  Jetst  haben  wir  den  Factor  von  V  im  Coefficienten  de« 
Oosinns,  nAmlich       d.  i.       ab  0  betnusitrt  ind  mantoi  das, 

ß  I* 

weil  wir  aodi  das  Glied  ^     *  ^  Innerbalb  im  geuumten  Coef« 
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fidenten  dis  <Qlied  forlgeltaM  Wm\  mm  km  tptTj  wie  die 
ente  Aiuilifiraiig  leigt,  {  Ua  gnr  Ordniu«  ^  y  1  ira^liM;  wena 
Ufr  alao  du  Glied  fortla«MB,  so  laseen  wir  ein  Glied  Yon  der 
OrdiMUK  «  iDit  nlMeii  aleo  eile  fliindfff  Inrfiaienn  Jm  OMfi&Milea 
des  SiiiM  iMseo  wir  das  Glied  d.  i.  aw  Glied,  dMtfi  Ofdr 

»■Hg  Biiiidesteiis       ist,  fort,  wodurch  also  keine  weUern  Bt^ 

eehmdmug  der  Genauigkeit  Teranlaist  wird,  Seheii  wir  mp  die 
6t  (32)  an,  10  ist  die  linke  Seite  der  a)  von  der  Ordnung 

wir  kdnnen  also  aas  ihr  keine  weiteren  Scklttsse  zieben,  (üe 
GL  b)  lantel: 

ikre  finke  Seite  iat  ebenfidli  voe  der  Ordnvag  p,  aber  sie  erUtft 

deu  Jbactor  £,  ksmii  also  bis  zur  Grösse  eines  Gliedes  der  Ordnung 
PI  steigen  nnd  iet  daher  in  berflckslehtigeB.  Sie  liefert,  bei  ForU 

lasbuiig  der  Glieder  höberer  (u&mlioh  mindeeteos  2i,ter)  Ordnung: 

%  — —  i 

Die  GL  c)  laatet: 

i4('.(l+?)+'4)=0 

Ihre  linke  Seite  iet  von  der  l|ten  Ordnung,  ihr  COelliGient  1,  eie 
iat  alao  in  berttckaichtigen.  Sie  giebt: 

*i  —  —  «1  —  i 

Bie  GL  4  iat  von  der  Oidnnng      die  ttnlo»  Satte  eritfit  teOoaS» 

Üdeoten  f,  bleibt  alao  ateta  mindeatena  ?ott  der  Ordnnng  ^»iatalao 
anaaer  Betracht  an  hMseii. 

Wir  haben  alao  <%  nnd  i|  gefinden,  wihrand  nd  1^  wnbe- 
aSMrt,  d.  h.  ftr  den  aivekhlan  Gnd  dar  Grniawigjieit  glaiekgfiltk 
kWbap.  Kr  ktaMiig  alao  aaiks8  0a«toenp&d  haben  dalwr: 
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Nim  kflnnto  jemaiid  in  der  Yormgehflnden  Dedoetion  dto  nötige 
Bohirlb  mmined,  nimal  wir  erstere  «n  eine  Gleicliiiig  aalmApftM« 
die  aioh  opAter  iJb  nnerbeblich  endet.  Daran!  wire  sn  erwidern: 
Wir  iMben  in  88)  einen  Anedmcli  ftr  ß  gewonnen«  bei  deeeen  Snb- 
ititntion  In  die  61.  26)  sieb  alle  diejenigen  Glieder  Iden- 
tiicb  leretArea,  deren  Orttose  gleleb  oder  bedenlender  ist  all 

die  (xröBae  emeä  Gliedes  voo  der  Orduung         Solange  wir  ani 

also  mit  dieser  Genauigkeit  begnttgeu  nnd  das  mflssen  wir,  well 
In  der  CH.  S6)  selbst  Glieder  bOberer  als  der  l^ten  Ordnung  fort- 
gelassen  sind  —  haben  wir  den  obigen  Aoadmck  fftr  f ,  der  auch 
swel  willkflrliche  ConstanteQ  A  und  r  enthalt,  als  daa  Yollstlndlge 
Integral  der  DUferentialgleicbnug  26)  aasnseben. 

Wir  bestimmen  nun  wieder  y  so,  dass    fftr  (     0  seinen 
malwert  erreieht  Setsen  wir  die  Werte: 

du 


**1         1       1^1  i 


In      GL  (38),  ein  nnd  dlea  dann  -0,  so  erhalten  wir  die  Glel* 

ebong: 


also 

oder 


VI     4Vl    *  (4yA)»^  -  • 

11. 

^  —  4     ld2X  ^ 


Schon  die  Hinmfilgnng  des  Gliedes  — |^  m  k  wlie  "''■MifirfiwM 
aberflflssig,  da  es  ftr  grosse  Werte  fon  C  das  einiige  Glied  too 
der  Ordnung  |  wire;  sie  wire  aber  auch  geradesa  fehlerhaft,  da  in 

u  Glieder  von  der  Ordnung  ^  fortgelassen  sind,  welche  erst  bei 

der  niehsen  (8ten)  Annghernng  biniagefftgt  werden.  Aber  selfeiit. 
da  noch  nicht,  erst  bei  der  vierten  Annibnmng  wire  y 
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I  Tenelueden  aoioneliinen.  Dum  wftre  aber  der  Coeffident  von 
I  ucM  —       sondern  ein  gnns  anderer.  Wir  setzen  ntoo : 

»)  r-i 

Der  Maximalwert  von     er  sei  i^,  ist  jetzt: 
36) 

odec  flolaoge  wir  andere  Glieder  von  der  Ordnung  |  fortlaaaen: 

Wir  woileu  jetzt  die  Werte  berechaoo,  welche  ^  annimmt,  wenn 

wird.  8^  gleichseitig: 

38)  i  sowie  i 

80  werden  p  und  ^  anch  nahezu  ^  nach  ^3) 

nnd  36): 

tat  mIum  Ar  j>  die  Tom  an: 

woraus: 
10  folgt: 

^  IT 

Wir  dfirfen  nänüicli  keine  Glieder  von  der  Ordnung  ^  ueiunen«  da 

ent  die  dritte  Au.iü>enu«  ei.  solctM»  GUed  in  '-^ita  i  -  ^yi) 

UnsobringL  —  Setse  idi  C  —  -  ^  in  33),  so  erhalte  ich  die  Olei- 
chnngens 


^0  Smmlsehützi  Utfm-  di»  J^/Ktmektbiutß  von  «— 


Also  haben  wir: 


16 


'-8  ^^  +  -16- 


g  =  s  VI- 


2  16 
Alio  anoli  jetzt  Ist  nodi 
aber  niclit  mehx* 

womit  die  zweite  Bemerkung  am  Ende  des  §  5.  ihre  Eriedignng  ge- 
fluiden tet  Die  In  25)  zasammeDgeeleilteD  Zahlen  geben  p—q 
die  Werte: 

-  0^76;    (|i,-i,)-(a,^,4)  -  0,76 

(^-aj-(A,-m)  -  0,76 

Die  vcrh&ltoissmftssig  weniger  gute  UebereinsÜmmaag  als  frflber  er- 
klart sich  leicht  dednrcb,  dass,  ahgeeebpn  von  der  Yomossetsang 

sehr  grosser  Werlo  von  »*,  in  der  Gl.  40)  die  grosse  Zahl  ^  yi 

sich  fortgehoben  hat. 

lug  and  Ende  der  Gmppe,  welche  bei  der  Iten  Annfthmng  sich 
als  gleich  ergeben.  Ersteres  mag  mit 


nnd  sein  Absolntwert  mit  ^'^'^j^ 


leirterei  aoit 
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M  eine  Potetxzrexhe, 

{^j^^  «od  Bdin  Absolutwert  mit 

bezeiciiuet  werden.  i«iacli  28)  ist  für  u  -»  -j-  ^  VAs 

Um  uns  ober  die  beizabchaltenden  Glieder  vollkommen  klar  zu  wer> 
den»  schreibe  ich  mit  R&ckaicht  auf  33): 

dann  sind  alle  diejenigen  Glieder  fortzulasseu ,  dcreu  Ordnuug  mit 
denen  obereinstimmt,  welche  die  (unbekannten)  Factoren  a  oder  b 
haben.  Ans  41)  folgt: 


itoo: 


wonn 

•-*•+>- 3-2 
•bo  ebenfiüls  unbekuiat  ist  Nach  38)  folgt  danii  weiter: 

Wir  müääeü  also  die  Glieder  von  der  Ordnaug  ^fortlassen  und  haben 
den  Abeolatwert,  wemi  wir  demjenigen  von  A  aach  mit  "Ä  beseichnen: 

Ganz  in  derselben  Art  folgt  für  £     — 9: 

AMh.  4.  lUtti.     Pkl«.  S.  n*iU,  T.  TL  81 
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80  dass  in  der  Tat  jetzt  der  abaoluto  Schlüsswert  kleiner  als  der 
absolnte  Aufaugs  wert  sich  licr  irisstellt.  (Vgl.  §  4.  am  Schlnsse).  Die 
Formeln  42)  uud  43j  führen  uns  aber  uoch  zu  weiteren  wichtigen 
Kesultaten.  Zunächst  ist  nämlich  mit  dem  bisherigen  Grade  der  Au- 
nlltenmg ;  _  _ 

dß 

i<'emer  ist  aber  der  Endwert  von  ^  bei  der  vorliegenden  Gruppe 

identisch  mit  dem  Anfangswert  bei  der  folgenden;  echreibe  ich  Ar 
diese  All  «I«  a>i,  bei  den  dann  folgenden  A«,  »,  etc.  statt  1,  a,«, 
so  entstehen  die  Gleichungen: 

•  *  « 

•   ••••••••  • 


und  daher  durch  MoltipUcation; 


Die  zweiton  Glieder  in  den  Klammern  werden  immer  kleiner,  and 
icli  habe  daher,  indem  leli  lur  Gruiuc  ubergehe: 

Seile  ich  hierin  ftr  VA,  die  Werte  ans  32)  nnd  33),  so 

irird: 

«  "-(3)..-(J0.('-s)('-a('-£)- 

Jetzt  bilden  aber  die  ürösseu  ,  .  .  eine  arithmetische  Reibe 
1.  Ordn.  (B.  §  4.  GL  24)),  folglich  diverglrt  die  lieihe: 
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diher  eonveigiit  dM  Prodnel  in  44)  nir  Null  hin  nnd  wir  halMn 
dM  filr  ToriiQgende  Untenadiang  iolir  nichtige  Bfiniitat: 

46)  lim  (1)^^  -  0 

wobei  dwiD  erinnert  werden  nwg^  daae  ^^Q^  ™d  (^^^  ^ 
grOMten  Werte  von  ~  lind  {b.  §  4^  letiter  Alieats). 

Bezeichnen  wir  die  den  A  entsprechenden  Grossen  in  den  fol- 
genden Gruppen   nut  A^A^  ...  aud  drücken  die  Gieickheit  von 

(d|)  00«  *^         ^  ^ 


oder: 


Vit 

—  *  8» 

^-^  r  — 55 


Die  Mnltiplicatiott  dieser  Qleicbuugea  ergiebt  bei  bisheriger  An- 
n&herong: 

21« 
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Indem  wir  zur  Grenze  übergehen,  wird  ^1  —       —  1  and  wir  er- 


halten: 


47)  nmAr-^Ä^^limPr 


Der  Wert  von  Pr  lässt  sich  nicht  nnmittelbar  angeben,  da  es  in  der 
Foim  00. 0  erscheint  Es  ist  aber,  wenn  ich  natQrlicbe  Logarithmen 
mehme, 

-iö+©'+-+{s)l 

—  etc. 
Setse  ich  nun 


»t  —  "2  (a  +  ß) 

wobei  a  dne  posit  ganse  Zahl  and  a  ein  positiyer  echter  Brach 
ist,  so  ist  nach  24): 

n*  9i> 

folglich,  wenn  ich  zur  AbkttrKong 

1_    .  1        ,       ,  1  

aeCse: 

4ö;  logn  —  log»r—  2     2  8»  ""3  2»""  i  2* 
Jetst  ist 


also: 
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•ilo: 

¥'<[ü) 

ebonao: 
IbIgÜcli: 

In  dieser  Art  Xortgeheiid  findet  man: 


also  da  echter  Brach  ist,  gleich  einer  eudlichen  Zalil,  die 

Ueiner  als  |log^ — ^^^^  ^^'^  ^  Abhängt, 

ich  bezeichue  sie  mit  imd  in  der  Grenze  fär  r  od  mit  D, 
£beiiBo  wird 

1  U,      l  U,     1  üj 

d.  i.  ebenlUlt  gleieh  einer  endlichen  Zahl  <  Z>r  aein,  die  ftr  i«» 

iü  £  ubergeben  mag.  Jetzt  bleibt  noch     ;  dies  bringe  ich  auf  die  Form . 

U— 10+1+1+ +  +^i+"+a+r-i) 

~  2  {  (ä  ~  ä+"o)      (a+1  "  o^nr+i)  +  — 

Dar  Wert  der  letiten  KUmmer  ist  kleiner  als 


Digitized  by  Google 


d.  i.  wieder  dne  ondlloh»  Zdil  <  a  ;  Siesel imd  in  der  GreiBie 

oF,  daher  wird: 

+  •+  a+r -  l) 

Endlich  iil: 

lOgJ^  -  iQg^  +l0g  (l  +  l_  ^)-f  10g(a+r~l) 

folglich  wird,  wenn  ich  auf  beiden  Seiten  von  46)  ^logar  abziehe: 
JatK  ist: 

+  ^  +  ä  +  •  •  •  +  i+7ri-><«(*H^»))  -  Court  »  0^7^ 
ftkM  wir  «Im  tw  Qrenxe  aber,  w  wird: 

d.  k  gleidi  einer  Ton  a  und  «  oder  m  «  abbinglgen  CowitnntML 

Dasselbe  ist  also  mit  der  Grenze  von       selbst  der  Fall ,  und  be- 
zeichne ich  deren  Wert,  nm  an  ihre  Abhängigkeit  von  a  zu  erinnern, 
mit  Cs,  80  folgt  ina  47),  wenn  ich  dieee  Gleicbiing  dnrdi 
diridires 

In  dieser  Qleiehaqg  JiSogt  A  sowd  wie  •  ?on  deijenigee  Gmp^ 
ab,  die  den  Ansgaogspnnkt  bildet  Bezeichne  ich  die  reehla  Seile 
mit  JT,  so  liabe  ich: 

4»)  H^)'' 
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d.  h.  wenn  s  sclbbi  schon  gros»  geuag  ist,  so  gilt  für  genügend 
grosse  r  die  Gleicbong: 


») 


d»  rieh  radi,  weia  JST  andere  Gonstante  Ist»  mit  demselben 
Beehte  (d.  h.  mit  etwa  derselben  Annäherung)  wegen  22): 


51) 


lehreihen  ttsst.  In  beiden  Fonnehi  kdunen  wir  B  statt  A  selaeo: 
denn,  nehmen  wir  die  Gl.  37),  so  bleibt  Alles  nngeftndert.,  nehmen 
irir  aber  die  Gl.  36),  so  hebt  sich  im  Pjrodncte  der  QXL  46)  alles 

neaHinzakommendebis  auf  den  Factor  — auf  der  rechten  Seite 

fort,  wodurch  nur  die  Constanten  k  und  B  eine 
^diren.  Wir  kOmien  also  anch  die  Glelehmgent 


62) 


Br^  Kl  V9f 

BfB^lA 


aufstellen.  Prüfen  wir  die  Geaauigkeit  dieser  Gleichungen  für  raässig 
gru-bi  Werte  von  n,  so  (ist  nach  Taf.  II')  nnd  den  in  26)  zu- 
sammengestellten  Zahlen: 


Gruppe  B 


logll:V«    I  logB:Vi 


log  10 


9,7222 
9,7212 

9,7208 


log  10 


9,9699 
9,9694 

9,9690 


(13 ,25) 
(26;  44) 
(45;  67) 


1,943 

2,264 
2,545 


13^7 

18,51 
23,44 


i8,ao 

34,84 
55,81 


Hier  stimmen  also  die  in  den  lotsten  beiden  Bnbiikea  nnter 
slnaader  stellenden  Zahlen  schon  gnt  llber^.  leh  bemerke  aoehf  dais 
dnch  SnbititBtion  des  Grenzwertes  von  A  ans  61)  in  48)  die  Glel* 


1)  Vielleicht  wäre  es  richtiger,  dea  V7ert  tod  B  TermOge  der  cor  B«- 
d«rZaU«oS6)  angewandtan  laterpolfttioniforaiel  m  benehnen,  doch 
wMen  die  8sralt«le  rieh  kaom  weientlioh  vtriDdeni, 
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0 


erhalten  «iid,  die  mit  45)  in  Einkhuig  steht 

Addire  ich  die  Crieichaugen  42)  nad  43),  so  oatsteht  oach  Snb- 

sütutiou  von  öl): 

(%X  +(^5)«  A  genttgwid  gro». 

Diese  Gldcfaiing  wird  für  uns  von  besonderer  Bedeutung  werden 
Bezeichne  ich  ihre  linlce  Seite  mit  ^  so  wird: 

64)  C?  —        oder  Olk  cüüst 

Pnifon  wir  wieder  die  GoDanigkeit  dieser  Formel  für  die  berehneten 
Zaiiienl  £s  ist  Gruppe  (13,25): 

=ßi»-ßn  (M%2 


daher: 


"  CS).  +  CO  -  ^8 


ebenso  für  Gr.  (26-,  44):   {?  —  0,7711 
„  »   (45;  67)     „  „0^1 

Dadurch  ergiebt  sich  fttr  diese  drei  Gruppen: 

W  idgio(^^^)-^276l5  0,2727  ,  0,1719 

Diese  UcberoiDStimmung  ist  merklich  geringer  als  die  firühere.  Dies 
ist  dadurch  za  erklären,  dass  in  53)  sich  das  Glied  niedrigster  Ord- 
nung forlgelioben  hat,  und  daes  somit  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung, zunächst  von  der  Ordnung  ^,  an  BedentuDg  gewinnen.  Diese 

Glieder  lehrt  aber  erst  die  dritte  Annäherung  kenneu.  —  Selbs^ 
vorstÄndlich  werden  die  Gl.  58)  und  54)  desto  genauer  erfOllt,  Je 
grusser  n  oder  A  sind. 
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16. 

Dritte  Annäherung. 

Dn  der  Zweck  der  driU^u  Auuahi'ruüg  von  nntorgcorJueter  Be- 
dentüüg,  Dämlich  eigentlich  nur  die  Bildung  eines  Correctionsglicdes 
ist,  80  wollen  wir  uus  bei  ihrw  Darstellmig,  zumal  die  Methode 
geDflgend  erörtert  wnrde,  kurz  lasäen. 

üie  OL  18)  erh&lt  nonmehr  die  Fem: 


Sellen  wir 


hl)     ^  t»-  (1+ jji -^a+A^A^i'+r 

SO  ist  der  Ausdruck  29)  fiir  ^  zu  bilden.    Wird  derselbe  in  56) 

nbetitinrt,  lo  laesen  aich  «eeha  Qleichnngen  anfstallen,  vennOge  derer 
die  Glieder  mit  identisch  verschwinden  sollen.  Der  Umstand, 
dsss  die  Glieder  mit  C*  TSmachHlBsigt  werden,  erfordert  es,  nnr 

Glieder  bis  zur  Ordnung      einschliesslich  beizubehalten  (bei  der 

1 

8ten  Annäherung  bia       einschliesslich).  Dadurch  werden  drei  Giei- 

chongen  bedeatangslos  nnd  in  Folge  dessen  A^B^  B%  unbestimmbar, 
wihrend  für  die  andern  sieb  sichere  Werte  eigeben;  nehmen  wir  die 
enteren  als  l^oU  an,  so  sind  die  Besnltate: 


58) 


(3  \  5* 
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Jeder  dieser  Ausdrücke  geht  jetzt  oiu  eine  halbe  Ordnung  w<dtar, 

1*1 

ffkr  f  (nahem)  tgtokh  2^^'"      XI*  ^  ^  Wiedemot 

ist  y    I  sa  setsen,       in  «  Glieder  Ton  der  Ordnung  |  fobtoii, 

(vgl  oben  vor  61.  d5)).  Die  OrOnen  p  nnd  q  sind  ähnlich  in  he- 
stiauneii  wi3  froher  und  erhatten  eben&lls  ein  Glied  hincn: 


60) 


2  16  64Vil 

woraai  lllr  «  der  wenig  geänderte  Wert 

«1)  *-^+«"^*""32^ä 
folgt,  wihrend  p^q  nngeftadert  hleiht 

Ferner  niid  Jetzt  ftr  «  »  ±fVlt 

<2u  1 

Hier  geht  ^  bis  ^  herah,  entwickeln  wir  eheneoweit,  setien  alao 
10  wird: 

Vd5  VA         4A     32A     32  A^ 

V.*«  VA         4A     »2A^  32  kOi^ 

d*  i.  naeh  60)  bis  j  in  der  Klammer  einschliesslich; 

\.^Ja      yiU  ^8VA^    128A  J 
ä^J«  '"""Vi V~3VA"*"  138A 
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881 


Jccst  dnf  nicht  wwkt  A  vdi  B  idMitUidii  woden,  tonten 
nadi  86): 

62)  ^-^(}+m) 

gMOtit  werden,  so  daas 

63)  j    ^  B 
nleh  eiseben  >).  Hiennt  folgt: 

and  scbües&iich  (fOr  genfigend  grosse  r  oach  62)): 

> 


Ziehen  wir  nnn  von  den  Zahlen  65)  die  hriggischen  Logarithnm  dea 
Nennera  nflmlich  bahw. 

0,0053        0,OOS9  0,0018 

nbb  M  bleiben: 

0,2706        0,26d6  0,2701 

deren  Ueberemätimmiuig  viel  besser  iat. 

ST. 

Die  GrOiaen  h  nnd  die  Convergena  ihrer  Reihe. 

Nachdem  uns  die  Anflösang  der  Gl.  18)  in  1  ter  und  2ter  An- 
näherung die  haaptsäcblichen  Eigenschaften  der  Grössen  ß  euthtillt, 
nnd  die  3te  Annäberung  einen  anfl^lligen  Mangel  an  Uebereiiistim- 
mimg  zwischen  Theorie  and  Zablenrechnnng  grossenteila  beseitigt 


I)  md«t  nan  tag  den  Vormdn  aa)  Oleichungtii,  die  den  46)  aa«log 

sind,  9o  isi  der  ünterscbied  nvr,  dm  noch  andere  convergente  Beiheo  voa 

der  Art  der  oben  (I^  .  .  pennnnten  tinil  rwar  teils  mit  np^^ativom,  teil« 
mit  pOBitivem  Vorzeichen  lun/ukummen ,  sodass  man  schliesslich  ebenfalls  zu 
einer  Gloiehung  gelangt  (sli  cb  in  x  oder  in  jl  mit  Bftcksicht  auf  61),  die 
geoM  die  iTorm  der  Gl.  ii}  beaiUt. 
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hat,  können  wir  nun  die  boi  der  Untersuchung  der  Grössou  ß  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  Grössen  h  selbst  nutzbar  machen.  Wir 
können  letztere  zunächst  in  folgender  Art  charaktoriBiren ,  wobei 
ich  daran  erinnere,  dass  ((jrl.  8}): 

Die  OröMen  h  zerfaUen  (vgl.  Tat  I)  in  Orupi^n  von  abwechseliid 
positivMi  ond  negativen  GUedeni.  Die  Anzahl  der  Grappeuglieder  wftdiflt 

von  Grappe  za  Oroppe  ia  arithmetiacher  Keihe')  mit  der  DÜEBrens 

(GL  34)).  In  jeder  einzelnen  Gruppe  nehmen  die  Glieder  von  nabe 
an  Nall  bis  zu  einem  Maximalwerte  nt  nnd  von  da  an  wieder  ab. 
Die  Maximalwerte  verringern  aich  von  Grappe  za  Gruppe,  ond  zwar 
schneller  als  aragekehrt  proportional  der  Anzahl  ihrer  Glieder;  denn 
n  itt  naheza  prop.  •r\  also  Brtn  nahezu  prop.  «H. 

Die  wichtigste  i^'rage  ist  nun  die  nach  der  Convergeuz  der  Keüie 
in  1): 

65)  5  —  Äö+*i  . . . 

Ich  nehme  zuerst  a:     l  an  und  erliaite  dadurch: 

Seien  jetzt  r  und  s  die  Autaiigsp:licdzahlen  zweier  aufeinander  l'olgeii» 
den  Gruppen,  so  ist  nach  Vi)  iOr  u  =  r  —  U 

*0  +  *l+*t+  ...  +*r-l+/Jr— fr-l  -  0 

Nun  ist  aber  ßr^ßr-i  nach  unserer  AuiEsssang  soviel  als  Air 

das  Ende  dor   mit  schliessendeu  oder  din  Anfan;/  »lor  mit 

beginneutien  Gruppe;  <li('  let-ztcTc  fasse  ich  aber  in's  Auge  und 
schreibe  daher  die  obere  Gleichung: 

Ebenso  erhalte  ich  Ar  den  Sdiluss  der  mit  b,  beginnenden Ghmppe: 

h+^t+^  + ... + **-t+ßX 


1)  Uiebci,  wie  in  foigeodco,  wird  »  g«iiOg«iKl  groM  fonuugtMM» 
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Die  SabtracUon  der  erstell  CMeichitBg  toh  der  letiteo  giebt: 

» 

«) ...  +».-=(1).  -  (I). 

Nim  ist  aber  das  Zeichen  voo  ^^^^  den^jenigen  von 

«■tgegeogeeetst,  also  ist,  wenn  ich  die  absoluten  AVerte  einführe 
(md  durch  Veberstreichiiiig  beieichae)  und  Ar  jede  negatiTe  Gruppe 
(r, 1)  die  Gleichung  66)  noch  mit  —1  mnltiplidre: 

«7)       ...+*.-.-(;|).t  (3). 

Die  rechte  Seite  ist  frflher  (nach  GL  53))  mit  O  bezeichnet  worden. 
Bdisite  ich  diese  Beseichnong  in  der  Bedentnng  Gruppe nsamme 
liei,  so  ist  nach  54): 

GXk  —  cmt 
edsr  (immer  genllgead  grosses  «i  Tonuugesetxt) : 

GVm    cüust  =  C 

Betrachten  wir  also  die  Grnppensummen  als  Glieder 
einer  nenen  Reihe,  so  convorgirt  diese,  da  die  wirk- 
lichen Grappensummen  abwechselnde  Vorzeichen  haben, 
wie 

c       c         c  c 

Die  Reihn  s  6f>)  convorgirt  also  ftir  «  1  and  umso 
schneller,  wenn  a;  <  1  ist 

Nachdem  wir  die  Gonvergens  der  Beihe  iS|  erkannt  haben,  ist 
«s  auch  leiofat  ihre  wirkliche  Samme  n  erfthren.  Daan  dient  uns 
die  hier  schon  einmal  benntsto  Gl  13).  Das  so  an  nennende  fisü* 
gHed  ß^i — ßm  ändert  sich  von  nahe  an  0  bis  stt  einem  Maximal- 
wert am  Anteg  oder  Ende  der  Groppe.  Aber  anch  in  letsterem 
FsUe  ist  wie  45)  aussagt: 


\imiß^i-ßn)  -  lim  (^jf)^  -  0 

iolglich  ist: 


Digitized  by  Google 
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Um (^»0 4- 61 +6, 4-  ...  +Ä»>«zsao  —0 

d.  I* 

70)  -  0 

Setzen  wir  aber  in  1)  «  —  1»  to  erbalten  wir  die  in  dar  TSit  riditig» 
iUaiclinnffi 

d.  L 

^»  ^  0 

Dass  die  Eeihe  S  auch  für  negative  Werte  von  a;  bis  x  =  —  1  ein- 
RchL,  und  zwar  noch  schneller  convergirt,  ist  fast  selbstverst&ndlich; 
ich  begnttgc  mich  daher,  imr  «la  Beaultat  ansngebaa,  daia  aie  im 
letxteren  Falle,  wie  die  Jäeüie: 

GOnvargin. 

Bcmerkang.  Betrachten  wir  die  Grössen  ß  and  b  als  Coor- 
dinaten  von  Carven,  deren  Absdsse  n  ist,  so  liegen  (im  v.'eiteren 
Yerlanfe)  die  Maiima  nnd  Minima  bei  der  ersteren  aaf  einer  Curve, 
die  sich  langsamer  öflfnet  als  die  Parabel,  bei  der  letzteren  aof 
einer  zweiästigen  Gnrve,  die  der  Abscissenaze  die  convcxea  Seiten 
znkehrt  und  sich  ihr  (von  oben  bzhw.  von  onten  her)  asymptotisch 
nähert,  aber  laugäamer  als  eino  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Goor- 
dinatenaxen  sind. 

sa 

Anwendungen. 
L  Selw  ich  in  1)  «  ->  l'-^y,  so  eilialla  idi: 

w)      •  ^=jÄ-Hi(i->)+iia-jf)^+...) 

DiM  Bflilie  itl  gültig  fBr  y  von  2  hemnter  bis  rar  0  olnifhllBn 
Uflh,  doch  dnif  eine  Umofdonng  nach  AnflOenng  der  Klaomiera  Bieht 


II.  Bestimmung  des  Integrals: 


Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 


Digrtized  ^|X^OOgIe 


OD 


"-[tT-/-^^ 

/?*-[7ir-/?* 

1  * 


OD 


also,  indem  ich  diese  Gleicbungen  tk  r  Reihe  nach  mit  1 ,  —1,  1 . 2 
-1.2.3,  ...  (— 1)*-M.2.3  ...  (ik— 1)  multipUcire  uud  addire: 


ü=  ?(i-l+1.2-l.a.8+...+(-l)»-U.2.3...(*-l)) 

OD 

1 

Für  das  Lil^gnl  reohter  Hand  tieUe  ich: 


OD 

''''  73) 


'     1—«  y 


so  wird: 
uid  daher  das  Integral: 

OD  1 
l  0 

Jetet  ist: 

1       1 .2.3  ...  n 


h  (*+») 


Digitized  by  Google 


336  Saahehütai  IMtr  «Im  Aftwciwiwy  mii 


Substituire  ich  also  für  «  1 — «  die  Reihe  1),  maltipUdro  tie  mit 
(1— »)^-^  uad  iotegrire  ?oa  0  bis  1,  so  eriisUte  ich: 


,  1.2  .  ..  (u  -1)  \  ^  kT 


77)      r-/  (l-x)»-i(*nz"+*„+ia!»*»+.,.)*f 


Jetst  nehme  ich  an,  dass  hm  das  Anfangsglied  einer  Orap|»e 
nnd  «war  will  ich  sagen,  einer  positiven  Gmppe  sei;  die  An- 
&ngsglieder  der  folgenden  Gmppen  seien  ir^  i«,  dt,  oder  nm  nnr 
mit  positiven  6r5ssen  an  tan  an  haben;  ~cr,  +^  ""^^  **•  wobei 
also  6«  SS  —  0^  gesetat  ist  Dann  ist: 

oder  wenn  ich  die  Samme  einer  mit  6«  beginnenden  Gruppe  ihrem 
wirklichen  Werte  nach  (d.  h.  mit  ROcksieht  auf  das  Yorseichen) 
dnreh  Qm  beseichne: 

... 

etc. 

also: 

78)  ...  in  iafin.  ^  ... 

wobei  das  Oleichheits-Zeicheo  nur  ftr  » 1  gilt  Knn  bilden 
^  Ot, ...  eine  abnehmende  Reihe  folglich  ist 

aber  es  ist  aoeh 

&ii-(-£n-f  i  4"  •••in  infin. 
eine  positive  Ortsse,  denn  nach  13): 
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also  wegen  70): 

Siber  ist  ftr  «  ^  1  die  rechte  Seite  von  78)  poiltiT  und  <  GUo^ 
•Iso: 

79)  hntf'+hn*Hlf*+^+  ...  <  On^  VOkd  pOSitiT 

Miltip&dre  idi  dieae  Begebung  Veideneits  mit  der  positiven  OrOise 
(1  -*)^'*^  mid  Bommire  von  0  bis  1,  so  konmit: 

(iii«"+6»i+läf*+^+...)(l~«)*-^<iJc  <  <?iiy^ «»(1— fl;)*-i(iiB 

also  wird,  wonu  ich  unter  ^  einen  positiven  echten  Bruch  verstehe : 

1 


0 

80) 

^  ^   1  1.2 


ik  (Ä-i-l)  ...(*+») 


Ich  nahm  als  AnfiMugsglied  einer  positiven  Gruppe  «n,  aber 
dnrcbaas  Ibnliebe  Betracbtnngen  gelten  ancb,  wenn  es  das  An&ngs- 
giied  einer  negativen  Oroppe  ist«  d.  b.  wir  gelangen  wieder  snr 
Fonnet  89),  worin  dann  Gm  den  wirldiehen  Wert  der  Grappensamme 
vod  ^  einen  positiven  ecbten  Bnieb  bedeatet.  Darcb  Combination 
dar  GL  73)  76)  80)  wird  nun : 

81)  IT  -  ^  |i-.i+i^:p_+(— lyt-i.  i.2...(|>_i)+(-i)».i.2...(t-i). 

\^o-th  ife+1  -t- ^» •  ik-\-Dik-\-2)  (i^i),.4^h+fi^)J 

l.2...(^-l).n!  ) 

Mittelst  der  am  Schlüsse  der  Tafeln  augcgebcueu  Werte  ilcr  Grup- 
peDsnmme  6«  ist  es  also  möglich  den  Maxinialfehler  zu  ermesseu, 
den  man  bei  Fortlassnng  des  letzteu  Gliedes  begeht. 

Die  Formel  81)  iSsst  noeb  eine  WilUcOr  übrig,  nftmlicb  ctie  WabI 
der  ZsU  ib,  and  wir  kOnnea  diese  nan  so  wäblen,  dass  erwftbatsr 

Ank  4.  MaXk.  «.  Vkfu.  S.  Itik«,  T.  VL  tS 
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Fehler  so  klein  wie  mOglieii  wird.  Dal^i  nehme  ich  an,  es  Mi  « 
(als  Anfangsindex  einer  Orappo),  also  die  Anzahl  der  zn  berechnen- 
den Glieder  schon  vorweg  bestimmt  worden.  Dann  ist  dem  Best- 
oder FeUeigliede  -  et  sei  ^.  Vk^ir-t)^ 

n!(?«  fest  gegeben,  das  Andere  hängt  aber  von  Ä-  ab.  Dieser  Teil 
nimmt  mit  wachsendem  k  anfänglich  ab,  dann  wieder  zu;  er  wird 
also  sein  Minimum  erreichen,  wenn  so  nahe  wie  möglich  =  V^^i 
ist.  l^uü  ist 

1.2  ...  ij/l-.«! 

also 

ist  =  1,  wenn 


(i»+l)(Ä~l)  =  « 
88)  ib  — Vn+l  ist. 

Ist  k  grösser  als  Vrj-j-l,  so  ist  Vi\.  \  grösser  als  \\.  Wir  müssen 

also  k  ^  yn-f-l  oder,  falls  dies  irrational  ist,  gleich  der  nächst 
grösseren  ganzen  Zahl  wählen.  Da  bei  solcher  Bestiinniuiici:  immer 
n  grösser  als  k  ist,  so  heben  sich  in  81)  in  den  Cci  ttii  icnt»  n  dt  r 
ö  von  h  an  Factoren  vom  Zähler  gf^en  ^^enner  fort  und  wir  kön- 
nen schreiben: 

88)   ü=  I  il-l+1.2-1.2.8±...+(— l)»-i.(*-l) I 

+(^i)»(,-,i,,(a,4^,.^^+...+^.,-^^ 

nr^(  1  ,v     (k  -  l)\kl  (CU  Summe  der  Omppe,  deren\ 

*^'"^""^^»+l)...(ft+ii)  '^^*  V      «fsler  Index  «  ist  ) 

^  (» y^'^^ 

Hierin  hebt  sich  noch  das  Glied  mit    gegen  das  Toraa^eheode  fort 
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Beispiele.  «  —  4,  ifc  ^^^y5  =  8,  1^  « ^o; 

-«  2    1,16  0/)66 

Maadmalfefator  =  —  =^  •  ----  —  — 

35     e  « 

•  =  13.  Är       V14  =  4,  (?„  =  —0,907,  also : 

Maximalfehler  —  —  j^öä  •   —  =  '  • 

1190     e  « 

Die  RecliDUDg  gicbt  in  diesem  Falle  für  den  Wert  des  Factors  von 
1 

-  iB  88)  «mer  dem  BeetgüedA: 

1-14-2-6  +  6(1  —0,23309)  =  0,59666 

£s  ist  also: 

Man  kann  bei  etwa  demaelbfin  Fehler  sich  die  Berechnung 
einiger  Glieder  ersparen ,  wenn  man  nlnlich  bei  der  TOrangehenden 
Grappenmitte  ahbrieht  Die  GL  81)  oder  83)  gilt  nütAnsieUnil 
des  BestgUedet  fBr  Jeden  »,  en  koaunt  Jetifc  also  daranf  an ,  diet 
Beit-Glied  in  bestinunen.  Seien  zn  dem  Zueek  «,  p,  q  die  Anfugi- 
istot  dreier  anf  daander  folgender  Gruppen,  ferner  in  der  vor- 
iiigehenden  Gruppo  der  Index  r  so  (mit  Hfllfe  der  Taf.  n.)  gewählt, 
diss  ßr'-ßr-i  den  möglich  kleinsten  Abaolntwert  bat,  ebenso  •  fftr 
die  Gmppe  («,  p— 1),  t  fllr  die  Gruppe  (p,  g— 1),  «  ftr  die  folgende 
Orsppe,  alsos 

Gruppeumitten  bezeichnet  durch  r  «  i  n 
Gmppenanftnge     „        n    *  P  H 

und: 

ißr  —  ßr-l  —  dl 
ßi'—ßt^i  = 

«<M  ilw  d,d,a,  sehr  kMne  poaitiva  oder  negative  GrdMen  sind. 
Ku  folgt  boi  sweimaliger  Bennttnng  von  13): 

-  -(Ai-A.-i)+d| 

ebenso: 

h+h^i  +  ...  -  -  (ft-/J,-i)+^ 
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Jetzt  nehme  ich  der  Bequemlichkeit  wegen,  und  nm  die  Yor» 
etellnng  in  fiziren,  TorlAnfig  an»  dnss  mit  eine  negnÜTe  Gruppe 
beginne»  daaa  also  hr  bn^i  positiTe  GrOsseD  seien.  Bezeichne 
ich  wieder  negative  ^'i  durch  ao  werden  die  obigen  Olei- 
drangen: 

C»-j-      •  <^«-l  =  (ß>»~^   -  ^m)  -f-^t  . .  . 

e»  +  ...^-1  —  (^j»  — ^p-i)  —  ^1 ...  «) 
in  +  . . .        s=  (fc — ßp-l)  —  <i  - .  «9 

worin  (ßn-i  —  ßn)  und  {ßp—ßp-i)  posiüve  Grössen  sind.  Ich  will 
jetzt  den  Fehler  bcstimmeu,  der  beim  Abbruch  der  Rech- 
naug mit  ör-i  begangen  wird.    Derselbe  ist  (vgl.  73)  und  70)): 

iT 

Ea  iat  aber: 

...  <  «"(ir-f-  ...  l) 

also: 

<  äc'(6r4-  •     *ii-l)  — (c»-f  ...  C.-l) 

(Den  Grenifall  «  =  1  laaae  ich  nasser  Betraohti  wdl  daa  enupre- 
diende  GUed  in  der  Snmination  wegen  daa  Factors  (1— w- 
aehwindet).  Indem  ich  nnn  die  Gl.  86)  benatien  will,  laaae  ich  darin 
die  für  die  Benrteilnng  dea  Fehlera  vnerheblichen  GrOaaen  $  fort, 
und  erhalte,  nachdem  diea  geachehen: 

Ferner  ist: 

eax*-\-  . . .  +  cp-ia*"*  >    (<?f  +  . . .  Cp-i) 
folglich  nach  86)  c)  d): 

daher  iat  die  Dfffsrau 
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eme  positive  OrOese,  ebenso  aaeh 

nd  zwar  tdeiner  als  die  frühere,  wie  mau  crkcunen  kcinii,  wenn 
■SB  den  86)  ähnliche  Gleicbangen  bildet  uud  darau  denkt,  dass  der 
Akiofaitweri  ?on  ßn  —  ßn-i  mit  wachsendem  n  abnimmt  und  des- 
glflidMi  tMli  s^.  Bezeichne  ich  jetzt  die  Reibe  unter  dem  Integral- 
leicta  In  87)  mit  iS,  so  Ist: 

=f  etc. 

also  eine  abnehmende  Reihe  von  abwechselnd  positiven  und  nega- 
tiven Gliedern,  also  kleiner  als  das  erste  nnd  daher  nach  88)  sicher: 

89)  Ä<  (/?«-.!  -  ßn)  ix'  -  «•-!) 

daher  (unter  der  Yoranssetznng:  r  >  i)  nach  75): 

^"^^^^i-Pn^'i  \^r+i) ...  ir+k)  ~ « ...(•+* - D; 

worin  ^  einen  positiven  echten  Bmch  bedeutet.  Ist  nun  bn  das  An- 
fangsglied  einer  positiven  Gruppe,  so  kommt  man  dnrch  ganz  ent- 
sprechende Betrachtungen  ebenfalls  zur  obigen  Gleichung,  nur  ist 
dann  ßn^i^ßt^  eine  negative  Qröase.  Somit  haben  wir,  Ähnlich 
nie  83): 

SO)   CT-  i|l-l+1.2  — 1.2.3±«.+(-l)M.2.3...(*-l) 

+  (H-2)*!(2H-i)  +"-+WH-l).!!^-i)l  )+^} 
r =(-W^l)l*I  ((,4-1)  ...(r+*) 7(7+i}Z.  (H-fc-i)) 
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Wir  hatten  nun  die  Reihe  1)  bis  ijj  benntzt,  es  war  also  n=13; 
in  der  vorangehenden  Gruppe  \nt  *  —  8  ,  also  die  Rocboaog  mit 
abzubrechen,  in  der  folgenden  (yruppe  <  =  19,  dann: 

«Bdlidit  irie  frOlor,  h  -  4;  daher: 

-  ^.0^0019 
mid  dahor* 

Wir  haben  jetzt  also  bei  etwa  demselben  Maximalfehler  die  Be- 
ledumiig  w  6  OUedam  enpart  Halten  wir  aber  dies  Besoltat 
mit  dem  frnberen  84) 

zuganimea,  m  künneii  wir  diu  Grenzen  enger  machen;  «,U  kann 
nur  zwischen  0,5944  und  0,5907  liegen,  so  dass  wir 

U)  0,5950  ±  0,0007 

acIneibeD  können. 

Anmerkung,  bt  das  allgemeinere  Integral 

ZQ  bestimmen,  so  conrergirt  die  Reihe'  nook  achneUer,  es  lind  dann 
aber  Integrale  von  der  Form: 

zn  ermitteln,  die  man  nacheiaaBder,  wie  man  sie  braadit,  nlttelat 
der  Foimeln; 
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f  (l-«)*-»ito-r(l-a-«>») 


1  c 

0 

m 

-\-nJ^ 

berechnen  kann. 

HL  BeAtiiDimuv  des  Integnli: 

Im  YoiM»  bemerke  kh,  daas  nadi  denelbeB  Methode  aioh  auch  daa 
aUgemeinare  Integral  ^ 

lMf|»«*A>iii  liaat,  wobei  »  eine  podtive  Zahl  bedeotet 

Schreibe  ich: 


GD 


ao  irird  durch  partielle  lateratton: 

oo 


In  letzterem  Integral  mnltipliciro  ich  Zähler  und  Nonner  wieder  mit 
4y*  und  integrire  partiell.  In  dieser  Art  fortgehend  gelange  ich  zu 
folgender  Reihe  von  Qleichnngen: 
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MnltipUcire  kh  diese  OlddraogcQ  der  Reihe  nach  mit  1,  — }•  ~, 

^  ^x».  «  8.7  ...  (4iß — 5)     ,  ... 

(— 1)*-*.     4.4  ,..4     «"^^  addire,  so  eriialte  ich: 

,  ,   ^,.  8   7     4*— 1 
+(-!)*•  4  •4.-  -4-.ük 


95) 


Zur  BerechaiiDg  von     aetie  ich: 

1 

10  nird  es: 

44;— 1 


«)   4  ^^dm 


96) 


Mittelst  der  Formelii: 

i 

97) 
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da  ftr  jedes  beliebige  poiltive  p  gelteo,  wird  anmnehr: 

4.8.12. ..4(n-l)  \  I  xir\ 

IT.  (-1)».  1 4...  <^^.if^y^^^^ 

Ich  nehme  Dim  an,  das 8  die  Bereehnnng  mit  dem  letzten 
Gliede  einer  Gruppe  abgebrochen  werde,  dass  also  ^ndaa 
Anfangsglied  einer  neuen  Gnippe  iei;  dann  ist  nach  79)  Ar  eine 
potitiYe  Qnippe 


also,  weim  ich  mit  der  poelüm  Gf<taBe  (X—m)ß-^  moltiplidM  ud 
iBtegrire: 

1  1 

1 

=  ^GnJ^  a^U— •)^»d» 
Ist  hn  Aniangsgliod  einer  negativen  Gruppe,  so  ist  ebenso: 

1 


0 

1 


also  beiderseits  mit  —1  moltiplicirt: 

1  1 

^  «g«,         1.2  ...  n 
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U— 1 

daher  io  beiden  F&Uen  nach  99)  und  wenn  ich  fttr  j»  den  Wert— 2— 
einsetze: 

ti^r\\    m     /   *x*  3  7  5  4.8 ...  4n 

100)   11^=  (-1)*.  4  •4... •(4fc+3)...(4iH-4H-l)**^ 

oder: 

Die  erste  Form  von  W  schliesst  sich  direct  der  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  an,  die  zweite  benutzen  wir,  um  den  zweckmfts- 
sigsten  Wert  von  h  ra  finden.  Der  Ton  h  abhängige  Teil  in  TK  ist 
(ohne  Racksichft  aof  daa  Zeichen) : 


_         3.7  ...  (41--5) 


ebenio: 
folgUdi: 


4H4^+3) ...  (4k+4i»— 1) 

3.7  ...  (4jb— 5)(4b  — 1) 
'Hl  —  4i+i (4J5. ^ 7)  ...  (4Jb+4n-i-3) 

Fw  l)(4A;-|-3) 
n  4(4A+4ii+3) 


Dies  masste  (vgl.  II.)  —  1  sein,  nnd  wäre  ee,  wenn 

(4* 16(11+1) 

od«r 
101) 

sein  konnte.  Genau  kann  diese  Fordemng  niemals  erf&Ut  werden, 
and  es  ist  daher  fttr  k  die  nftchst  grössere  ganze  Zahl  zn  nehmen. 

Ffir  die  Berechaing  iat  also  h  nach  101)  zu  wählen,  nachdem 
n  von  vornherein  angonomiiMn  ist,  dann  folgt  U  «na  98)  und  der 
Maiimaifefaler  ans  100). 

Beispiel.  «  -  18,  ib  ^  |  +  V Ü  *  3,99  also  A  4. 

E     3.7.11  .  4.8  ...  52  ^.(^0,907) 
j^enier  -  ^-  ^3  ...  67  £ 

d.OJOOOlS 


pte: 
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Ancb  hier  kann,  wie  beim  frUfaeren  Integral  mit  Yorteil  in  der 
Grnppeiumtte  ftbgebrodien  nnd  der  Fehler  mit  Hflife  der  Formel  89) 
benimmt  werden,  doch  «Ol  ich  darauf  nicht  wdter  eingehen- 

IV.  Das  Integral; 
108)  V^  J  e  '^dM 


Irt  raerit  im  besonderen  p  der  redproke  Wert  einer  ganzen  Zahl 
t,  ao  setae  man: 

Ilaan  wird: 

IB 


U=rf 


md  dies  Integral  whrd  dnreh  die  OL  7$)  auf  daa  in  IL  behandelte 
aorackgeftthrt. 


Ist  p  oder  r  SS  1,  so  geschieht  dieae  Bednetton  dnrel^  die  erate 
der  61L  73). 

lat  j>  >  1,  Bo  kann  ü  dorch  die  Snbitltation 

1 

aaf  daa  Integral 


snrttckgeftUirt  werden,  welehee  nach  der  Methode  Yon  HL  sn  be- 
handeln ist  (a.  m.  am  Anfang),  s.  B.  wenn:  p  «  i  ist,  m  wird: 

«  —  ^5   Ä  — — 

1 
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imd  dlM  Ist  ducb  die  «nit  der  OL  94)  MÜf^  ^dfnxittSkgiMut, 


Ist  endlich  p  <  1,  so  Iftsst  es  sich  auf  deü  Fall  eioes  Exponenten 
grösser  als  1  zorflckfthren.  Ziuichst  gilt  nimlich  die  Gleicbong: 


I 


1_  _  1^ 


0 

1 

'5 


9 


1 

0 

Ist  nun  in  dem  Integral 


p  kleiner  als  1,  so  setze  ich:  ^ 


1 


1 

II  ^ 

wild: 
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Ntie,  Termöge  104)  auf 

1 


mrflckgefQhrt.  Jetzt  ist  q  grösser  «]»  p|  itt  «•  noch  kleiner  als  1, 
so  eetie  ich  wiederum 

1 

«od  l^e  dadurch  das  Integral  zorQck  auf: 

1^ 


1 

0  dv 


worin: 

In  dieser  Art  gelange  ich  nach  und  nach  an  den  Exponenten 
I»,  a,  r,  •  ...  wobei 

p  q  «• 

alio 

«>1>»  «>r... 

10  da»  idilieastkh  ein  Exponent  grttsier  als  1  erhalten  wird.  Z.  B. 

3  3  3  3 

Dann  alier  ist  dieeer  Fall  anf  den  vorigen  (p  >  1)  rarflckgeftthrt 

Königsberg,  im  Aogost  1886. 

£inig6  Diflerenzen. 

p4  -ßs  "  +0,6667 

ßm—ßu  =  -0,4962  -ft  -  +0,0406 

fts-fcs-+Mi<w  A,-Äs--Oiq8ie 

?a  -fci  -  +0.8337  « -<VÄ« 
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Saaheküiwi  OtUr  dk  EHUnektkmg  von  r-lta-^}  ife. 


Ta£el  I. 


0+1  35  -f0,064580 

1—1        86  o,oei7d4 

2  —0,6         37  0,057246 

3  —0,166667  38  0,051498 

4  4-0,041667  39  0,044723 
6    0,158333  40  0,037170 

6  0,209722  41  0,029078 

7  0,216468  42  0,020679 

8  0,194469  43  0,U12190 

9  0,155792  44  0,U03810 

10  0,109198  46  -0/X)4S83 

11  0,061182  46  —0,011930 

12  0,016069  47  —0,018998 

13  —0,023338  48  —0,025376 

14  —0,055449  49  -0.030976 

15  *-O,079588  60  -0,085732 

16  -0,095725  51  -0,039001 

17  —0. 104338  52  —0,042560 

18  —0,11)6197  53  —0,044604 

19  —0,102271  54  — 0,U4574ö 
SO  —0,093624  65  —0,046016 

21  —0,081342  56  -0,045453 

22  — 0,06G48()  57  —0,044114 

23  — 0,0;H)019  58  —  0,042059 

24  -0,032846  59  -0,039362 
26  —0,015788  60  —0,^86098 

26  +0,000669  61  —0,032350 

27  0,015831  62  -  0,028200 

28  0,029344  63  -  0,023735 

29  0,040914  64  —0^19038 
80  0,050349  65  -0,014193 

31  0,057551  66  —0,009281 

32  0,062504  67  -  0,004376 

33  0,065263  68  +0,000449 
84  0,065940 


Tafel  IL 


0    0  35  +2,264308 

1-1  86  2,222075 

2  —1  87  2,118118 

3  -0,5         38  1,956915 

4  +0,166667  39  1,744214 

5  0,791667  40  1,486790 

6  1,258334  41  1,192196 

7  1,515279  42  0,868524 

8  1,555756  43  0,524173 

9  1,401764  44  0,167W2 

10  1,091980  46  —0,192719 

11  0,672998  46  —0,548787 

12  0,192834  47  —0,892925 

13  _0,3r3399  48  —1,218065 

14  —0,776294  49  —1,517829 
16  —1,198740  50  -1,786617 

16  —1,531603  51  —2,019673 

17  -  1,773741  52  —2,213128 

18  -1,911541  53  -2,364023 

19  —1,943144  54  —2,470314 

20  -.1,872476  56  —2^690660 

21  _1, 7(18184  56  —2,545390 

22  —1,46255t)  57  —2,514467 

23  —1,150436  58  —2,439430 

24  —0,788303  59  —2,322334 

25  -0,393324  60  —2,165876 

26  +0,017388  61  —1,973320 

27  0,427431  62  —1,748414 

28  0,821643  63  -1,495308 

29  1,186511  64  —1,218467 

80  1,510465  65  —0,922588 

81  1,784070  66  —0,612516 

32  2,000124  67  -0,293163 

33  2,153674  68  +0,0^0566 
84  2,941961 


GrappenBommen. 

(  1 ;  3  )  =  6i  +*,  +  Ä8  -  —1,66667 
(  4;12)  =  &4+... +Ä,,  -  +1,162900 
(13;  25)  ==  6ja+  ...  +A,5  =  —  0,9U6945 
m.U)  -  ÄM+  ...  +  *i4  —  +0,771063 
(46 ;  67)  -  +bn  -  —0,684060 
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XVII. 

Bemerk un Pf  zu  der  Formel  für  das  Differential 
einer  f^imction  mehrerer  Yariabelu. 

Von 

R.  Hoppe. 


Bat  mau  die  Hichtigkeit  der  Formel 

»«-,»-)-a^&+|^a,  (1) 

unter  der  Kinschrilukuii^'  l)i'wiesen,  das8  die  2  Terme  zur  Rechten 
gleiches  Vorzeichea  bAben,  so  folgt  daraus  leicht  ihre  allgemeine 
Geltang. 

Diesen  Weg  habe  ich  in  meinem  „Lehrb.  d.  Differential r  "  zur 
Begrüüduug  jener  Formel  gewählt,  d.  h.  ich  habe  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  f{x,  y)  nebst  seinen  partiellen  Differentialquotienten 

1.  und  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  x  und  y  (inzelu  stetig  ist,  erst 
unter  der  genaanteii.  Beschräukung  bewiesen,  da^a  bei  gleichzeitigem 
YendiiHiideii  ycm  «  tind  v 

ist,  dann  das  beabsichtigte  Resultat  dai'aus  abgeleitet. 

UierdarcH  ist  die  Frage  umgangen,  ob  61.  (2)  ohne  Einschrän- 
kaDg  gilt,  ob  also  die  rechte  Seite  von  Gl.  (1)  ein  Aequivalent  der 
linken  für  heliebigc  nnendlich  kleine  8^,  3y  darstellt.  Im  Folgenden 
wird  diese  Frage  verneinend  entschiedea  and  im  Gegenteil  der  Satz 
bewiesen : 

„Ist  f{x.  y)  Ticbst  seinen  partiellen  Diti'ereutialquotiriiten  1.  und 

2.  Ordnung  stetig  in  Bezog  auf  »  and  y  einzeln,  nnd  man  setzt 

Bf      B  f  M 

so  kann,  bei  beliebigem  u  durch  Bestimmung  von  t»,  Hm  K  (far  gleich- 
Eeitiges  Verschwinden  von  u  nnd  v)  jeder  vorgegebenen  Grösse  gleich, 
auch  K  nach  BeUeben  unendlich  gross  odar  unendlich  klein  gemacht 
werden." 

Beweis.  Nach  dem  taylor'schcn  Ratze,  angewandt  nach  einander 
auf  V  und  o>  lAsst  sich     in  der  Form  M  ku-^-kv-^cM^'^-buio 
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Wq  — 


-f-M*  dantdlen,  wo  hu -{-hü  —  ^  und  a,  5,  o  Hittelwerto  der  Föne- 

tionen  i         8^^'  ^  dy^  ^'^^d^  entsprechend  Mittelwerten  von  «, 

und  y  auf  dem  Wege  des  Wachsens  nm  u  nnd      so  dass  a,  b,  e 
bei  Yerschwindon  von  «  .und  v  in  endliche  (oder  NnU-)Werte 
cq  stetig  ubergehen. 

Durch  Bestimmang  von  p  kann  man  N  =■  «*fr  machen ,  wo  w 
nach  freier  Verfügung  unabhängig  von  u  oder  Function  davon  ist. 
Eliniiinrt  man  v  nnd  dividirt  die  AasdrUcke  von  M  und  ao  er- 
hAlt  man: 

Ist  uuu  tv  eudiich,  wq  suiu  Grenzwert  bei  verschwindendem  u, 
und  w  SS  »0+'*)  80 

*«(ümJr— 1)    '  (    ib>(limJir~l)  "^>** 

wo  r  eine  beliebige  mit  ti  verschwindende  Grösse,  der  andere  T«U 
der  Klammer  nur  von  «  nnd  y  abhängig  ist.  Dieser  Wert  entspricht 
jedem  endlichen  nnd  nneudlicb  Ideinen  K  mit  der  Ananahne 
limJT»  1.  Um  X  unendlich  gross  zu  erhalten ,  braucht  man  nur 
«•(,  0,  also  r  =  rw*  ZU  setzen.  Den  Fall  limÄ"—  1  erhält  man 
nach  Gl.  (3),  wenn  mau  to  nnondUch  gross,  dagegen  wo  nicht  un- 
endlich gross  nimmt. 

Um  mit  der  Bercchnuug,  welche  zum  Beweise  des  aufgestellten 
Satzes  gedieut  hat,  die  geometrische  Darstellung  zu  verbinden,  sei  P 
ein  Punkt  der  Fliehe  :  fi^,y]i  ferner  i:;dio  Berührringsebeno  der 
Fläche  in  diesem  Punkte,  und  i-'die  Ebene,  welche  parallel  der  xy  Ebene 
durch  r  geht  E  und  F  schneiden  sich  in  der  Geraden  T.  Da 
T  TaugoQte  der  1*  lache  ist,  so  kann  mau  auf  letzterer  eine  Carvc 
S  ziehen,  welche  r  in  P  berührt  Anf  S  liege  der  Nachbarpuukt 
Q  von  i*,  deesen  Coordinaten  »•4'**t  y+^i  /(•t^  +  ^^ij^+v)  seien, 
wodorch  «  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  definirt  sind.  Ibn  fUle 
das  Lot  Qiit  anf  F,  welches  £  in     triiR.  Dann  ist  die  Strecke 

-  fix+Uy  y-\-  u)-/(x,  y]  -  Jl/ 
Bz     .  dz 

Beide  Strecken  i^iud  zufolge  der  2  genannten  Berdhrungen  un- 
endlich klein  mindestens  2.  Ordnung.  Den  Wert  ilires  Quotienten 
ergibt  die  obige  Eechnnng. 
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xym. 

Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetis 
nach  Herrn  Gyld^n's  Theorie. 

Von 

Victor  WBlInaiD. 


Die  TorliegcDden  ]ffläCtor  behandelQ  dto  intennediftre  Balm  des 
Planeten  (17)  Thetii  nnter  dem  Einflösse  der  Anziehang  der  Sonne 
und  des  Japitcr  und  beswecken  eine  erste  Ann&hemng  der  von 

Thetis  beschriebenen  Bahn  darzustellen,  während  eine  eingehendere 
Behandlung  des  rrnbkm^  —  die  Bestimmung  der  absoluten  Bahn 
—  einer  späteren  Untersuchung  vorbehalten  bluibt.  —  Zu  dieser 
Arbeit  veraolasst  wurde  ich  darcb  lierru  Gyld6n,  welcher  die  Freund- 
lichkeit hatte,  mich  in  seine  Theorie  des  Drci-Kurper-Problems  ein- 
zuführen, sowie  mich  bei  Herstellung  der  folgenden  Blätter  durch 
seiuea  iiat  zu  untcrstützeii ,  wofür  ich  ihm  auch  au  dieser  Stelle 
meinen  herzlichsten  Dank  auszusprechen  mich  veranlasst  fühle. 

Die  Vorzüge  der  Gyldön'schen  Theorie ')  vor  der  Methode  der 
Variation  liegen  anf  der  Hand,  Zwar  reicht  die  letztere  bin,  inner- 
halb eines  beschränkten  Zeitraumes  die  Oerter  der  Planeten  nüt  hin- 


1}  Üeber  «Melbe  •. 

H.  Ojld^,  Unders&kmogar  al  Theorien  fCr  himlakroppamu  rOrelser. 
Bilrag  tOl  K.  SveiMka  y«t.-Akftd.  Handliaier.  Bd.  V— VIL 

„       Die  fnlenMdim  B^hn  Am  Moodti.    AetA  n«tlMBatiei,  7:  9* 

„       Uatwnidwafen  ober  dt«  Conrergens  der  Biilicii»  wsldM  mr 

Dftrstcllan^  der  CoordinaltB  d«r  FlAMlea  Migtwrailat  wirdeiw 

Acte  maüwmaticft,   9:  9. 

AMk.  i.  MMh.  n.  Tkp.  S.  BvOm^  T.  TL  M 
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roicliender  Genauigkeit  darzustelleo,  aber  die  Ausdrücke,  welche  zur 
Angabe  dr^r  Coordinatcu  diein  n .  enthalten  die  Zeit  explicit  und 
versagen  s  init  ilireu  Dieust,  weuu  t  eine  gewisse  Grenze  über- 
schreitet, :Liiiii  laL  klar,  dass  Entwickelungen  dieser  Art,  welche  für 
grossere  Werte  yoq  i  divergireu,  der  Natuv  der  Sache  —  unter  Vor 
aussctzang  der  Stabilität  des  Planetensystems  —  nicht  entsprechen 
kOnneti.  Diese  UebelaUlnde  werden  nun  durch  Herrn  Gyldto'i 
Theorie  Tollatftndig  vermieden.  Die  Bethen,  welche  in  der  nbeolnten 
Bahn  die  Coordinaten  des  gestörten  Planeten  angeben,  enthalten  die 
Zeit  nur  innerhalb  des  Winlcelargaments  nnd  iLÖnnen  somit  für  Iwinen 
Wert  Ton  t  aufhören  convergirt  an  sein. 

Es  mögen  hier  noch  eungo  Worte  über  den  Unterschied  zwischen 

abäüluter  und  mtennediaier  ßaiiu  bUlthubou. 

Die  bei  der  intermediären  Bahn  anftretenden  Differentialglei- 
chnngen  enthalten  Glieder  von  der  Form 

wo  a  nnd  9  kleiue  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse  sind. 
Das  Integral  erhält  die  Form 

5  =  -^^cosUti4-^) 

und  hier  siud  die  einzelnen  Glieder  durch  cino  Grösse  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse  dividirt,  und  crschciuen  al?o  als  sehr 
gross  —  als  byperelementär.    Zwar  heben  sich  die  grossen  Werte 


P  Hsrur,  QnelqoM  renarque«  eur  an  cas  spdcial  du  probleme  de«  trois 
Corps. —  Astrun  omiska  iakU«g«lter  geh  undenOkoiDgur  »oatiid« 

pä  Stociholms  Ot>i>errtitorTnni. 
„  Untersuchnngcn  über  einen  spccicllcii  Fall  des  Problems  der 
drei  KOrper.  Momniros  de  l'acaduiuie  imperiale  des  scicoce«  de 
St.-Pdtersbourc.  i.  XXXIV.  Nr.  12. 
A.  Sbdanow,  Bocherche«  sar  Ic  mouvemcnt  de  U  luue  auiour  de  kv  terre 
d'apr^  In  th^ori«  de  U,  Gjrld^n.  Astrononiiskft  iaktuigclser 
elo.  1S8S. 

Mn.  Bnad«!,  ü«ber  «inlge  lo  neuerer  Zeit  engewendte  Formeo  Ar  die 
DIllerentielgleidiugeD  im  Problem  der  5  Kflfper.  Aetr.  Hadir. 
Bd.  116. 

K*  Boblln,  Ob  en  grtspp  sf  differentialequationer  hrilkas  lolation  medfltr 
s.  k.  smä  divieorer.  Öiversigt  af  Kongl.  Veteuekepi^AkedeBiieBe 
FörbendliDgw.    1887.   Nr.  &.  Stockholm. 
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in  der  Samme  der  ( inzelnen  Gliodi  r  fort,  das  Itesultat  ist  aber,  da 
selbst  eine  kleine  Zahl,  die  DiAerenz  grosser  Zahlen  ist,  nicht 
genau  zu  bestimmen.  Man  muss  sich  deshalb  bei  der  intermediären 
Bahn  mit  Reihea-EuLwickuluugcu  bchelfeu,  welche  nach  Potenzen  von 
9v  fortschreiten.  In  der  absoluten  Bahn  vermeidet  Herr  Gyldin  der- 
irtige  Glieder  Bon  YoDst&ndig,  and  iwmr  dadurch,  dan  er  die  pag.  4) 
auftretende  OrOeae  e  als  variabel  annimmt  —  In  den  folgenden 
BlAttem  werde  ich  mich,  wie  schon  bemerkt,  aof  eine  Behandlung 
der  intennediftren  Bahn  beschränken  und  habe  es,  in  Anbetracht 
der  Terhftltnissmflssigen  Neuheit  der  Gyld&i'schen  Theorie,  nicht  ffir 
nnnQtzlieh  gehalten,  auf  die  analytische  Entwicklang  der  Bahn- 
gleiehnngen  des  nftheren  einzngeben. 


t 

Die  Bedingung,  welche  eiue  intermediäre  Bahn  erfüllen  soll,  ist 
dass  sie  sich  der  wahren  Bahn  de?  Planeten  nJtchst  möglich  an- 
schmiegt, so  dass  die  Abweichungen,  welche  als  ^^t  i  iingen  der  inter- 
mediären Bahn  zu  betrachten  sind,  stets  sehr  kleine  Grössen  bloibea 
—  eine  Bedingung,  welcher  die  Ellipse  in  vielen  Fällen  bekanmiich 
nicht  genügt 

Es  soUen  also  die  Goordinaten  der  intermediftren  Bahn,  «o>  9t 
den  Cooidinaten  der  wahren  Bahn,  x,  y,  nahezu  gleidi  sein,  d.  h. 

wo  tfi  eiue  Function  ist,  die  stets  »ehr  kleiu  bleibt  und  alä  ätürung 
der  intermediären  Goordinaten  aufzufassen  ist. 

Demnach  hat  man  auch  fOr  die  radii  vectoxes 

und,  wenn  •  die  wahre  Länge  des  geetfirten  Körpers  in  seiner  Bahn 
bezeichnet 

0  s>  r  cos  y  y  =  r  sin  ü 

™  Tg  COS«  ifQ  =s  r^sin  » 

Sei  nun  die  Masse  der  Sonne  ^1,  die  des  störenden  Körpers 
(Jnpiter)  —     die  des  gestörten  Körpers  ((17)  Thetis) «  m,  und  sei 

—  If 

ts* 
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WO  f  die  GauBs'sche  Oonstante  bezeichnet,  so  ist  die  Beweguug  des 
gestOitea  Körpere  inaorkalb  aeiMr  BahDebene  gegeben  dorcb  die 
bekBBDten  Gleldmiigeii 


"T"  r» 

iro  (^r=rf; — ^-  ;  -^^^-}  iM,  uid  die  mit 
einem  Strich  versehenen  Bnchstabeu  für  den  störenden  Körper  gelten. 

Fahrt  mta  itett  der  Zeit  eine  neue  Yariible,  die  „redndrte 

Zeit'',  T,  ein,  durch  die  Oleichnng 

^  -  (1^.-'^  (3) 

wo  8  pinf^  Grösse  von  dorselhon  Onlnnnc:  wie  r^)  ist,  und  ersetzt  in 
den  obigen  Bewegnugs-Oieichungen  z,  r,  <  durch  so 
findet  man 

(4) 


dt*      l-j-iS  dx  dx 

_  (1  +'^)'  clU 

MoltipUflirt  man  dieie  Gleichaiigen  resp.  mit  %  md  vnd  rab- 
trahirt  die  erste  von  der  zweiten,  so  wird 

(1+S)Y  SÄ  8ä\ 
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Wenn  man  Bich  nun  der  Kelation 

^  dt     ^•dt     ^  dt 
ezinnert,  lo  erbilt  man  ab  Integral  der  obigen  Gleidnmg 


^0 

Nun  aetit  man 


oder 


und  bestimmt  >',^.  —  dem  Keppler'echeii  Gesetz  entiprechend  — 
durch  die  Gleichung 

dvQ  Vc 

dajiu  wird  nach  Gl.  (6) 

also  iiadi  61.  (5)  • 

Die  DifferentiatiOB  dieier  GleicboBg  ergiebt 

Die  Glieder  der  rechten  Seite  teilt  man  nuu  in  zwei  Gruppen, 
Uereu  eiue  man  dazu  benutzt,  die  intermedi&rc  Bahn  zu  bestimmen, 
während  die  zweite  Gmppe  zur  Bestimmniig  der  StOrangen  der  inter- 
medüren  Babn  dient;  man  setzt  also 

(14'«)^^  =  a-|-'S)Qa+<l,  (A) 

—  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Q<,  und  Q, ,  als  Glieder  der  Stö- 
rungsfunction ,  von  der  Ordnung  der  Masse  des  störenden  Körpers 
sind,  also  in  höheren  Potenzen  vernachlAssigt  werden  kOnnen  — 
and  erhalt  so 
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Ztir  Bestimmang  der  intermediftrea  Länge  Yerweodet  man  mm  nur 
das  ante  Glied,  Qt,  and  hat  also: 

ironadi  man  aar  Bestimninng  der  SMnuigeii  anradibelilli 

Oder,  mit  Vemachl&ssigaDg  der  Prodacte  S^Qq  und  SQ^ 

Ersetit  man     darch  ^„  so  wird 
und  das  Integral  dieser  Qleiehang  ist 

Zur  Bestimmung  des  intermediären  radius  \ector  mnltipUcirt  man 
die  Gin.  (4)  resp.  mit  xq  and  ^  und  addirt  sie,  so  irird 

(14- iS)»  8Ä 
"(14-*)*'* 

Nim  ist  absr 
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KithiD  wird  aus  der  vorbergohenden  Gleichung 

Enetit  miB  hierin  «  dorefa  vo-)-^  uid  v  durch  vq  gemftsB  den  Formeln 


^  —  —  »"o  •  — 3r*-  —  —  V<? 


dt«  V  dB^,« 

SO  erh&lt  man 


,     1    ds   ^  Co)  .     V    f  1  rf^Vy) 


+  To  SÄ 

oder,  da 


(10) 
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\    To  rfV      «  ^  "^^  ^        «fco    ^'«•o"*"  ro(l+5) 

Diese  Gleichung  mnltiplicirt  man  mit  einem  Factor,  o,  —  wel- 
chen man  mit  der  mittleren  Entfernung  gestörten  Körpers  iden- 
titiciren  kann  — ,  und  teilt  sie  ilanu,  ganz  aualog  dem  früheren 
Verfi^ren,  wieder  in  zwei  Gruppen,  durch  die  Deümtioiifi-äieichaiig 

Tä^-^o+A  (B) 

wonMh  man  wieder  nur  das  enta  Glied,  Pq«  zur  Besthnmnng  dM 
intermadULren  radius  vector  Terwendet,  das  iwwta  Glied,  P^,  mr 
Bostimmung  seiner  Störungen.  Lässt  man  ferner  aas  der  Gleichiiog 
for  den  radios  vector  diejenigen  Glieder  fort,  wdclie  von  der  iweitea 
Ordnuig  in  Bezng  auf     <9  und  ^  lind,  so  erhttt  man 

Nun  ersetzt  man  den  radios  vector,  ro,  dorch  eine  neue  Variahle, 
00,  indem  man  setzt 

e 

(*  =  — 
#»1« 

so  wird 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Gl.  (12)  mit  der  Gleidrang  der 
Ellipse  identisch  wird,  wenn     •»  «  oosv  wird. 

Zur  licstmimuDg  der  Sturuugcu  dos  radius  vector  behalt  man 
dann  aus  Gl.  (10)  dio  Gloichung  zurück 
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861 


a 


K»  nifd  nach  ainigeii  Trunformatioiiaii 


d 


"0 

=  -    -  (2S+  Ä  »)  (Po  4-  (1*) 

Dia  Bedantmg  toh  (  eniebt  man  aas  folgaadar  BatnMhtang. 
Ei  «ar 


i+V' i+e*  1-H» 


i+«toi  I  Lc 

oder,  wenn  man 

*o  +  H^  —  9 


Ks  ißt  filso  fit  die  GrciSso,  welche  zu  der,  in  der  intcrmodiären 
Bahn  aaftreteuden  Fuuctiou  ^0  zugefügt  werdcu  muas,  um  die  ana- 
loge Fanction  Qq  fOr  die  wahre  Bahn  za  erhalten. 

Die  Gleicbnngen  (7))  (12)  und  (13)  geben  die  Gleichung  der 
intermediären  Bahn  in  Polar-Coordinaten ,  während  die  Gleichnngcn 
(d)  ünd  fl4)  die  als  Stönmgen  aufzufassende  —  Abweichong  der 
intermediären  und  wahren  Bahn  aafateUen.^) 


n. 

Entwickelt  man  die  Störungsfanction  nach  Herrn  Gyld^ns  Me- 
thode nach  Vielfachen  des  Winkel?  H  zwischen  den  radü  TOCtorei  dei 
lUlrenden  nnd  gestörten  üürpers,  so  findet  man: 


I)  G|Mla,  UndfrtOkaiqgar  n,  p,  la.  q.  f, 
Haiitr,*Ualnradniat0a  p^»  M.  «.  t 
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A  —  2£'££Sl(n^^)  ^     mnH  (0) 

r^-'^+llä-^^'^W,..-^  (E) 

Hier  bcdeateQ  i\i».r,«'),  ^(w,r,r)  üuracTischo  Güustaoten, 

welche  aas  dem  Verhältniss  der  mittleren  Geschwindigkeit«!!  dos 
störeiulcii  ujid  des  gestörten  Körpers  abgeioitet  werden  und  später- 
hin angegeben  werden. 

qq  ist  die  durch  Gl.  (12)  gegebene  Function,  qq  dieselbe  Fanc- 
tioD  for  den  störenden  Körper,  von  welcher  wir  hier  jedoch  nur  das 
erste  Glied  mitznoehmen  brancben  nnd  setzen  können 

fto'  -  K'co8[(l-ff>o'-r']  (15) 

wo  %*  die  Ezcentricität  der  Jupiters-Bahn  bedentot,  £'vq  die  Be- 
wegang  ihrer  Apsidenlinie  und  V  die  Länge  seines  Perihels. 

Fflr  den  Winkel  H  hat  man  nnter  Yemachlftssigiuig  der  Qua- 
drate der  Keignng 

WO     die  den  %  analoge  Function  ftlr  Jupiter  ist.  Bei  der  aach- 
folgenden Bestimmung  von  ^  könnra  in  erster  Annäherung  %  und 
lortgelassen  werden,  während  bei  der  späteren  Bestimmung  Ton 

die  Function  %  wieder  in  obigen  Ausdruck  eingeführt  wird.  Wir 

haben  also  zunächst 

H  "»  »0 — » 

In  diesem  Ausdrucke  muss  nun  «o'  durch     ersetst  werden. 

Bezeichnet  man  die  mitUere  Bewegung  des  gestörten  Körpers 
mit    dmenige  dse  störenden  mit  n'  und  setzt 

n* 

nennt  man  femer  die  mitUeren  Längen  beider  Himmelskörper  su 
dmer  bestimmten  £poche  A  und  A\  so  wird 

WO  G  eine  kleine  Grösse  ist,  welche  von  den  Bahn-ExentridtAten 
abhängt  Dieselbe  wird  folgender  Weise  bestimmt  * 
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Nach  Gl  (6^)  iit 

dt 

oder,  da  mau  uuter  Vernachlässigung  der  Störangsglieder  ^  und  S 
die  wahre  Zeit  i  statt  der  redacirten  setzen  kann: 

dv^  Ve 

und  da 

«-IHai»  n»*-(iljr^  tot: 


MoUiplicirt  man  beide  Seiten  mit    bo  wird,  da  Vfij^O^Tfm  ist, 


Gans  analog  wird  fttr  den  iCdrendeii  Körper 


and  darch  Division 


Bestimmt  man  non  die  wiUkflrBdie  Constante  fi  so,  dass  wird, 

aad  entwickelt  nach  Potenzen  von  ^  und  qq^  so  erh&lt  man 

and  endlich  darch  latogratioa 

Diese,  Ton  der  Excentridtftt  abhängige  Differenz  ist  also  die  oben 
adt  O  bezeichnete  Function,  vnd  man  hat  demnach 

and 
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 (16) 

-  -iilin[nro(l-,*)-n(^-|»^)] 

-2»'  ^f*  ^ ^f^dv^—^       QQdv^  sin [nvo(A -**)"-«( -^'—F-^] 
+  (17} 

Dmh  die  Gin.  (C),  (D),  (£),  (16)  (17)  aind  die  (JompoBfliiten  der 
HtOinngsfonetien  bestimmt 

Die  Gin.  (C),  (D),  (E)  outhalten  nun  zwar  nnendlicb  viele  Glie- 
der, aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  derselben  —  welche  Herr 
Gyld6n  elemcTitäre  oder  charakteristische  Glieder  nennt  —  werden 
durch  die  Integrale  so  gross,  dass  sie  bei  Aufstellung  der  inter- 
mediären Bahn  berücksichtigt  werden  müssen,  und  nur  diese  Glieder 
werden  zur  Bildung  von  Pq«  i^P*  ^i  verwandt 

Beobachtet  man  also,  aus  der  dreifachen  Summe  nur  die  Glieder 
mitzuuchüien ,  wclcbo  durch  die  lutcgraliüu  gross  werdeu,  su  folgeu 
aus  deu  Gin.  (7)  und  (13),  indem  man  zugleich  daa  (Quadrat  von 
dt 

veraachläisigt,  die  Gleichongen: 

4' -^^^^^^^^^^.'^'-^ 


+  (l+^eo  2^'2£'££Fin^,t'iQo''9o  ^oosnH  (19) 


m. 

Et  ist  nnn  zunächst  zu  nnterraeben,  weldie  Glieder  in  QL  (19) 
durch  die  Integration  gross  werden. 


du  AhmIm  (17)  TUA  mek  Btrm  OgHäf»  lUorm,  865 

GleicbiiDg  iat  tob  der  Form 

^+a+ftft»  =  rcoB(*fi^,-C)+  ... 

wo  ß  eine  kleine  QrOue  iat. 

Du  sweite  Integral  dieser  Qleidmag  hat  die  Form 

mm  McoBimp^— C)  +  ... 

Um  M  zu  bestimmen  (iit^ureQtiirt  man  dies  zweimal  and  erb&lt,  wenn 
man  noch  o  «-  1  —  0  setzt: 

voraas,  in  VerbiuduDg  mit  den  obigen  beiden  Kel&Uoneu,  folgt 

^  — 2a— 

Mithin  wird  M,  nnd  damit  ^oi  ose  werden,  wenn  «  UeiA  Ist,  d.  h.  wenn 
die  Aignmente  der  reebter  Hand  stehenden  Sinns,  resp.  Obsinos  die 
Fenn  haben 

9^(1+6) +  C 

vo  a  eine  kleine  Grösse  bedeutet 

Die  Glieder  in  der  dreifachen  Snmme  der  Gl.  (19)  haben  nnn, 
wenn  man  zunächst  nnr  die  ersten  Potensen  Yon  ^  nnd  in  Be- 
tracht lieht,  die  Form 

RSp. 

a'Q^'im  [nt^U  —    +  CJ 

Ferner  hat  ^o'  Form 

aad  ebenso  bat      wenigstens  lu  seinem  Hauptgliede,  die  Form 

«r.00S[(l-ff)«V,-fÄ] 
Mithin  erhalten  die  zu  uutersuchenden  Glieder  die  Form 

«(cos  [m^d  — !*)+  CJ  C08[(l — JEÜ  (I) 

odvr 

aVc08[ii»o(l-|*)  +  Cjc08[(l  -ir')f«;o+i)]  (H) 
Erinnert  man  sich  um  der  Belation 
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C0SOC08/f  —  iC08(o-|-^)-}-iC08(a  -  ^) 

•o  siebt  man,  daM  die  Glieder  die  Form  annebnien 

Ja»co8[ro[(l-c)±n(l-;»)J-f-Ci±JSr]  (I) 
cos  [t^o  D(l  -  ff')  M  ±  n  (1  -  f*!  ]  +  C't  ±  DJ  (U) 

Kon  sind  q  und  q'  —  die  Apsideubewegangen  —  sehr  kleine 
Grössen;  ferner  ist  in  unserem  Falle  —  bei  (17)  Thetis)  —  fi 
nahezu  gleich  \,  nämlich  =  0.3277040.  Mittiia  sieht  man,  dsfis 
der  Factor  von     von  der  Form  wird 

im  Fille  (I)  wenD  n  «  0  oder  «  »  8  ist 

Auf  diese  Wuise  ergeben  sich  aus  der  Sunuuenformel  der  Ql. 
(19)  folgende  Glieder 

— nioeo-f^8oo«i>»[H-3jqi2|i 

-2Paoj|CO8[t;o(l-*i)--ö]0«'-2JPM4CO8[i^2(l-fi>-2i^]j,' 

— 2/»«)^  ^'di>i,8in[2i;o(l-<*)— 2.ß]-2PttoC08[*<^»— 

wo     —        f*^  und  k  «  3(1  — fi)  ist 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  der  SummeDfonnel  der  Gl. 
(16)  die  grossen  Glieder,  und,  indem  man  dieselben  einmal  integrirt, 

erhält  man  als  die  Glieder,  welche  fUr  in  der   rechten  Seite 

der  GL  (19)  eingesetzt  werden  mOssen,  die  folgenden 

"12Qno  f  «öttn[Aro-3Ä>o-HQ,ai  J  Bin[i^(l-rt--B]j^'ilB^ 
+8Q,j»  f  Bin[«^9(l-|i)-2Ä]ft,'ilrb-4Q,os  f  !OsK(1-|.)-ä]*o 

and  ftr  dai  linkeraeita  stehende  Glied 
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Seilt  man  dies  iu  Gl.  (19)  ein,  und  schafft  die  Glieder,  welche 
9t  enthalten,  aaf  die  linke  Seite,  so  erhält  mau 

-iLP„,«n[t^(l-,.)-2j?]4(*  y 

-*<4»y  eo9[ro2(l-rt-2Ä]An  J  ^do^  (19,) 


IV. 

Die  Glieder,  welche  ^  unter  dem  Integralzeichen  enthalten, 
DltaBen  niin  derart  traDsformirt  werden ,  dass  ^  unr  aoaserhalb  dee 
lotegnlzeieliene  vorkommt. 

Beaeicbnet  man  die  rechte  Seite  der  Gl.  (19)  mit  W^^  so  ist 

plos  einer  Änzalil  von  Gliedern,  welche  mit  der  Masse  multiplicirt 
sind;  diese  kann  man  jedoch  in  lolgender  Betrachtung  fürtlas&ta, 
da  die  zu  translurnarenden  Glieder  ebenfalls  mit  der  Masse  multi- 
plicirt biii  i.  also  der  durch  obige  Fortlassuug  entstehende  Fehler 
?0Q  der  Ordnung  des  Quadrats  von  der  Masse  ist.   Mithin  wird 

Ferner 
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Endlich 
Mitlün 

Setit  man  difise  Werte  in  GL  (Xdj)  ein,  «o  erhftll  man 


wo  ih  =  A«— Poio— 1  ist 

In  diesem  Aiudrn(d(  moss  man  nnn  den  ersten  Diiferential* 
qnotienten  Terschwinden  machen;  an  diesem  Zwecke  ffthrt  man  eine 
neue  Variable,     ein  durch  die  Oleichang 

äE 
H 


WO  ^«b)  >o  an  bestimmen  ist,  dass  der  Goeffieient  von  —  an  null 


wird,   iua  ist 
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^^^^    )  ^j^'^^ii»! 

Sdireibt  mau  nun  Gl.  (20)  ia  der  Form 

vnd  aetit  nan  hierin  obige  Werte  ein,  so  erhftit  man 

H-ii'8inai»b-3B)^^^JB+il''JS;VXfVj)  -  JT, 
Unserer  Forderung  gem&Bs  loll  lein 

oder 
d.  h. 

vM  —  « 

Man  hat  also  in  setzen 

^  C08(it^  — 

Fflbrt  man  dies  iu  Gl.  (20)  ciu,  so  erhält  man 
^  +  U-i?o-  f^cos(H-3Z/)         -T*  +  (21) 

wo  die  zur  Abkürzung  eingeiuluLeu  Bucbstab^u  folgende  Bedeutung 
haben 


Ä»     —  iVi« 
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Wf  •=»  E       8iü-[Aty  -  dB'] 

12^.P„„         72,11  12 

V. 

Behufs  Intogration  obiger  Gleichnog  setie  man 

Ac|,-SÄ-2g^«— 180» 

wo  K  ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  GAttniig  ist,  dessen 
Modul  vorlftnfig  noch  anbestimmt  bleibt»  so  wird 

wo 

— —  +Wt 

gesetst  worden  ist 

Betrachtet  man  nun  die  Kelation 

\%k)  C082  j^=--j^~C082ama:--j^-i(0)^^) 

and  bestimmt  q  aus  der  Gleichung 
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•0  «rilfttt  Bian 


9  —  — 43?"" 


0-f  [fc»coa2»m«+^^|^  (l-Äi)-*«ro«]B 

-  {w^i-^E[^,couf^.+  ...]) 

Nan  ist  q  von  der  Ordnung  der  Masse,  mithin  der  Factor  von  E 
auf  der  rechten  Seite  von  der  zweiten  Ordnung  und  daher  xu  ver- 
nadU&ssigen.  Mithin  erhält  mui,  weuu  man  noch  setzt 

(l-Ä)  -  ^^o<*>  =  1  -    sn«  •0»  (21i) 


wo 


»  —  y — 1  ist: 


INm  ist  <Ue  von  Hecrn  Hermite  angewMultfl  Form  der  Lam6*8c]teD 
Differeatlalgleicbiuig,  deren  Istegral  das  folgende  Ist 

6'  (10))  ^'(in) 
"  Bin  * 

«  +Cf      öl*)  • 

Hier  bedeatea  (7i  and  lategrationscoDStanteo,  ^«p)  die  Mkannte 
Jaeobradie  Tbetafanctioa  nnd 


Man  setze  nun 

wo  V  tan»  reelle  positiTe  Zahl  bedeutet 


1)  Hermite,  Sur  qaelques  appiicaüons  de«  [oactioiu  elHptiques.  Comptes 
rendns.    1877.    S*  lemestre. 

24* 
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Da 

war,  wird  also 

^.  -  y'  a;  -  ,( V  ^  i)  ^(  1  -        -    4-  ^  j 

Forner  ersetate  mni  C,  und  Q  durch  zwei  audere  CoustaiiteD,  » 
nod  r,  gemftas  den  CHdchungen 

»  Vq 

intbin  wird  nach  OL 


Nun  Ist  die  EzponentialgrOsse  in  der  obereu  Reihe  dieser  Gleichuug 

cos[(v      i\-^)v^- 1  '4-iB)]+tsiu[(v-J)(  (i-/*)i>o--r-H^;j 
diejenige  io  der  unteren  Keihe 

coa[(v-~iK (1-  |*K- J'+iÄ)J-4iii[(v-l)((l-.|iX-r+|B)3 

Mithin  wird 

(24)  eix)E^ 

I  4—  2ä  \H{x-i^to)  =  ^(ar-»«)}  C03[(v  -  i){(l-^)t,o-r+iJ5)] 
— •*  r-      ^  {Ä(ar+*«)-//(x-.a)}j8iD[(v-i)((l-,4)ti^~r+|B)] 

V« 
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Erinnert  vm  sicli  nmi  der  EDtwicUnng 

und  der  Relationen  zwischea  den  trigonometrischen  Fanctionen  und 
der  £xponentialfQnctioQ,  so  findet  man 


1*     ik^  {  2K 
MitMn 


r  »        _  iL  1 

=  2^  "  +•  J  C08[j(l-f.K-iB] 

Gldcfaerweiie  wird 

[n   —  "] 

sin[f(l-,»K-|fl 
SoUt  man  addieMliob  dieae  Wert«  In  GK  (84)  ein,  so  wird 


ff 


1-H  ^ 

-»8lnH(l-»iK-tB3aln[(ir-l)(l-|»K-r+iB] 
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Setst  nun  nun 

1  n 

ein,  fetst  hnet 

und  resiibstitnirt  9»  für  JE^  so  erhält  man 
jr-coi[8(l-|iK-3Ä] 


! 


C08[(l-9)Po-J'][l-flfl  ' 


CO 


-«C08[3(l-nM|-3-B-Ki-.f)«^,-~D] 

^"c08[6(l^,»H-6Ä-[(l-j)t;,-r|]| 

oder,  dft 

^  co8[3(l        -3-0]  ^' 

•  -l+2j^co8i3(l-|»K-3^j-i-...  ist, 

~co8[A.,«-3J^-|-[(i-«H-.rij  [a-^J 

-C08]2Aro  -6ii-[(l-fK    .T] ]       ^  ~  ^jl  (25) 

Wie  man  aas  dem  ersten  Gliede,  C08[(l— f)«^  —  rj,  ersieht,  ist  die 
GrOese      die  mittlere  Bewegung  der  Apsidenlinie. 


VI. 


Der  Ansdmek  in  GL  (25)  ist  non  noch  nnvollst&ndig,  weil  bei 
Herleitnng  desselben  die  lechte  Seite  der  OL  (22)  yemacliliisigt 
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warde.  Dicso  ledita  Seifte,  Hilter  Yemaddiasigiing  der  Ui  £  iniilä- 
pticirten  Glieder,  war 


w 


nnd  die  Correctiou ,  welche  iu  Folge  dieses  Gliedes  aa  dea  ia  Gl. 
(23)  gegebenen  Wert  von  E  aazabringen  ist,  wird 

X  Äjr  irw(i<»)//,(ia))6,(jö)}  ~e(ir"  ^ 


Für  W  erhilt  mao,  iDdem  man  pag.  (18)  die  Werte  lllr  aad 
fe^'dv^  eiafUnt,  aacli  elaigea  BednetioneD 

W  -  (^JX+2Ä,C08[l(-/*i?')ro-r'  -^B] 

+2Ä^i((lH-d-|-|*9'H+r'^C'iJ-3^Jl  (27) 

WO 

Ao     —  Pqqo 

£neftzt  man  in  Gl.  (27)  wieder     durch  «  and  schreibt 
SO  wird 
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Diesen  Wert  hat  man  in  Gl.  (26}  einzasetzoo,  indem  man  zugleich 
ehxt  durch  ^d/e  a«tit.  Ferner  erhält  man  MAt 

^[("LzM  YmM "  L '^^"^   ~  Ä " "  Ix 

Du  Glied  ^  «erden  wir  später  berücksichtigen. 


Durch  Einsetzung  obiger  Werte  erhält  man 


9K 

0 


9s 


 ST^  '+*• 
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Dm  Glied  in  ist  d«m  in  A]  analog,  nur  hat  man  und  fftr 
«1  nnd  A  an  setsen,  und  es  bcdcntot 

Der  Ausdruck 

Ist  ganz  analog  gebaut,  nnr  e&tspnclit  jedem  Glied  von  der  Form 

he  in  obigem  Ausdruck  ein  Glied  von  der  Form  lie 

Man  kann  demnach  for  ihre  Samme  setzen  eof(f«+C) 

Neuut  man  femer  den  gemeinschaftiicheu  Factor  io  üi.  (26)  <f 
nnd  ersetzt  schliesslich  wieder  »  durch  t^^)  so  erhAlt  man 

(88) 


8« 


co8[(A-i+MS')t'o-(3-«')fi+r'J 

SB 

-f (i^,"^  ji;^)cosUl+A4^<*fi>o-(6--ß')^+n 

JJimmt  man  nun  das  oben  fortgelassene  Glied  mit  q  mit,  so  ver- 
ändern sich  nur  diQ  Coefficienten  obiger  Cosinus  und  mau  bat  zu 
dem  Factor 
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von  za  addiren 


co8[(l-nf'K-J'^--r'J 


n 


\  SU-Ii«')  »    2(g— iv') 


Es  tot  nmi  noch  der  gemeinschaftliche  Factor 
sn  bestimmen.  Hit  Hülfe  der  Aelationen 

findet  man 


1)  Sbotomow,  Bsrhirrrliei  «te.  IS. 
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H— 1  n-\  

n  n 

•»et  NSSl 

WO 

«  =         — « 
gesetzt  ist,  oder,  indem  man  die  Prodnote  entwickelt 

n  n 


Inan  man  In  Gl.  (28)  a^w)  fta  Ei«,)  setzen  ^  da  in  der 
Gleicbong 

das  zweite  Glied  vernachlässigt  werden  kann. 

Eine  weitere  Corrcction  ist  noch  dem  Integral  Gl.  (23)  znzu- 
fö^cB.  um  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  (22)  Stehenden  Glieder, 
welche  mit  £  multiplicirt  sind, 


3Ji\E 

sa  herftcksichtigen.  Erwägt  mau,  dass 

sin*[Jlvo  —  3B|  =  i     —  cos  4  i^«^ 
ist,  te  kann  man  UeilBr  scbreiben 
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Dm  erste  Glied,  welches  Dicht  mit  einem  CoeiDns  nmltiplicirt  ist, 
berllckiicbtigt  maii  nan  sehr  eiofiMh  dadurch,  dass  insii  es  auf  die 

Unlce  Seite  der  61.  (21)  und  za  schlägt,  so  dass  man  also  nur 
statt 


m  setien  liat 


010 


Po—        ^010  g 


Das  mit  dem  Cosiuss  moltiplicirte  Olied  giebt  als  Corroction 
von  E  ein  sftcolftros  Glied;  dasselbe  kana  man  Jedoch,  wie  Herr 
Qyld6n  gezeigt  hat,  dadnrdr  verscbwiodon  lassen,  dass  man  m  um 
eine  kloine  Grösse,  Ja^  variirt.  Da  jedoch  in  nnserem  Falle  ^tt 
so  klein  wird,  dass  wir  es  vernachlässigen  können,  soll  auf  seine 
fiestimmang  hier  nicht  näher  eingegangen  werden') 


Wir  küiiimun  nn 
Bewegang  s  und  der 

Zanftchst  findet 
(pag.  9.  Gl.  D  nnd 
F%ßX  and  Ohm» 


VII 

I  zur  uamcrischen  Berechnung  der  Apsiden- 
Function  (o* 

man  dnroh  Entwicklung  der  Stfirnngsfnnetion 
E)  die  in  Gl.  (90)  anftretenden  Oonatanten 


=  5.834U370 

5  0286201  1 

Qsu  - 

G  7858L)5G„ 

6.3963098m 

6.2574556» 

100 

5.5465697 

5.6303454 

QlOX 

5  9084426 

Pm 

6.2094726 

6.1404250 

6.4587523 

<w 

5.2306291 

6^248287 

Osio 

5.9606803. 

5.7438376 

Qiie 

5.7535447« 

■'aio 

6.S901286te 

Qin 

6.4044070b. 

Demnach  erhält  man  fOr  dass  Verbältniss  der  mittleren  Bewegungen 


tt  =  -  -  9.5156893 


1  -  3(1— |ft)  =  0.8045006 


t)  Vergl.  Gyldcn,  Die  inl^^rmedi&re  Buhn  ücs  Muudcs.    pag.  158. 
Sholanow,  Hechenhcs  Ptc    png  30. 
2)  Simüivhc  Ztihieu  sind  Logaiitbincn. 
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1^, «  i»  -  Poto  - 1  =  a486699a 

Ferner  nach  den  Defiuttious-Gloichuageu  pag.  369) 

§;  -  6^968098  ß  -  7  J290798 

Abb  der  Oleichniig 

(pag.  371.)  findet  mau 

7  -  6.1178586 

and  aus  den  bekannten  Relationen 

9(       ^1  — g 
A  ^  a6607613 

^  —  0.0002279 

Setst  man  nun  in  Gl.  (21^) 

1  -i^Bü*.*«  -  \,  (1 

«iid  beachtet  die  Relation 

^^^^'^  "  -82äMl+2s^+ 

so  eririUt  nuw: 

^p-^a-ÖiVil+V+  ..^ 

=i  6.B9Ö3387 
i*aD*A»- 8.8428893 

N«i  setze  Dan 

9  ^  -  Asnito  —  9.1214196  (n.  ünae.) 

n  n 

Bezeichnet  man  femer  «  — «         jmt  «,  so  bestellt  die  Ent- 

wicklang 

oder 
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Honm  man  die  Itailie  erbilt 

and  als  Nftheraogswert  von  «  findet 

»  0.7ü^72i>4  (d.  imag ) 

Setst  map 

in  ÖJ,  (30)  ein,  also  » '     «  i 

so  findet  man 

fft  —  6.1179156 

und  die  zweite  ^^aherung  von  x 

0.7597617  (n.  nag.) 


und  damit 


2k^ 


—  0.7460129  (imag  ) 


«        -  1.4920258 
Wir  hatten  nnn  (pag.  373.  und  874.)  guseUst 

und 

Benutzt  man  nnn  die  £ntiricklangen 


X 


so  findet  man 


du  FkmtUm  (17)  2««lw  «mA  Unrn  Geldern*»  2)h«erM.  3$3 

Nach  dieser  Formel  ist  jedoch  g  uicht  geuau  zu  bestimmen, 
weil  es  sehr  viel  kleiner  ist,  als  die  beiden  Wt  rto  und  \,  durch 
deren  Differenz  es  gebildet  wird;  man  benutzt  deshalb  die  Kuihc 


2   rs  /  

n  2K     i^ß^  = 


woraus,  unter  Berackaichtignog,  daM  1  —  8(1  — f*)  ist,  sofort  folgt 

(1+9) 


Addirt  nutn  diese  Glelchwig  za  obigem  Ansdrack  fOr  9,  so  fallen 
die  grossen  Qliedef  fort,  «ad  es  wird 


Nach  dieser  Form  ergab  sich 

g  —  6.1501340 

Die  Fouction     ergiebt  sich  aus  den  Gin.  (26)  und  (2ö). 

Die  Grösse  »  (61.  (25))  ist  eine  Integrationi-Constattto,  wekhe, 
itrang  genommen,  ans  Beobaebtnngen  bestimmt  werden  mflsste.  Da 
dieselbe  jedoeb  sebr  nahe  mit  der  Excentricität  der  elliptischen 
Bahn  znsammenfittlt,  können  wir  sie  in  erster  Ann&herung  mit  dem 
Hittelwert  der  veranderlicben  Excentricttit  identifidren  und  setaen 

X  -  9.1Ü82931 
Dicsdbe  Grösse  ist  fttr  Jupiter 
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n'  =  &&835140 
und  dessen  Apsiden-Bewegnng 

Damit  üadeL  luau  (vcrgl.  pag.  375)  uad  377)  ) 


4^8979» 

Ö.Ö7277,, 

«1 

9.9962180 

aa'32973 

9.5961300 

0.2(>&5516m 

fernsr 
und 

womit  sich  ergiebt 

^=[94082915]cos[(l-?)t'o— r]-|-[a  :6704!5]co8[(l-fiy>o -ff'Ä-r'l 
-|-[7.6144949coB[Aro— 3/i— 1(1— /']] 

4-[7.2Uü3ülÜjcüs[U'o  -3ii-Kl  -Mi'i'ü    s'-'^— i^'J  J 

—  [5.2244026lco8[Ai'o— 32?+[(l -s)?o- ] 

—  [A.a«68J09]coslAeJo-3/>'-f-[(l  ^g')v^—g'B-r'\\ 

—t3.73288jc08[2A»o—6i^—|(l-^)«j-r|J  -16.8278776)  (31) 

Es  möge  «Olli  erwähnt  wer<lrn ,  üass  man  das  letzte  constaiite 
Glied  fortschaffen  kanu,  indem  mau  iu  Gl.  (12)  Zähler  and  Ncuucr 
durch  1— [Ö.Ö27Ö77ÖJ  dividirt 


VIII. 

Zur  Bestimiüuiig  der  Variation  %  -^'"^i  ^^^^         G'-  ^^^) 
jouigcu  Glieder  auszusuchen,  welche  gross  werdeu    Durch  eiuc  ganz 
gldche  Bebrachtaog,  wie  sie  in  III.  angestellt  wnrde,  ersieht  man, 
dass  dies  solche  Glieder  rind,  welche  die  Form  haben 

AcosCdvp+C) 

WO  S  eine  kleine  Orösse  ist. 

Solche  Argumente  treteu,  wie  man  sich  leicht  Qbei zeugt,  nur 
in  solchen  Gliedern  auf,  welche  von  der  2ten,  4ten  Ordnung  in 
Bezng  anf  ^  nnd  e»'  >u>d,  und  man  erhAlt,  wenn  man 
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teilt*) 

+8f»»Qioo(/eo''/t.o)(/M«'o)} 

Selfl  MB  ftr      nnd  f»  ihre  dureli  die  Olo.  (15)  und  (St)  ge- 
gebenen Werte  ein,  und  deht  die  trigonometrischen  Fonctionini  anf 
frah«r  beschriebeno  Weite  »tMotMO,  to  erhilt  man 


^'^^ =-«,tlll[(d+2^f ')ro+X-SB4-2r'] 
pro 

—a,sin[(d-fffH-HJ>o+22-3/^-fr+r*j 
und  es  ist 


27  27 


I)  Hiir  aiad  di^eirigni  Qllader  foHgdaHtn«  rnldb«  mir  f  od«r  ab 
Ikdor  TOB        enthalten ,    da  dieselben  darch  die  doppelte  Inlegntloii 

hypcrelem^ntir  werden  Wörden;  ein  Umf-tand  ,  der  Tcrmtcden  wird,  w<?nn  mün 
diese  Glieder  an  S  tcbligt,  und  also  aU  Störungen  der  intemedi&ren  Bahn 
behandelt. 

M.  I.  Mith*  n.  WkfB.  2.  Baih«,  T.  VI.  26 
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27 

wo  Xj,  ...  K4  der  Kciho  nach  die  Coefificieiiten  der  vier  ertten 
CoBinuä  in  Gl  (31)  bedeuten,  und 


Behnfb  lot^gcaCioii  der  OL  (82)  oBfeirickelB  wir  die  Codeiie 
Potenien  von  1,  wodareh,  unter  YemacblSuigiiiig  des  Qnateti,  wird : 

oiiinC  «  ]--«iain[         «  1  - 

Integrirt  man  zunächst  nnter  YemaclilMgotig  des  in  |  mnlti- 
plidrteo  Gliedes,  so  erhftlt  nun 

Setzt  man  diesen  Wert  in  <J>f,x  ^i'^ «  zieht  wieder  die  Winkel  za- 
sammeUf  uod  iatei^nrl  vuu  neuem,  80  wird 
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wo 

.  L  ?1«3  /  L       ,  3   \ 

•  "     +  W     ^  - 
Die  Eiasetzong  der  nainensciieu  Werlo  er^^iebt 

a,  -  4 .0390434«  (i-f-  2/i5')«  =  5 . 4562266 

«8  -  4.5111)368»  ■  (^-1-5+,,^')='  =  6.4G28780 

o,  -  ö. 0003029  (*+2j)«  —  6.469479Ö 

und 

2  -  [3.680908l]8lD[(^2«)t>b— 3B+Sr] 
—[8 .0490B88l8io((HH-f*ff'K-3Ä+r+r] 

— [7.6828178lsin[(<J+2^.?')ro-3Ä-|-2r'] 
H-[6 .  7öö8a7ö]8iu[2[(J-i-2g  jrg-3Ä-i-2r}] 

WO  die  flbrigen  Glieder  ihrer  Kleinlieit  wegen  forlgelaafleii  eliid. 

Im  Maximum  wird  %  =  3^5'. 

Kacbdem  %  gelniideii,  könnte  man  eine  swdte  NlUiemng  für  ^ 
tUfliten,  Indem  man  den  Wert  Yon  x  in  die  Differentinlgleieliang  ftr 
9^  einfflhrt 

Doch  soll  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  näher  eingegangen 
werden. 

2«^ 
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IX. 

Dnroh  die  bisherigen  Betrachtangeu  die  Bewegung  dos  Pla- 
neteu  m  seiuer  momeutaoeu  Bahnebeue  Lest i mint;  es  erttbrigt  noch 
die  Bewegung  der  Balinebene  selber  zu  untersuchen. 

Aas  der  Bew^ng^gleichaog 

dl"  +  r«  "S* 
«rhAlt  mtn  durch  Einffthrong  der  Breiie  6,  «  =s  ramb  sb 

fro 

Ersetzt  nuui,  gemäss  den  Gl.  (3)  und  (Gj)  t  durch  v^,  so  wird 

und  dä 

Ist»  erh&lt  man,  indem  man  v  durch  seinen  Wert  ersetzt: 
Erinnert  man  sieh  nnn  dar  Belationen 

so  sieht  man,  das» 

f*  BJ  r*     BSl   /  /  \ 
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ist  Wählt  man  nun  die  BabnebeDe  Jnpilers  ala  IHradameoCal-Ebene 
w>  wird     —  0,  nnd  man  erhalt 


f^h  

"l+s  dt^ 

and  mit  Vemachl&ssigang  der  Glieder  zweiter  Ordntmg 

Aas  der  Entwickelaog  der  StöruogäfuacUoa  ist  bekauut 

-  -  2£££li,u,  Qu»  ffo'*'  cos  nH  (P) 

Dorch  fliae,  dw  In  IIL  angwtelttaB  aaaloge,  üeboiiegaog  aniebt 
naa  lokshi,  daaa  in  der  mit  3  mattipUeiitea  Klammer  (OL  (85)  dia- 
jeaigm  Gfiedar  grost  «erdea,  walobe  dat  Aigamaat  mit  0  oder 
3  moltiplioirt  entbaltan.  Man  erhUt  fomit 


dt 

Aas      erhalt  man  das  Glied 


dt  1^ 


Mithia  hat  man 
oder,  indem  wir 


-Kl«  =  ß'"' 
setsen: 

^4-11  +^(0)4.jJ(0)co8[Ai>o-3Ä]li  -  0  (36) 

Die  Integration  dieser  GleichoDg  wird  aaf  dieselbe  Weise  aas- 
geführt,  wie  die  der  Gl.  (21). 

Setst 
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so  erliAit  man  wieder  die  I^ami'ache  Differentialgleicbniig 

^—[2kga»m—i—k*mkUm]^^w  (87) 

wo  <r  als  von  der  zweiteu  Ordnung  der  Masse  fortgelaseea  werden 
kaau.   Dae  Integral  der  Gl  (37)  ist 

Man  ftbie  die  neuen  Constanten  J^,  ^  und  y  ein  durah  die  Olei- 
ebmigen 


^  Vq 


ö(^  2ä:^^*'-*^ 
80  wird  naeb  Ansifthiiing  der  in  V.  angegebenen  Thuufonnationen 

n 

+Je  Bin[(l-|i)(ir+l),^-fl 

aüd  da 
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CtT)  nuu  Mflft  Arm  GgUUk*»  l%€ork.  891 

_  «>  >  (37) 

+ Bin  liXvo  -  3/^;  +  [(1  + 1)  t»o  -  -SB  «  « 
+riB[a(iiv»-8B)-[(l+»)«»»— g 

floeotit  ist  und  die  Bewegaug  der  Kuoteoliaie  augiobt 
Analog  dem  Aasdrnck  ftlr  (  erliSlt  mui 


wo 


fum  —  |wm4-8/iV(i+22*+— )  tot 
Die  nnmeriflche  Becbmog  ergiebt 

/K«)a6.S6079a  (^m  ^  6.3136699 

9-5.1028487  e- 9.1086880 

?^=a0.0000ai7  1.2546941 


n 


/SW  =  6.2606069  f»=5.10234b7 
ft*gin*>tt  —  8.2173760         Ot  —  1.2547034 

2Ä*"  -2/C~ 
0       =1.2560419  «  —0.7409501 

T  -  0.9568269 
[1.2660419]iiat(l+*)*ö— W2167038iiitatv» -  3B) 

)  -((l+tK—S]] 

i  ■*    }+[6.3583906]9in[(iro— 3i^)+[(lH-T)ro-ir]] 

+  [3.ö46äü68]8iii[2(lra  -3B)— (I-I-t)»«— ^ 
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XIX. 

Big«ii8e1iafteii  gewisser  Pnnkttripel 

auf  der  Cissoide.') 

Von 

K.  Zahradnik. 


BerfllminfitripeL 
Die  Oleiobttng  te  Oasoide  in  FanunetardantflUiiiig  lantal: 

a 

(1) 

g 

Die  Gleichnng  der  Verbi&dimgsiiiüe  zweier  Punkte  ui,  «t  ist: 
(1 4- «,  * + Mj  uj,  -f    «)  X — (i»,-|-tt,)sr— a=sO 
eiche  für  it|        —  «  in  die  Oleicbaog  der  Tangente  im  Punkte 

(1+ 3u«}  *  —  2u3^  -  a  —  0  (S) 

flbergeht  Die  BerMmngq^nnkfee*)  «i,  %,  %  der  ans  dem  Poiikla 
P{m^tt)  an  die  Giaaoide  gelagteii  Tangenten  bflden  das  dem  Fonkle 


I)  Siehe  !n  diesem  ArchiT  metae  diatbetflglicben  Arbtiten:  Rationale  el>en« 
Cnrven  Teil  56,  pg.  114;  Beitrag  sur  Theorie  der  CiMOide  T.  67|  pg.  8W} 
Weiterer  Beitrag  sar  Theorie  der  CiMoide  T.  6S  pg.  443. 

%)  Punkt  H     ist»  detMO  P«nuMtMr  gleich  «  itt. 
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P  entopredMBdA  Bertkni]ig>drei«ck*).  In  dletem  Aufata»  woOeo 
frir  sbh  die  Yerwandtaehaft  aotenudieii,  in  weldier  der  Punkt  P 
IQ  den  ausgezeichneten  Punkten  des  Bcrühningsdreieckes  steht  Den 
Punkt  F  frardm  vir  kan  als  deo  Pol  dM  BenUmngidreleekM  be* 
leichnen. 


P«l  mmi.  8«kweff«kt. 

9.  FAT  dm  Sctiwerpuikl  i})  dot  fierfihnuigsdraiedns  fuden 
wir  mit  Bücksicht  anf  die  BeUtioaen 


(8) 


0 

m — • 

wdeke  sieb  aai  (S)  ergeben: 


(4) 


1}  =  —  a  — 


Diese  Gleichnngen  geben  uns  dio  vorlangte  Relaüon  zwischen  dem 
Pole  F  und  dem  Schirerpnnkte  S  des  Berübrongsdreieckes. 

Wir  erkennen  nne  dienen  Oleicbnngeiit  daas  iwiachen  P  and  B 
eine  qaadratiidie  rationale  Verwmidiachall  nnd  swnr  eine  Kroia- 
▼erwandticbaft  beBtebt  Wir  kOnnen  oftmlicb  die  ente  der  GL  (4) 
lebreibeii: 

Addiren  wir  in  dieier  die  iwdte  ffleiebnog  (4),  nacbdem  wir  ale  mit 
i  T  y---l  maltlj^cirt  babeo,  lo  eibalten  wir: 


1)  Mt:  WlUm  B«ar»g  rar  Theofie  dir  Otasoide.  Hqppe't  Arehir  d. 
Mitbsuiiiik  «ad  Pbjiik  M  OS,  pw  44a. 
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S 


MM  welehw  Oieiebnc  wir  uck  Kaimiig  alt  dM  ZlUtr  «rhaltw: 
Setcea  wir  ani 

SO  köQueu  wir  die  Gleicttong  (6)  sclireiben  ^) : 

Aus  dieser  Gleichung  erboilt,  dass  jedem  Pnnktc  z  nnr  ein  Punkt  t 
und  umgekehrt  entspricht.  Die  Gleicbang  (6)  ist  nämlich  in  Bezog 
skui  i  uod  a  lineAr,  aod  wir  erhalten 

^'=~cr        2^  (6') 

Wir  können  aber  auch  direct  aus  Gl.  (6)  die  Coordinateo  von  P 
mittelst  der  Coordinaten  von  S  ausdrücken.  Es  ist  närnfidi 


(7) 

Somit  haben  wir  bowiMw,  daaa  die  angeftbrte  qnadtitiidio  Yer- 
waodtieliaft  eine  ntiOMle  iit,  und  aoi  der  Fonn  der  Gleidnuig  (6) 
erhellt^  dase  eie  eine  XreisTerwandtachaft  ist,  d.  i  die  sogebftrigen 
Paukte  P  und  8  entiprechen  ddi  durch  Invenioo. 


somit 


1)  £•  b«atebt  somit  =  /(z)>  Die  Cunren,  welche  P  betcbrcibt»  stobeo 
flUi  dm  Comn,  welch«  der  ngeoidnete  Funkt  I  heedinilit,  io  ieofoMler 
Vernndtediaft,  i.  iduMidea  lieb  nnlnr  dcmdbeu  Wiakal.  flieh«  Bi«b«r; 
ITebar  «e  gmphieche  DuisleUiiat  tesgioimr  taelioMd.  Cnll«  Bd.  tS, 
pg.  ttS,  148» 
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Die  HMptpmikte  des  Systomes  P  sind  ^—     0^  und  die  swei 

imagiuaren  Kreispunkte,  die  Hauptpunkte  im  Systeme  S  sind  (a,  0) 
and  die  beiden  imaginären  Kreisponkto.  Bezeiclinen  wir  den  Punkt 

^-  ^,  0^  mit  Op  and  den  Ponkt  («,  0)  ndt  0$  (Fig.  1).  Denken  wir 

uns,  dass  wir  das  System  /'  parallel  verschieben,  so  dass  der  Haapt- 
ponkt  Op  zusammenf^U  mit  dem  Coordinatenanfang;  gleichzeitig  ver- 
ichieben  wir  anch  das  Ponktsystem  <S  parallel,  so  dass  0$  in  den 
CoordiBiteiiAaluig  Allt  Ja  dieeer  Bern  Lage  twieifilmeii  irir  die 
zugebdrigen  Punkte  Pj,  ff.  Dreben  wir  nun  das  Ponktsystem  ff  nm 
den  Coordinatonan&ng  nin  180*  nnd  baseichnen  die  Ponkte  ff  in 
dieser  nenen  Lege  mit  i5|,  dann  liegen  die  entsprechenden  Ponkte 
Pii  Si  Mf  dnem  StiaUe  nos  O,  so  dass 


Wir  gelangen  so  snr  nacbstehenden  Constroction  der  entsprechenden 

Punkte.  Wir  consti  uireu  zuerst  den  Modul  der  Inversion  welcher 

gleich  der  Sehne  Opü  eiues  Kreisquadranten  vom  Halbmesser  Ö/>Ö-«  ~ 

ist,  beschreihen  ans  O  den  Inversionskrcis  /  mit  dem  Halbmesser 

^*  Den  Punkt  i'  verbinden  wir  mit  Op ,  ziehen  zu  O^F  aus  dem 

Coordingtenaofiuig  eine  Pmilde;  ebenso  ans  dem  Ponkte  F  sor 
Aza  X  Der  Dorcbiohnitt  dieser  Parallelen  ist  P^.  Anf  OPi  con* 
sMien  wir  8^  mittelst 

aß 

fsrUngem  81O  aber  den  Coordioatenanfang  nm  seine  Lftoge,  womit  wir 
dsn  Ponkt  ff  bekommen,  nnd  die  Paralletprojection  mit  der  Axe  X 

aof  die  dnrch  O«  10  O^P  gesogene  Parallele  gibt  ons  den  Ponkt  8, 

a 

Anmerkung.  Die  Substituiiou  3  =  z-j-^  in  die  Gleichung  (6*) 
bewhrkt  eine  ParaUeiverschiebong  »n^  den  nenen  Anfiuwonkt 

Op  ^0,  — ^ .  ebcüso  lur  ^'  —  t — a  nehmen  wir  O»  als  den  Anfauga- 
pnnkt  des  Ponktsystems      Ans  (6)  erhalten  wir: 

Noa  Ist 
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aomit: 
wonuis 

in  Uebereinstiiiiiiiinis  mit  (8)  folgt»  d« 

OpP=  0J\ 

Auch  dwaot  kdnaea  wir  die  Selitioii 
dirtnns  «s  iit  ilodich 

Mffldt  wegmi  (4)  und  (7)  tiidi 

(-+i) + »• 

woraus  sofort  folgt: 

 -  flt 

FOr  die  Praxis  können  wir  die  ConstmetiOB  bedeutend  verein- 
fachen.  Wir  können  Op  als  Inversionscentmm  nehmen;  wir  erhalten 

so  r  =  /*j ,  tind  die  Constnirtion  von  -S,  and  somit  von  ^»  ist  wie 
früher.  Somit  halnn  wir  die  Verwandtschaft^)  zwischen  P  und  5 
vollständig  erklärt  uud  können  somit  die  allgemeinen  Resultate, 
welche  für  die  quadratische  Transfonnation  gelten,  hier  verwenden. 
Beschreibt  z.  B.  P  eine  Curvc  n-ter  Ordnung  und  w-ter  Ciasso,  so 
beschreibt  der  eutaprechendo  Punkt  <S  eine  Curve  2n-ter  Ordnung 
und  (2n — m)-ter  Classe,  welche  die  Hauptpunkte  des  Systeme«  S  zu 


1}  lieber  diese  TransformAtion  siehe  S  n  i  m  o  n  -  F  i  e  d  1  e  r :  H ü h  c rc  ebene 
dürren  pg.  363,  Kegelscbaitte  9.  Aufl.  pg.  536,  Bei  Ist  i  Li  s:  Teoris  dollü 
Agare  ioTerie  e  loro  run  nell»  geomebia  elemeDtare.  An.  delle  sdeiue  del 
MgDO  IiMbaido*Y«Ml»  18S6  TL,  wie  auch  dia  AiMt  LieuTilU*«  in 
dtiMn  Joarnalt  Bd.  ZU. 
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n-tachen  Paukten  hat.  Geht  dio  Cure  von  P  kmB.]  darch  den 
Haaptpunkt  Op  und  ^mal  durch  die  imaginären  Krcispunkte  hiudurch, 
so  zerfällt  bekanntlich  die  Curve  von  *s,  wülche  von  der  Ordnung  2« 
ist,  in  dio  i-fach  za  zählende  uuoudlicb  ferne  Gerade  and  in  die 
/•fach  zu  zählenden  Verbindungslinien  von  O,  mit  den  imaginären 
Kreispuuktcii,  daun  in  die  eigentliche  luversiouhcurve,  welche  sonüt 
2jt  — A-  2/-tor  Orduung  uud  iVu  — T?t  —  2k—4l-ter  Classe  ist,  wenn 
hl  die  Classe  der  Pol  curve  i^t  Der  Punkt  ist  ein  n  —  2/-facher 
Puukt,  und  die  imaginäreü  isaeispunktü  sind  («  —  it  —  Z)-fache  Punkte 
der  SchwerpuükUcurve. 

Beschreibt  z.  B.  der  Pol  P  eine  Parabel,  deren  Parameter  p 
gleieh  ist  dem  Halbmeiser  des  QnmdkreiBes  Ülr  die  Cinoidai  Binüieh 

|,  nnd  deren  Brennpunkt  im  Haoptponkte  Op  liegt,  somit  eine  Pnn- 

bel,  deren  Gleidmog 


to  beschreibt  der  Schwerpunkt  8  eine  Knrdioide  mit  dem  Bückkebr- 
pnnktc  in  O,  nnd  a  als  Dnrcbmeaeer  des  festen  Kreisel.  Die  Olei- 
elnuig  dieeer  Knrdioide  lautet: 

[(I  -  o)«  -f       -  2a  (5  -  a)  [(? -  a)«  4-      =  a«i|« 

BeiGhreibt  der  Pol  die  Punkte  (Scheitel  in  0,) 

iO  beeehralbt  der  Schwerpunkt  wieder  eine  CisBoide,  welche  mit  der 
gegebenen  congruent  ist,  nnr  um  die  L&nge  a  puiUel  verschoben 
in  der  poeitiven  Biehtung  der  JC-Aze. 


Pal  nnd  Mittelpunkt  des  Und(reises. 

3.  Die  Oleichnug  des  Kreises  durch  drei  Punkte  lautet 

(«H^«)  I  «  y  1 1     I  «•-hf»,  f ,1 1     f       «,11-1  l 

liegen  nun  die  Punkte  («^,  y^)  auf  der  Cissoide,  so  ist 
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80  erhalten  wir  mittelst  ähnlicher  Rüfiactioueiii  wie  wir  aie  a^n 
Mderorts  in  diesem  Archiv  eutwickeiteu 

Pi  i^*+v*)+~^i^+Pi*-PMn  -  ^  iPiP»-p^n-^  -  0  (9) 

Führen  wir  nun  mit  den  Glcicliuiifien  (3)  die  Bediugung  ein,  dass 
das  Dreieck  «,  u^Mg  oiit  Berübrunjz^tlreieck  des  Poles  P  ist,  so  er- 
halten wir  die  Gieiciiung  seines  Umkreises 

^+ ^'H-  "  Mx-^  S  +  «  3i  17  -  «»  3^^;^  -  0  (10) 
0ie,  Coordinaten  Ij,  fii  seiam  Mittelpankte«  C  sind : 

.  


(11) 


Aus  diesen  Oleicbaogen  folgt,  dass  der  Pol  P  in  qoadraftMier  Yer- 
wanduchafl  mit  dem  Mittelpunkte  det  Umkreises  leloet  Bertthrangp- 
drdeckes  steht  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  VerwandtsdiafI 
eine  ratloDate  ist,  d.  I.  dass  jedem  Pvnkle  P  der  Ebene  der  Cissoide 
mittelst  dieser  Transformation  nor  ein  Punkt  C  entspricht  und  nm* 
gekehrt.  Ans  den  Gleichungen  (11)  folgt  nftmlich 

 „ 

womit  die  Beliauptuug  als  erwiesen  erscheint 

Im  Ponktsyateme  P  vereinigeo  sich  swei  Hauptpunkte  In  un- 
endlicher Feme,  und  der  dritte  Hauptpunkt  liegt  Im  Goordinatea- 
anfMig.    Das  Punkt^rstem  C  hat  zwei  imaginftre  Hauptpunkte 

^0,  ^^^p)  (o»  ~-^^)*  dritte  Hauptpunkt  ist  in  un- 

endlicher EotferauQg.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  wir  die  (Toontt- 
natcn  dieser  Hauptpunkte  finden  können.  Unsere  Transformation  iat 
eine  quadratische,  d.  i.  der  Geraden  in  einem  Systeme  entspricht  dn 
Kegelächmtt  im  anderen  Pnnktaysteme.  Nun  ist  die  Gerade  durch 
swei  Punkte  bestimmt,  durch  welche  sie  hindurch  geht  Da  nun  den 
Kegelschnitt  flbif  Punkte  bestimmen,  da  femer  jeder  Geraden  in 
einem  Punktqnttem  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  Im  anderen 
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Punktsystem  enUpricht,  so  folgt,  dass  jeder  Kegelschnitt  des  einen 
Systems,  welcher  einer  Geraden  des  zweiten  Systems  eotsjiricht,  durch 
drei  feste  Pnakte  hindurchgeht,  welche  als  Hauptpunkte  oder 
Fandameiitaljiunkte bezeichnet  worden.  Dem  Durchschnitte  zweier 
Geraden  cutspricht  ein  tiaziger  Punkt,  nfinilich  der  vierte  Durth- 
scbnittspankt  der  den  üeraden  entsprocbeuden  Kegelschuitte.  Hiermit 
ist  in  karzem  der  Weg  angezeigt,  wie  wir  zu  den  Hauptj^uuktea 
gelangen. 

Betnditen  wir  den  Punkt  P{*f  f )  als  Dnrehaeliiutt  zweier  mit 
den  Axen  parallelen  Qenden,  10  find  die  diesen  Geraden  enlepreelien- 
den  C^egelsclraitte 

(12  V  4- 2«5i  +  3a»)  y  -  -  6«i5, 1?, 

Fahren  wir  aus  der  ersten  Gleichnng  den  Wert  fOr  ^  in  die  zweite 
Oleidittng,  so  eriialten  wir: 

(4ih*+»")(<V+3flti|i)-0 

welche  Gleichung  uns  die  Ordinatcn  der  vier  Schnittpunkte  der 
Kegelschnitte  (13)  gibt  Dieselbe  ist  aber  bloss  vom  dritten  Grade 
in  Bezug  auf  %,  somit  mnss  die  Ordinate  eines  SchniCtpnnktes  nnnb- 
bängig  von  der  lÄge  des  Pnnirtes  P(xy)  nnendlich  gross  sein.  Der  erste 
Factor  gibt  nni  die  Ordinaten  weiterer  zweier  Sehnittpunkte»  nimliob 

Hl  "  5 — '     ^1  2 

und  aus  dem  zweiten  Factor  folgt  die  Ordinate  des  dem  Punkte  P 
entsprecbenden  Punktes 

Die  zagehörigen  Abscissen  folgen  ans  (t3).  Wir  finden  so 
^     00  für    igi|  w  00 

^  5'8»(*  — a)      »  *-"~a« 

Die  drei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  ganz  nnabhftngig  sind  von 
der  Lage  des  Punktes  (r,y),  sind  die  Hauptpunkte  des  Punktsystems  C, 


1)  SalnoB-Fftdlor  HAhira  «bcM  Qurrm  p.  860»  Msgnes  8mm* 
ittg  VM  An%abflB,  ISMt  I  pg.  Mt. 


Aaf  dieselbe  Weise  können  wir  ?on  den  (ileicbaogen  (11)  MU- 
geben.  Die  £UminatioD  von  y  gitiU 

3»[C12,,«+ad|,+8a«)  — 8a»H  «  0  (U) 

Da  sich  nun  zwei  Kegelschnitte  in  vier  Ponkten  schneiden,  nnd  die 
Olcichang  (14)  nur  vom  zweiten  Grade  in  x  ist,  so  folgt,  daas  zwei 
Wurzeln  unendlich  gross  sind,  nnd  eine  den  Wert  x  —  ü  hat 

Die  vierte  Wurzel  ist 


Die  zugehörigen  Ordinttan  sind  lomit: 

y  «  «  .  fior  c  ^  OD 

Wir  erkennen  wieder,  dass  drei  von  den  Schnittpunkten  von  der 
Lage  des  Punktes  (Ijt/,)  unabhängig  sind,  und  der  vierte  Schnitt- 
puukL  gibt  dcu  dem  Tunkte  (|,,  i^j)  eutsprecheudeu  Puukt  (xy). 

SoMit  haben  wir  wieder  diese  Verwandtschaft  voUet&ndig  be- 
stiomit,  nnd  krinnten  nun  der  allgemeinen  Resultate  nns  bedienen, 
welche  die  Theorie*)  der  quadratiicben  rationalea  Yerwmdtachaft 
darbietet 


Heber  4lf  Teffwasitiehafl  vkrtea  Onlee  iwlNliea  dem  Sebwerfwakte 
maä  Mlttelpaakte  des  Unkrelace  dea  Berlteaagedieieekeip 

4  Durch  deu  Pol  P  wird  eindeatig  die  Lage  des  Schwerpunktes 
S  sowie  des  Mittelpunktes  C  des  Umkreises  des  zugeordneten  Be- 
rilhrungadreicckcs ;  da  nun  durch  den  Punkt  >S  oder  C  auch  der 
Puukt  F  eindeutig  gegeben  ibL,  so  folgt,  dass  auch  mit  C  iu  einer 
eindeutigen  Yerwandtscbaft  stehen  muss.  Deu  Grad  der  Verwandt- 
acbait  beatiiiiineB  wir  folgendermaasen:  Der  Geraden  von  8  entspricht 


1)  In  Bezog  auf  dio  Theorie  der  quadratischen  rationalen  Verwandtschaft 
liehe  Salmon-Fied ler:  Höhere  ebene  Curvcn  pp.  859,  Weyr  Ed.:  Ana- 
lytiache  UntemicbaDg  der  quadratischeu  Verwand  tscha/u  öchl6milch  ZeiUchriA. 
isee  fg.  44».  Beje  Tb.:  QMBWiritefae  V^rwaDduchAft  nr«{ttn  Grades.  iUd. 
TaU  XI,  ^  4,  Mwlt  dessen  Osondrie  der  Lage.  %  Aofl.  Hsanofer. 
llagBse:  Aa%abea  aae  d.  aml.  Geomecrle  d.  Ebene,  pg.  tS9.  8ehia> 
parstli:  Snllft  Tranefonaaaione  geomecriea  delle  flgnie  «d  lo  pavtfeolei«  s«lto 
yranfonassfcwi  iperboUca.  Ifan.  d,  Amd,  dl  Mae  8er,  IL  taa  230. 
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ein  Kegelschnitt  von  P  nnd  dieMm  KogelschDÜt  entspricht  eine 
rationale  Corve  vierter  Ordnong  von  C,  somit  entspricbt  der  Geraden 
im  Punktsysteme  S  eine  rationale  Curve  vierter  Orduong  im  Punkt- 
systeme ('.  Die  Coordinatcn  des  Punktes  müssen  sich  somit  aus- 
drücken lagson  als  rationale  gebrochene  Functionen  vicrton  Grades 
in  den  (  oonliiiaton  von  S  mit  gleichem  Nenner.  Dies  lühreu  wir 
aus,  indem  wir  die  Werte  für  r,  y  auü  (7)  und  (12)  gleicliscizen  und 
nach  den  Coordinatcn  des  Punktes  auflösen.  Wir  erhalten  so: 

__a  4a«V-i-'J(£'-}-n^  -«^)' 

(16) 

AnB  diesen  Gleiehnngen  folgt  die  biqiuulnitische  rationale  Verwandtp 
Schaft  swiscben  C  nnd  S,  wie  wir  frQhor  dnrcb  «in&cfaes  Besame  ge- 
xdgt  baben.  Diese  Yeorwandtsebaft  ist  somit  eine  Cremona'scbe') 
Yerwandtsebaft  nnd  wir  können  jede  solcbe  biqnadratisdie  Trans- 
formation durch  swei  quadratische  ersetzen.  Wir  Iconnten  ja  statt 
vom  Punktsysteme  C  dircct  auf  das  Punktsystem  8,  snerst  vom 
Punktsystem  C  auf  das  Pnuktsystom  P  mittelst  einer  quadratischen 
Transformation  und  vom  Punktsysteme  P  auf  das  Punktsystem 
S  wieder  mittelst  einer  quadratischen  Transformation  übergehen. 
Es  liegt  somit  ein  iutt  ressantcs  einfaches  Beispiel  vor  zu  den  Cre- 
moua'scben  Transformationen. 


Euler^sehe  Gerade. 

5.  Da  wir  nun  die  Coordinatcn  des  Schwerpunktes  und  des 
Mittelpunktes  des  Umkreises  für  das  Berührungsdreieck  kennen, 
können  wir  die  Coordinatcn  dos  Ilühendurchschuitts  //(a/3),  sowie 
auch  des  Mittelpunktes  C  dos  Feuerbach'schen  Kreises  sogleich 
anfschreibeu.  Es  ist  nämlich 

ß — s— 

I)  üebor  die  Crcmona'sche  Transformation  iind  die  Arbeiten  ron 
A.  Clebftcb,  M.  Rüther,  Rosancs,  Glifford  betond«n  anfsofUinii. 
Sitfae  Dr.  En.  Weyr:  Crcinonovy  geonetrick^  traasfoniiMe  dlvarl  rovinn^b 
Vng  I87S,  8almon-Fiedler  1.  e.  pg.  SSB,  CUbseb-Liiidainsnn  Vor* 
totOBgen  vs.  478,  489. 
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lü  diese  Gleicbnngen  sind  nur  die  Werte  für  ^,  i},  rj'  eiozofütireB, 
and  «ir  bekommen  sogleich  die  Coordi&ateo  voo  H  aad  C  auli 

Functionen  der  Coordinateii  des  Poles  P. 

Fasseü  wir  etwas  aligemeiner  die  Aufgabe  auf.  Es  sei  1  das 
TeilverbältoisB  des  Ponktes  M  m  Bezug  auf  die  Pualite  C  and  8, 
aftmlich 

CM 

Die  Coordinateu  des  Pauktes  M  sind  iu  diesem  f  alie 

Fflhren  wir  oun  die  Werte  fOr     ij,      i^^  eia  und  schreibea: 
80  erbaltea  wir 

(16) 

a       x{K — Saar) 

Beaobreibt  nun  der  Pol  F  ligend  eine  Curve  f(x^9)  =  0,  so  erhaltea 
wir  die  Oieichnng  der  vom  Punkte  M  beschriebenen  Curve,  wem 
wir  ans  den  Gleichungen  (16)  aud  der  Gleicbuig  A^jr)  =0  die 
Coordinaten  sr,  jr  des  Poles  F  elimiuireu. 

Beeehieibi  mia  F  eine  nHonale  Curve  ««ler  Ordnmg,  so  be« 

sdireibt  Jeder  Punkt  der  Gertden  SC^  welche  den  Nanea  der 
Eidei^icheB  Oendeii  fthrC,  eine  rationale  Cnrve  inpfer  Ordanns^  «»• 
genommen  1  =:  0,  X  oo,  d.  i*  die  Punkte  «  nnd  8  beK^reiben  eine 
rationale  Cnrve  2M*ter  Ordnung. 

Jeder  Lage  von  P  eatapriebt  eine  gana  beitlmmte  Enler^adie 

Gerade  als  Verbindungslinie  SC.  Sind  nun  Coordinaten 
des  verinderlichen  Pnnktea  der  Geraden  ^  so  tat 


E  = 


4fS4*9i>*       S|r(«--a)    — g0<«— «) 
die  Gleiehnqg  dieser  Geraden.  Beschreibt  nnn  P  die  Curve 


-0  (17) 
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f  )  -  0  (18) 

M  bekontmea  wir  die  Gleiehnng  der  EaTetoppe  von  wenn  wir 
nni  den  QlelclmncMi  (17),  (18)  nnd  nos 


dE 

dE 

dz 

dy 

dF 

dF 

dm 

du 

die  Ortneo  x,  y  ellminizen,  in  der  Form 

lit  nnn  F(«,  y)  =  0  eine  iilioniae  Cnnre  inter  Ordnnng,  dann 
ist  nneb  die  Enveloppe  von  E  eine  rationale  Cnnre  nnd  zwar  der 
Men  Oaise.  Ilm  (»eielinng  int  die  gleieh  nnll  feeteUte  Discri* 
ninante  von  (17),  naehdem  wir  «,  y  in  dieaer  Gleiclinng  dnrdi  ihre 
Anadrfldie  im  Parameter  ersetzt  haben. 

Aufgabe.  Kann  der  Pol  F  eine  Carve  beBcbreiben  for  welche 

SC'^d'^  oonstant 

wiref  Wir  braueben  uur  die  Werte  iür  5,  %  5i>  %     die  üieichuug 

(5-^)«+(n-^»i)'-d' 

einsetzen,  womit  ?«ich  sogleich  die  Gieicbung  der  Polcurve  ergibt. 
Dieselbe  ist  voa  der  achten  Ordnung  and  die  entsprechenduu  Curveu 
des  Schwerpnnktes  8  und  des  Mittelpunktes  C  siud  von  der  secbs- 
zeboten  Ordnung. 


Bnveloppe  des  UmkrelM«  des  BerOhrnngsAreieekei. 

7.  Im  Art  3  fenden  wir  die  Gltiehnng  dei  Umkieiiea  K  einen 

dem  Pole  P(«,y)  entsprechenden  Bertthmngidrelecfcee. 

iC  »  de  («-  a)ie+  V)  (ac-  a)  ij  -4a« =  0  (19) 

Beschreibt  nnn  der  Pol  P  eine  Cnnre,  deren  Olelchnng 

80  ändert  sich  diewr  Kreia  der  Lage  nnd  GrihBe  nach,  Anf  diene  Art 
eriialten  wir  efai  der  Polcurve  entaprechendea  Kreia^tem,  nnd  die 
Glelchnng  der  Enveloppe  dieser  Kreise  erhalten  wir,  wenn  wir  ana 
der  Gleichung  des  Knlaea  JT* 0,  der  Pol^^chnng  Fit^w)*  ^ ^ 
Gleiehnsg 
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dK  dK 

dm  djf 

dF  dF 

tlx  dy 


—  0 


(20) 


die  Panmietor     y  eliminiren. 

Am  einfachsten  ist  der  Fall,  wo  die  Poicurvc  eine  rationale 
Curve  ist;  statt  F{x^y)  «  0,  kouueu  wir  hier  schreiben 


m 
^  "  m 

wo  (p,  f  ganze  Functioaeii  fi-ten  Grades  des  Parameten  l  sind. 
Die  Qleifibaiig  dee  Kreises  K  ist  hier  toh  der  Form 

welche  Gleichung  von  2n-tem  Grade  in  t  and  quadratisch  in  ^  and  if 
ist.  Die  gleich  null  gesetzte  Discriminante  dieser  Gleichang  in  Bezug 
auf  den  Parameter  t  gibt  die  Gleichang  der  Enveloppe  des  Kreis* 
Systems,  welcher  der  gegebenen  rationalen  Polcanre  n-ter  Ordnung 
entspricht. 

Die  besagte  Discriminante  ist  4(3»— l}ten  Grades  in  S  und 
d.  i  Enveloppe  ist  in  diesem  Falle  eine  Cnnre  4(2M-'l>ter  OrdnsBg, 
Den  einfiiebsten  Fall  erhalten  wir  hier  fBr  n  =s  i,  d.  i.  ifenn  der 
Pol  eine  Gerade  beschreibt»  wo  die  ontsprechende  Enveloppe  eise 
Corve  4*ter  Ordnung  ist.  Sei 

die  Gleichang  der  Geraden,  Gl.  (20)  lautet  in  diesem  Falle: 

dX  dK  I 

dat     dy  =0 
~b  1 

Statt  SU  differeniiren  und  dann  zu  eliminiren,  können  wir  amgekefart 
früher  aus  i?  —  0  und  der  Gleichung  der  Polgeraden  die  Grosse  y 
eliminiren  und  dann  differentiren. 

Die  Elimination  gibt: 
oder  geordnet  nach  den  Potenzen  von  xi 
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t^U+mN+P^O  (21) 

wo 

M  =  3(5*  4-  V)  -f  (9a  +  4«Ä^)  |+2rf//T?  -  iaH* 

N  =  —3a  (5«+ij«)-|-8a6e5+(2ac  -  2a*b)n  -  8a»Äc 

P  =  2ac  (2cl  -  ai}— 2ae) 

Die  Discrimiuaute  von  (21)  in  Bezug  auf  x  ist 

2V>^iilfP— 0  (22) 

die  gcsuciito  Gleichung  der  Envoloppe. 

Der  ycrftnderlicbc  Kreis  (21)  berührt  die  Envcloppo  (22)  iu  zwei 
endlich  gelegenen  Punkten  and  in  beiden  imaginftren  Kreispnnkten 
im  Unendlichen,  wts  schon  mb  den  Gleichungen 

.  (23) 

erhellt,  wdehe  die  Berainrvngspnnkte  bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  dur  endlich  gelegenen  Bertihmngspunktü 
ist  die  Cbordalti  der  Kreise,  welche  die  Gleichungen  (2öj  ausdrücken; 
ihre  Gleichang  lautet: 

welche  Glekhuig  nun  such  aehnlbeii  kann: 

Nun  iät 

die  Chordale  der  Kreise  Af  =  0  und  N  =  0,  somit  können  wir  die 
obige  Gleidiaiig  schreiben 

und  aoa  dieser  GleichuQg  ist  ersichtlich ,  dass  alle  Verbindungslinien 
der  Paare  der  Bertthmngspunkte  im  Endlichen  durch  den  Punkt 

.P  hindurchgehen,  d.  i.  sie  Ulden  einen  Strahlenbttschel,  dessen 
Scheitel  der  Schnittpunkt  von  P  mit  der  Ghordale  der  Kreise  If  —  Oi 
iir=^0i8t 

Der  Mittelpunkt  des  Yerftnderlichen  Kreises  X  beschreibt  einen 
Kegelsdinitt,  dessen  Gleichungen: 

9««+4(to+c)« 


6<B(ac— aj 


bx-\-o 

^ — ""-^ 

wu  ^  den  Parameter  des  veränderlichen  Punktes  dieses  Kogelschuitti^s 
bedeutet 
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Kehren  wir  nim  rar  Gleieboog  (32)  xnrftck;  mgeachriebett 
iMtet  sie: 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Enveloppe  eine  Cnrve 
vierter  Ordnang  ist,  welrbe  die  imaj^-inärcn  unendlich  ferutn  Kreis- 
pankte  zu  Rflckkehrpunkten  bat,  und  die  Ordiuateuaxe  im  Goordinateo- 
anfknge  berührt-,  souitt  ist  die  Enveloppe  ein  Descartes'sches  Oval. 
Geht  die  Folgernde  durch  den  KQckkehrpuukt  der  Oiffiotde,  so  ist 
c  »  0,  und  die  £nYeiop|>e  zerfällt  ia  zwei  identische  Kreise,  deren 
Gleichung 

Schneller  kommen  wir  zur  Gleichung  (24),  wenn  wir  die  Punkte  der 
Polgerade  parametrisch  aysdrOckoD.  Ist  die  Polgerade: 

80  ist 

»+111 

and  die  Gleichung  J?sO  gebt  nach  EinBetznflg  obiger  Wwt»  Ar 
m  und  y  Aber  in 

+  [3(;»-flm)^«+9<^]-0 

wo  der  Karze  wegen 

Die  Discriminante  nach  i  gleich  noU  gesetzt,  nitmlich 

pihf  unR  wieder  die  Gleichung  der  Enveloppe.  Diese  Gleichung 
stimmt  natürlich  mit  der  Gleichung  ('M)  Oberein,  wenn  wir  m  —  i, 
n  —  1,  7?  =  r  setzen,  d.  i.  von  gleicher  Form  der  Glelchnsg  der 
Polgeradcu  ausgehen. 

Da  nun  3/  0,  =—  0,  P*)  «  0  Gleichungen  dreier  Kreise 
sind,  welchen  die  imaginäroa  unendlich  tcrueii  Kreisponkte  somit 
gemeinschaftlich  sakommen,  folgt  ans  der  Gleichung 


I)  PaO  besteht  ans  der  Oersden  - 

uQü  Hus  der  uuenülich  fernen  Oeredeo,  anf  welcher  die  nneodlich  femea  im»* 

  t  ' 

ginireo  Kreisponkte  liegen. 
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der  Enveloppe,  dass  diete  Punkte  Doppelpaokto  und  zwar  Rdckkchr- 
poDkte  Bind,  ww  wir  achoB  MB  der  Fom  dar  Otokdiuig  er- 
kaaal  kabea 

Die  daeelie  ala  P^lrarva  aelWt 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  näher  in  Betracht,  wo  der  Po!  P  die 
tjcpfhcnc  riasoidc  selbst  bcachreibt.  Zwei  von  den  Scheiteln  des 
fiemhniBgadreieckoa  fiUlao  mit  dem  Pole  F  ziuammeB.  £a  sei  nun 

dv  Panmelar  diaaer  awai  mit  den  Fol  raaamaMm&llaadon  Scheitel, 
■ad  M,  der  dritte  Scheitet  dea  BertthnuigadreleGkea.  Der  Pol  P  ist 
somit  der  Taagentia^iikt  von  «i;  fittirea  wir  atioo  (loofdiiiaten 

a 

ia  die  Oleichang  (2)  ein ,  bo  kennzeichnen  wir  den  Pol  ala  efttan 
Paakt  der  Cissoide,  die  er  bei  ?erftnderlichem  Paraaelor  i  erzeugt 
ÜB  diaaem  FaUe  ist: 


9x  3 


und  die  Qleifiluiiig  (2)  geht  ilber  in 


Da  aim  im  Funkte  P  zwei  Bertthmngspnnkto  znsamnieniaUüa ,  niu&% 
t  eine  zweiüaclie  Wnrzc!  dieser  Gleichung  sein.  Scheiden  wir  den 
bierbesflglichea  Factor       0'       so  erhalten  wir 

Es  ist  somit  der  Parameter  des  dritten  Berttbmqgspunktes  -  der 
dritten  Ecko  dea  BerllbniBgidreieGkea  —  gleich 

i 

«  —  •»!  —  —  2 

Im  aiigeM  SIom  kdimen  wir  auch  hier  vom  Sehwerpvikte  reden. 
Wir  erhaltan  hier  IKlr  die  Coonttaatea  des  Schwerptsktea 
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wo  ir,  ^  die  Coordintten  deB  Poles  lünd,  deatea  Paraneter  <,  und 
'11  Vi  die  Coordinmton  der  dritten  Ecke  mit  dem  Parametor 

t 

Mit  Kücksicht  aui  diese  Werte  erhalten  wir  wcgeu 

I» 

—  ""2 

nach  KQnwig  mit  dem  Factor 

a         i  * 

-  -6 


äüiiui  siud  die  Coordinatcu  des  Schwerpunktes 


(26; 


—  —  2a 


(«*4-i)(<*4-4) 


Die  Schwcrpunktscurve  ist  somit  für  gegebene  Cissoide  als  Polcarvo 
eine  ratiouale  Curvc  vierter  Ordinm^r.  Dieselbe  ist  eine  geschlossene 
Curve  aod  hat  im  Aüfangspnnkte  einen  Kückkohrpimkt  entsprechend 
dem  Parameter  t^<».  Die  uuendiich  fernen  Ponkte  haben  als 
Parameter 

Ea  besfimmeii  aber  je  zwei  der  Parameter,  nämltcb  uad  i«,  dann 
<s  und  <s  denselben  Ponkt  nnd  zwar  den  unendlich  fernen  imaginflren 
KreiBpnnkt,  d.  b.  die  Corre  bat  die  onendlicb  fernen  imagimten 
Kreispnnkte  zu  ihren  Doppeliinnkten.  Dieselbe  ist  Ton  der  l&nfttti 
Classe.  Wir  erhalten  die  Oleiebnag  der  Cnr?e  in  der  Form  i) 
wenn  wir  den  Parameter  «      der  GL  (26)  eßminiM,  nimlieb 
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V')*  -  1?»)  +  2«*»/*  =  0 

Was  die  Constraction  der  Corve  (Fig.  2)  betrifft,  so  ist 

TcrI&ngern  wir  Pif  ftber  M  bis  zum  Punkte  «o  daes  MQ  —  2FM 
ist;  dann  gilt 

OM  ^lOM  _  I 
QM  —      2  FM  ™  S 

Die  Veri»indnDgsUBie  OQ^  deren  Gleidinng 

schneidet  die  Cisüoido  im  Punkte  m^,  dosseu  Parameter  i*,  —  — 

Pu^  ist  Tangente  der  Cissoide  in  «},  und  der  Sebwerpnnkt  bestimmt 
die  Beintion 

Auf  diese  Weise  köniicn  wir  zd  jedem  Pnokto  P  der  Cissoido  den 
entepredieiidea  Pnnkt  8^  nnd  somit  anch  die  Ortacnrre  voniS  conatmiren. 

Für  den  iUcheninhalt  der  Corve  (5)  erbalten  wir 

p-J  Vi-  lt.«»  /  (,..j:4p(pq:jji<f 


—00 


Man  ist 


00  » 


e 


somit 


/ 

00 


16a»r     9  ^    ,  17  ^        1      ^  /«V 

Bemerken  wir  nun,  dass  die  Fl&cbc,  welche  die  Cissoide  mit  ihrer 

realen  A^ptote  begrenzt,  gleich  Sti      ist,  so  erkennen  wir,  dass 

die  Fliehe  der  Corve  iS)  ein  neontd  der  Fläche  der  Cissoide  ist. 

Der  Umkreis  des  Berühruugsdreieckcs  gebt  hier  Aber  in  einen 
Kreis,  der  die  Cissoide  im  Pole  P  berflbrt  nnd  durch  dessen  Tan* 
geatialponkt  hindorchgeht. 
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Fftr  die  CHekhuig  öam  Knlm  ift  mit  Blickficlit  aif  dte 
Werte  (35h 

Ä  s3*MP+i?*)-a(4-f       — 2<rt*v-f  4a»  =  0  (27) 

iHm  iveiteren  Sdinittpiinkt  von  Xi  nH  der  Ciisolde  erlialten  wir 
leicht,  denn  die  SomiiiA  der  Panmetor  der  SdnitCpuiilite  eines  Kreises 
mit  der  Cissoide  ist  gleidi  null.  Somit  ist 

der  Fnraneter  dieses  viertea  Sebsittiiaiiirtes. 

Aas  der  Gleicbang  Kt     0  folgt,  dass  durch  jeden  Ponlct  in  der 

Ebene  vier  berührende  Kreise  gehen,  und  jeder  von  ihnen  Bchncidct  die 
(Jissoide  im  Punkte,  der  den  Berübraagspankt  des  betrefifeodea  Kreises 
zu  seinem  Taugeotialpankt  hat. 

Wir  fanden  frflher,  dass  der  die  Cissoide  im  Punkte  (  berAbreode 
Kreis  Kt  dieselbe  in  weiteres  swei  Punkten  achneidet,  derea  Psr»- 
I  3 

meter  —  ^»  — |i  simL  Ihre  Yerbimliingsiiiiie  liat  sor  Gleidunig: 

Qod  die  Eoveloppe  dieser  Vcrbindangslinien  ist  eine  sor  Cissoide 
affine  Cnrfe.  Der  Durchschnitt  der  VerbindnngsUaio  mit  der  Cissoide 
ist  ein  znm  Pole  P  in  Bezng  aof  die  Jt-Aebse  ^fmuMimkei  Paalrt; 
sein  Parameter  somit  gleich  2t. 

Die  Goordinatan  des  Mittelponktes  Ton  JCi  —  0  sind 

^       a  4  +  9t« 

m 

Beschreibt  der  Pol  die  gegebene  Cissoide,  so  beschreibt  der  Mittel- 
punkt des  Umkreises  des  ihm  zugeordneten  Berühr uugbdreieckes  eine 
rationale  Curve  vierter  Ordnung  und  fünfter  Ciasso  (mit  einem  drei- 
fachen Punkte  im  Unendlichen,  der  durch  Yereinignqg  siraier  Doppel- 
pmdcte  and  eines  Rllckkeiir]Minlrtes  eatstanden  ist).  Dire  Oleiehiuig 
erlmlten  wir  in  der  Form  ij)  dnreh  Eliminatioa  Toa  t  aas  den 
Gleiebnagea  (28);  sie  lautet: 

27%»(fl»-f  4V)— »"•^  =0 
Was  die  GoostrucLioQ  des  Mittelpunktes  C  betrifft,  constmiren  wir 
zuerst  im  Punirte  P  der  Cissoide  eine  Tangente»  welolMi  dia  Carva 
im  Pvnirt»  «t  sehaeldet  Die  Normale  In  Pscbaeidel  dia  Ssakiadbla 

im  HalbiruogspuDkte  von  Pui  im  gesuchten  Punkte  G» 
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n. 

Die  Gleidiuig  der  Nonnalen  an  die  Cissolde  im  Punkte  « lautet 

 2f^    /  a_  \ 

(l+ii>)[»(l+8u>)r+S»««-a(l+3««)]  -0 

Kürzen  wir  uud  mit  dem  Factor  (1  -f-n*),  welcher  besagt,  dass  die 
Ciasoide  durch  die  nncndlich  fcroen  imagioiLren  Kroispanktc  hindurch- 
gobt,  was  die  Normaieuauzabl  om  zwei  redncirt,  so  erhalten  wir  als 
Gleichimg  der  Norinalen 

Nsu(l+9m^9+^»—»it+^^^0  (1) 

Diese  QleicboDg  gibt  eine  Relation  zwischen  den  Coordinaien  eines 
beliebigen  Punktes  (xy)  der  Normalen  und  dem  Parameter  ihres 
Fnaspunktes  au.  Nun  ist  die  Gleichung  (1)  in  Bezug  auf  deu  Para- 
meter vom  vierten  Grade,  woraus  folgt,  dass  wir  aus  eiuem  bcliebigeu 
Punkte  der  Ebene  der  Cissoide  auf  dieselbe  vier  iHormaleu  iäUeo 
können. 

Die  Coordinateu  der  Kormalen  siud 

I  


 m(14-3«*) 

wddie  Gleichungen  bei  verftiideriidieiii  u  die  Oleichmgeii  der  Evolute 
dar  GiMoide  abgebeii. 

Den  Berührangspuukt  der  Normalen  mit  der  Evolute ,  d.  i.  den 
iixümmnngsmlttelpaakt  des  I- unktes  u  der  Cissoide  erUaitcu  wir  ans 

(3) 

•'"Sit 

£e  iat  lonit  die  Evolute  der  Cissoide  eine  rationale  Cnrvo  vierter 
<MNif  Md  vinlai  Qi»dei-»  ihreOiewkeng  iaFonn  F(«,f)  lentet: 

hl2^m+ma*y»+27^^0  (4) 
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Liegt  der  Punkt  (x,y)  auf  der  Ciseoide,  uud  ist  u'  seio  Parameter, 
so  repräsentirt  dieser  Ponkt  u'  selbst  einen  Fnsspankt  Aas  einem 
Paukte  der  Cissoide  können  wir  somit  nur  drei  Normalen  fällen;  die 
Parameter  dieser  Fnsspunkte  orhaltcu  wir,  wenn  wir  die  Werlo  für 
jr  in  die  NormaleDgleicbaiig  eiufäbrdo.   Wir  erluütea  so: 


(5) 


Nach  Kürzung  mit  dem  Factor  n  -n'.  welcher  dem  Punkte  r,  »/  als 
Fussponkte  aelbet  entsphcht,  können  wir  die  Gleichaog  schreiben 


(«) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  die  ParaiT>«^trr  ilrr  aus  dem  Funkte  «'  ge- 
fällten Normalen  (den  Punkt  u'  nicht  imtL,*  rechnet,  da  wir  mit  dics- 
bczaglichem  Factor  gekürzt  haben)  i  zwificheu  den  Parametern  be- 
stehen folgende  Eelationeu: 


^  1+"'« 


Die  Gleiclinng  (6)  hat  nur  eine  reale  Warsei. 

Dass  die  Gleichung  (G)   immer  zwei  complexe  Wurzeln  hat, 

können  wir  so  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  das  Dreieck  der 

Fusspunkte  luiagiuur  ist.  Sind  nui)  a^,  «j,,  die  Wurzt^lu  der 
Gleichuug  (o;,  so  erhalten  wir  für  das  Dreieck  d  ■»  <h**s**s* 

1 


2J 


Nun  iit: 


 a  o 

a  a 
a  a 


«Vi 


j  1  t*j  ♦*,* 


W3l 


nnd  nach  einiger  Rednction 


1 

«1 

«1* 

2 

3 

1 

Pl 

1 

9pt 

somit  mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  (7): 
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IIS        90+  818        470  u'*  H-  202  IW» 

I  1,  I»,  M    J  — 

Da  uuü  das  Qaadrat  der  Determinante  fttr  joden  Wert  vun  uegativ 
ist,  ist  der  Wert  der  Determinante  selbst  imaginär,  somit  auch 
Noa  hat  die  Gleichung  (6)  immer  eine  reale  Wurzel,  die  übrigen 


8eliwM-f«ikt  iM  FatsyvBkladreiMks. 

Der  Schwerpunkt  des  FuaspiuiktsdreledieB  itt  reell,  trot^m 
du.  Dreieck  selbit  imaginAr  ist,  denn,  sind  tt«,  die  Ptrameier 
der  imaginflreD  Fnespnnkte  und  swar 

SO  ist: 
somit 

reell,  dasselbe  gilt  auch  fttr  ^.  Fahren  wir  somit  in  die  Oleichangen 

fttr  flp^  nnd     die  Werte,  so  erhalten  wir  mit  R&cksieht  auf.  die 

Gleichungen  (7): 

a34-4tt« 


3  1+«' 

(8) 


Yersdiiebai  wir  das  Goofdioateoqrstem  auf  den  Punkt  0'<ii,0)  als 
Anfiuigspuikt,  so  eilialten  wir  fttr  (8): 


a  u* 


(9) 


^1— -^a 


a 


S(l+»»>(44-i*») 

Die  Schwerpnnktscnrve  ist  eine  gesoblosseae  Cnrve;  ihre  nnendliek 
fernen  Ponkte  sind  nttmlich  imaginAr,  denn  ilmi  Parameter  sind 
±H  ±2«'}  ihre  Glelchnng  in  Form  F(it  ^)  ^0  ist: 
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Wir  orkeBiieii  laldit,  dais  die  Cum  iwiidieii  f,  «  0  «nd  ^  § 
liegt,  and  ihr  Flteheaitilnlt  iit 


4a«  /• 
-  9/ 


(i+»t)i(4+;^-8*Vi«J 


MStteliukl  te  Vnknitet. 

Wir  fanden  (1,  9)  für  die  Gletcbnng  des  Umkreises,  der  einem 
Dreiecke  nm^ieschriebeu  ist,  desseu  Ecken  aui  der  Cissoide  liegen: 

Drücken  wir  nun  mittelst  der  Gleiehuugen  (7)  die  Bedingung  aus, 
dass  das  Dreieck  ein  I'ubspuoktsdreieck  ist,  so  erhalten  wir: 

(l+n»)(3+2«»)(^H-'/')+«[94-14"'+4M*]l-f         4«V  —  0  (11) 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind 


a  9+14ti«+4t<* 


a 

*  — — 


2(l-f  u«)(3-f-2u«) 

Verlegen  wir  den  Anfangspunkt  in  den  Punkt  (—0,0),  80  geben  die 
vorstehenden  Gieicbungen  aber  in 

,        a  3+4i»' 

*  "  "2(l-f-u»)(34-  2»») 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Umkreise  ist  somit  eine  rationale 
Cnrve  vierter  Ordnung  und  wie  wir  uns  leicht  überzeugen  kOnnen 
fönflcr  Classe.  Sie  besitzt  nänilii  h,  ausser  zweien  niieadiich  fernen 
Doppcipunkteu  in  deu  Krcispuukten,  cineu  realen  Rückkehrpnnkt  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  O'.   Die  ganze  Cnrve  ist  endlich 

gelegen  anf  Unker  Seite  der  F«Aehw  von  ^'    0  bis        ^  ^ 

Das  Kreissyätem  iU  <—  0  bei  ?er&nderücheni  u  hallt  eine  Curre 
zehnter  Ordnung  ein. 


4 
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üeber  einige  Winkel*  nnd  Längenrelationen 

am  Dreiecke. 


Es  6«i  C's  der  Mittelponkt  des  grdssteo  Kreises,  welcher  einen 
gegebenen  Kreis  Ä'  im  Puükte  and  seine  Sehne  A^A^  \n  ilireni 
HalbiruDgspuükte  berührt.  Was  den  Punkt  C\  betrifft,  so  nehmen 
wir  an,  dass  er  nicht  auf  derselben  Soite  der  Sehne  mit  dem  Mittel* 
paukte  S  voa  K  liegt;  den  Mittelpunkt  solch  grössten  Kreiftei,  der 
mit  S  an  derselben  Seite  von  ^,  ^1,  liegt,  bezeichnen  wir  mit  Cg'  und 
sein  Berührungsponkt  mit  K  sei  Dass  .S7/^  in  D^Ü^  liegt,  ist 

klar.  Ferner  bezeichnen  wir  mit  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 
r^,  mit  y.^  seinen  Radius  und  mit  r^,  seinen  Umfang  und  seine  Fläche. 
Aebnlicb  mit  K./  den  Kreis  vom  Mittelpunkte  6'»'  etc.  Ist  nun  R 
der  Halbmesser  des  Kreises  iC,  so  ist 


Die  letzten  7wei  Relationen  besagen  nns,  dass  im  Dreiecke  D^AiD^'fi^ 
mit  den  Halbkreisen  D^n^,  B^Dg\  D^AD^  als  Seiten,  die  Summe 
iwcicr  seiner  Seiten  der  dritten  grössten  Seiten  gleich  ist,  und  dass 
sein  Fiftcheninbalt  gleich  ist  dem  Flächeninhalte  eines  Kecbt^ckes, 
dessen  Seiteo  l}%  «ad  a»'  oder  1/»'  and  »,  siod. 

Dieses  BosalCil  ist  von  der  GrOsse  der  Sebae  A^A^  nniUiftngig, 
nid  wir  konnten  mgen:  befGliraSben  ivir  Aber  den  Ablehnilten»  in 
«eldw  «in  Pnnkt^tden  DnrdinetMr  D^l>J  innerlidi  tnilt»Kreiie  «le. 


Von 


K.  Ztkraiilk. 


(3) 
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9L  Kehmon  wir  nmi  an,  dtas  die  Sehne  A^A^  eine  Function 
ihrer  Bichtnng  ist;  dann  beschreibt  der  Punkt  besflgUcb  C^'  eine 
Cnrve  (C^)  besflgUcb  (Q'>,  welche  wir  nnu  nftber  natersnchen  wollen. 

Schreiben  wir  für  jetzt  x  statt  Jl  als  eleu  Halbmesser  des  Kreises 
A.   2>ach  der  Auuabme  ist 

A,A,=:f(ip)  (1) 
die  Polarcoordiuaten  von  C«  mit  iS  als  Pol  seien  ^,  6^  so  ist  (Fig.  1) 

V  =  |4-ö  (2) 

wegen   

ÄjCi  =  «,  =  Vit*-  i/Hv) 

ist  die  Polaigteicbnng  von  ((^) 


2 

n 

Was  den  Ort  von  C^'  betrifft,  ist  wegeu  ^  =.  0^  —  ^ 


(3) 


9t  = 


2 


*lays  der  Ort  (C,)  mit  dem  Orte  iC^')  cont^riieut  ist,  erkennen  wir 
schon  ans  der  Gleicbungsform.  Ferner  i  rsL-hoii  ^vir  aus  (3),  dass 
die  Curve  (63)  eine  Konchoide  von  der  Curve 


ist»  deren  Vectoren  wir  nnr  nm  ^  ni  verlAngem  liaben,  nm  (Cf)  «1 
bekommen. 

Dass  2x  >  ^  ^'  ''^^^^i'^i  8«*"  muss,  ist  geome- 

trisch ersicbtUch. 

9.  Als  besonderen  Fell  woUen  wir  annehmen 

/(<p)  —  2m8iii  9>-f~2wC08qa 
Hier  ist  {E)  Fosspuniitsciirve  einer  £llipse  der  üalbaxea 

•-2 
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ouii  (leren  grosse  Axe  zor  Goordioatenaxe  um  a  geneigt  ist,  dessen 
Grösse  aas 

.  .  2mn 
^  »»■ — n» 

folgt.  Somit  ist  (Cj,)  in  diesem  Falle  eine  Konchoide  der  Fnsspuukts- 
corve  der  Ellipse.   Es  ist  iu  diesem  Falle  k- ^  f«'*-|~»»*»  was  eine 

kleine  Erwa^aiug  sügleich  gibt. 

Im  FaUe   

fi<p}  ~"  nVaingpcosy 

liaben  wir  e8  wieder  mit  einer  Kondioide  der  FaflepanktBcnrfe  einer 
EUipae  ni  tan,  deren  Haaptaxe  mit  der  Coordinatenaxe  den  Winkel 

2  einschliesst   Möge  noch  der  Fall 

orwähnt  werden.  (C,)  ist  wieder  eine  Konchoido  der  Fnsspunkts- 
cnnre  eiuer  Ellipse,  deren  Hauptaxe  mit  der  Polaraxe  zusammenfällt} 
die  Halbaxon  der  ilUipse  sind  bier 

Die  Anzahl  der  Beispiele  liUst  sich  leicht  fortsetzen. 


in. 

Es  sei  K  ein  Umkreis  des  Dreieckes  AiA^A^]  über  der  Seite 
A^A^  als  Sehne  constrairen  wir  nach  (1)  zwei  Kreise  K^,  K^'  mit 
den  Mittelpunkten  C^'  (Fig.  2),  welche  die  Seite  A^A^  im 

Pankte  berflhren.  Aehnlich  ftr  die  Seiten  A^A^^  A^Ay  mit  cykli* 
Kber  VertauMhnng  der  Indices.  Den  Flächeninhalt  des  Preieckes 
AiAfA^  beeeichnen  wir  mit  ^äa,  den  Winkel  bei  Ak  mit     and  die 

gegenüberliegende  Seite  mit  a^^.    Der  Halbmesser  dos  Inkreises  von 

Ja  sei  r,  und      der  IFalbmesser  des  die  Seite      aussen  berQhrcudcu 

Inkreisee.  Die  FlücheDinbaltc  der  Dreiecke  BiB^B,^  ^jQ^si  ^'^'Q' 
werden  wir  mit  ^t,  J«,  bezeichnen. 

4.  Die  Yerbindnngslinie  SAh  teilt  den  Winkel  cr^  in  swei  Teile, 

welche  wir  mit  ß  und  mit  Iudex  des  beiliegenden  Scheit(  Is  bezeichnen 
werden.   So  z.  B.  SA^A^  »      u.  s.  w.   Es  besteht  äumit 

1)  Der  Mittelpunkt  dm  Bertthrangskreiift «  der  avsMrlwlb  dot  Draieckat 
AiA^A^  Hegt,  aei  Cm, 

AMk.  A.  Ibdk.  1.  Pkjn.  1»  laiht,  T.  TL  S7 
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i3A4-/Jx-a.,      Ä^«^t'-1,  2,  3 

woraoB 

Der  Karze  wegen  Bei 
gomit  wegen 

tt^  =  2J2BiD  (2) 
'-  =  2M,    28in«-^  (3) 

5.  Adb  dem  Torallgemeinerteii  P^ftgoreiscfaen  Satee 

erliftlten  wir  (2): 

sin*«!  —  stn^Mt-hsin'«^— Siina^sinflrjCos«} 
worans  durch  cyklische  Vertaoschung  der  Indicet  und  Sammatioii: 

£sio<a  =  2UsixLu£cota  (I) 
Hit  Rücksicht  anf  die  bekannte  Formel 

köuuen  wir  dieeetbe  schreiben 

£cota  —  ücota-i-^coseca  (II) 

wo  Bich  die  Sommation  und  MnltipUoation  wie  auch  Im  folgenden 
aaf  die  drei  Winkel  doe  Dreied^es  ewtreckt. 

6.  Die  Formel 

geht  ttber  nach  (2)  in 

sin  ttg  —  sin    cos  og  4~  sii^  o'i 

woraoB  wir  wieder  durch  «^kÜBche  Yertanadrang  der  Indieae  und 
Snmmation  erhalten 

2;Biao  =  ^sina^cosa^    ä  ^  »  —  1,  2, 3  (III) 

oder 

Z8in(a^4-«^  —  ^sinaj^cos«^ 

7.  Für  den  Fl&cheaiuhuiL  des  Dreieckes  gelten  bekauntlick: 

^a—    ^    —  -g-smftrf         Ä^»^»s»  1,8,3  (4) 
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und  Bomit  wegen  (11): 


=  y«  (»  -  «,)(*  -  a,)(*  -  as) 

—  *•«  —  r,(#  — oj)  -=  r,(«— o,)  —  r3(*— (6) 

(7) 

Aus  (5;  ond  (6)  fuigt  der  Satz  von  Mahieu: 

Au  der  Gleichung  (4)  mittelst  (2)  folgt 

^«=:2i2>i7tiiia  (9) 

Nim  ist  aber 

somit  wegeu 

Wkl.  ^A/S^«  —  2ff,  4  ^  »  ^  t  —  1,  2, 3 

Y  'Ssm2as=i2^2:8iBaC08a  (10) 

Vergleichen  wir  nun  (Ü)  und  1  i),  so  erhalten  wir 

4nsinir«- £siB 2a  QS) 

oder 

2/7  sin«  =  i^smacosa  (IV) 
Ans  der  ersten  (iieichong  (6)  folgt 

^a  =  A*27sina  (11) 

somit  wegen  (10): 

2r2:sitttt  =  Jl£sin8a  (12) 
Ana  der  Formel  (7)  erhalten  wir 

2  Ja  =  Äxfl*  =  2AxÜ8ÜI«jr 

somit:  ^ 

^  —   .  biuox  (13) 

woraas  wieder 

-sf  =  ^  JSsiiiii 


8     1  1 


Mlütipliciroii  wir  die  GleichaDgen  (IB)  fftr  s  —  1,  2,  3,  erhalten  wir 

1  u 

hih^h^  Ja* 

welche  Relation  mit  ROcksicht  anf  (9)  in 

2Ja*=  Rf'i  (15) 

fihergobt.  Vorglcicben  wir  nun  dies  Resultat  mit  der  Gleichang  (8), 
so  erhalten  wir 

t7« 
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R  Ä,  Ä,  Ä,  =  ^r^r^U  (Iß) 
Abs  den  Oleichmigeii  (6)  folgt: 

£     =  £        *  • 


was  deu  Satz  vou  Stoiaer*)-Bobilier  ausdrückt,  nämlicl): 

r     rj    r,  r. 
Ferneres  erbaltm  wir  am  den  Gleichangoa  (6) 

«•i + »•» + "  ^«  f — 1— L.  — i — L  — ^ — — 

nun  ist  aber  wegen  «  —  Tit  der  Ansdmck  in  den  KUnimero  gteidi 

AR 

womit  sieb  der  zweite  Satz  von  Bobiii  er*)  ergibt: 

4i?=:r,  +  r,  +  r3-.r  (18) 

Ans  den  Gleichungen  (11)  nnd  (12)  folgt: 

r  B^^^^ 
2R  "  £mnu 

was  mit  Hälfe  der  liekanntea  Relation 

£nnu  —  4ilcos^ 


in 


-^^4Jl8in"  (19) 


übergebt. 

a  Es  sei       =  9^,  wo 

—  i^sin^j^  —  Äcos  «4  —  g"  cot«^ 

Für  den  FläcUeninbalt  vou  Jk  erhalten  wir: 

^»  =  1  ^Qj^if,  sinÄSÄ,  A  ^  a  =  1,  9,3 

KuQ  ist 
somit 

Ja  =  iS'ÜGOSaJStg« 

was  mit  (9)  Teigliclien  gibt: 


(20) 


1)  J.  Steiaer's  Werkv  I.  Bd.  pg.  214. 

9)  Bnchien  in  Gcrgonae-Aonslct  des  mstb*  Gonf.  Steiner  I. 
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17tg«  =  £tga  (Y) 

oder  wegen  (lY'): 

Xsiii  0000«  s  2i7co8  a  2tg«i  (VI) 
SekUüman  am  4  t» 

9.  FOr     gilt  Mch 

*-»^)" 

ferner  iat  (Fig.  1) 

Ab a  s     —  ^  2 

V-   2""  -  2 

WO 

FOr  den  FlAcheninhalt  von  ^«  erliAlten  wir 

72« 

-  %  ^COS«^>  C08«^^8iü«g  =  /t»12c08«^  2;  t«  ~  (21) 
Es  ist  aber  auch 

^008»  I*  coi«|*  «in «a  -  2  ilcoB  I  ^  00»  I'  «OS  ^  finl» 
womos  w^a 

Xcos  2"  cos  2  sm^  —  ^  »  i  ^€0b"  | 

fit 

^,-yirco8  5-Eco««2  (22) 
Vergleichua  wir  nim  die  Resultate  (21)  and  (22),  so  «rbaltea  wir 

2i7eo6  5  -Ptg^  -  ITcos« 5  (VU) 
^on  iat  abor  bekaonüich: 

2!oo««5-  2(l  +  iliin|) 
somit  kdniMii  wir  (VII)  scbreibon: 

-StgS^fltgg+flsec?  (Vni) 

Bemerkung:  Sind  die  Dreiecke  dm^  nicht  in  einer  beton- 
dnten  Lage  in  einander? 
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10.   Fftr  den  FUUtoüihalt  des  Dreieckes  ^e*  erlialtflii  wir: 

—  Rm%vD^\.  £ (23) 

oder  w0geik 

—  ü?  ilsin  ^  cos  ^  =-  ^-  nida  «  (21) 
Dafdi  YerglelcfanDg  der  Formelii  (38)  and  (24)  ergibt  sich: 

2oot|  — JDTcolgl  (Q) 
Ferner  folgt  aas  (24)  mit  Eaduiclit  anf  (9): 

ftluilidi  ans  (21)  lud  (24): 

Die  Dreiecke  —  D^D^D^  ood  ^4'  —  D^'D^'D^'  sind  coDgraent. 
Ihr  Flftcheuinbalt  ist 

» £  sin  «t 
somit  gilt  wegen  (10)  ond  (12): 

Jd      R  £sma 
^«     2r  £ü]k2a 


IV. 

11.  Im  Artilnl  8  sdgten  wir,  dass 

8Bh  —  ffji  JlC08«j 

somit  gilt 

und  wegm  (19): 

12.  Nach  dem  Artikel  7  und  9  besteht 
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üi^2»in^  min*- 

«omit: 

0/—  Dr  —  ]7cos«<  —  2jk^« 
Durch  SammatioD  erhalten  wir 

£(Ui'—  Ui)  =  2nR+^ 

nämlich  der  UntcrscbicJ  der  Umfönge  der  Kreise  um  C  und  C* 
(Fig.  1)  ist  gleich  dem  Umfange  des  aus  S  bcschricbcDon  uud  beide 
Kreise  gemeiuschaftlich  in  JJ  bcrühreudeii  Kreise;  die  Summe  der 
rnterscliiede  der  ümfiinge  der  Kreise  A',  und  AV  ist  gleich  der 
Öumme  der  Umfäuge  des  Umkreises  und  lukreises. 

Ferner  gilt 
somit 

Endlich  sei  noch  nachsteheude  Belation  aufgeführt: 

Fi'—I)  U/—  Ui 
 —  —  cos  Ol  =  ^  — 

soinit  iit 

•    Fi'—  Fi  _F  R 
£V—  (Jt^  1/ "  2 

für  t  =  1,  2,  S,  d.  i.:  Daa  Veriilltiiisa  der  Unterachiede  dar  Flftdien. 
Inhalte  mid  Uniftnge  der  Kreise  JT/  nnd  JTi»  welclio  wir  nach  Art  1. 
aller  einer  Sehne  conatmiren,  ist  gleich  der  HAlfte  des  Halbmeaaera 
dea  gegebenen  Kreisea.  So  ist  in  der  Fig.  3  der  Unterschied  Fi^F 
gleich  dem  schraf&rten  T^e  nnd  0/—  Vi  gleich  dem  Umfange  des  ana 
dem  Mittelpunkte  8  die  Sehne  berührend  gelegten  Kreisea. 
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Claus*'.  U^ttr  magUcke  UuadruU. 


XXI. 

üeber  magische  Quadrate. 

Von 

Felix  Clausa. 


Die  Aufgabe  x.x  Zahlen  von  Ip  —  r'^p  (wobei  p  ein  beliebiger 
Factor)  iu  ein  Quadrat  von  x  .r  Feldern  so  eiazuzeichDen ,  dass  die 
Summe  aller  Glieder  je  einer  iler  x  wagereebten  oder  senkrechten 
Reiben  oder  eiufr  der  beiden  DiaKoualen  dieselbe  ist,  zerfällt  nach 
dieser  Methode  in  zwei  Haaptgruppcu,  je  nachdem  die  Basis  x  eine 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Die  Grösse  der  jedesmaligen  bumme  bestimmt  sieh,  da  x  Reihen 
vorhanden,  mit  Hilfe  der  arithmetischen  Progressionen  nach  der 

Formel:  8  —  '    ^     •  j  oder:  5  =  ^  (1  +« Der  EinfiMhhoit 

halVcr  soll  in  folgenden  Ansführangen  der  constante  Factor  p,  den 
mau  ja  jedem  Endei^ebniss  nui-  anzufügen  hat,  weggelassen  werden. 
Bio  Aufstellung  der  Zahlen  geschieht  nun  vollständig  symmetrisch. 

L  Die  Basis  sc  eine  gerade  ZahL 

Du  erste  Glied  der  ersten  iragereehten  Reibe  heisst  1;  das 
letzte  «.  Demnach  lautet  in  ders.  Reibe  das  zweite  3;  das  TOiletita 
« -  das  dritte  8  n.  s.  w.  Das  erste  Glied  der  sweiteii  (wager.) 
Reihe  lautet  demnach  «-|~lt  ^  Utalb^  3s t  die  flbrigen  Glieder  ders. 
Reihe:  x  +  2;  x+3  u.  s.  w.  2«— 2;  3s— 1.  Ebenso  verhalten  sich 
die  folgenden  Reihen.  In  der  letzten  beisst  das  letzte  Glied  x^; 
demnach  das  vorletzte  — 1;  ...  das  «letzte  (d.  h.  das  erste)  Glied 
der  letzten  Reihe  — x-|-l  u.  s.  w.  Ebenso  findet  man  das  letzte 
Glied  der  vorletzten  Reibe  a:^-lx;  das  erste  Glied  ders.  Reihe 
~2»-|-i  0.  s.  V.  Q.  s.  w.  —  (vergl.  die  am  Schlosse  angefügte  Xalel). 
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Am  diMw  völlig  symmetiisdieii  AnfttaUmig  der  »m  ZaUea 
6Kglebt  «ich  sofort: 

I).  Je  zwei  sich  diametral  gegenüberliegende  Zahlen  betragen 
zusammen  Mitbin  ist  die  Summe  aller  Glieder  jeder  von 

beidffii  DiagODslen,  4«  jede  m  Glieder  hat,  je  ^ 

IIa)  Die  Suniuie  des  ersten  und  letzten,  des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  h.  w.  Gliedes  der  ersten  wahrer,  Itcihe  betr.  jedesmal  1+*; 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzicu  wagei.  Keiüe  jeUesm.  2x^—x-\-l\ 
mithin  die  Somme  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der  ersten 
imd  letzten  wager.  Reihe  zus.  jedesm.  8-|-2s>  oder 

IIb).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten .  dos  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  zweiteu  wager.  Keihe  betr.  jedesmal 
1+^;  die  Summe  jo  ders.  Glieder  der  vorletzten  wager,  Keihe 
jedesni.  2a-^  — äx-f-i;  mithin  die  Summe  jo  zwei  sich  entsprechender 
Glieder  der  zweiten  und  vorletzten  wager.  Beihe  zus.  jedesm.  2-^^* 
oder  2(1 -|-a;*}. 

Hc).  Bei  allen  folgenden  Reihen  findet  dasselbe  Yerhältaiss  statt 

Illa).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten ,  des  zweiten  und  vor- 
leisten tt.  B.  w.  Gliedes  der  ersten  senkrechten  Reihe  betr.  2+«'-**} 
die  Smnme  je  ders.  Glieder  der  letzten  senkrechten  Reihe  jedesm. 
«-l-a*;  mitbin  die  Summe  je  zwei  rieh  entsprechender  Glieder  der 
ersten  nnd  letzten  senkrechten  Reibe  zus.  2+8»'  oder  2(1 +8'). 

Illb).  Bei  allen  folgenden  senkrechten  Reihen  findet  dasselbe 
Verbaituiss  statt 

Tertanscht  man  nnn  ans  jeder  Reihe  |  mal  je  swel  sieh  ent* 

sprechende  Glieder  luii  den  ihnen  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen, 
doch  so,  dass  die  Diagunalzahien  als  solche  gewahrt  werden,  d.  h. 
dass  man  aus  der  ersten  wagerecbten  Reihe  das  zweite  nnd  Yorletste, 
vierte  ond  viertletzte  Glied  n.  s.  w.;  aus  der  zweiten  wagerecbten 
Reibe  jedoch  das  erste  und  letzte,  dritte  und  drittletzte  Glied  n.  s.  f. 
immer  abwechselnd  mit  den  ihnen  diametral  gegenflberliegenden  Zahlen 
vertanscht,  so  mllssen  nach  den  obigen  Ansfahningen  allemal  vier 
Glieder  in  jeder  wagerechten  oder  senkrechten  Reihe  nnd  zwar  das 
erste,  zweite,  vorletzte  nnd  letzte;  oder  das  dritte,  vierte,  viertletste 
and  drittletzte  Glied  n.  s.  w.  immer  die  Snmme  2(1+«*)  ergeben. 

Hauptregel  ist  nun,  dass  man  znerst  die  beiden  mittelsten  Qua* 
dinte,  dann  die  beiden  um  diese  sich  gmppirenden  Quadrate  a.  s.  w. 
behandelt 
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A.  Ist  die  Btais  »  «ine  durch  vier  toUbare  Zahl,  w  erhAlt  man 

in  jeder  Reihe ^  nial  die  Summe  2(l  +  a;*)  d.  b.  ^(l-^z^)  w.^z.  b.ir. 

B.  Ist  die  Basis  x  eine  gerade,  aber  nicht  flnvrh  vier  teilbare 
Zahl,  so  wird  zuletzt  allemal  nur  ein  einzelnes  (Quadrat  Übrig  bleiben, 
das  mau  nach  folgenden  Kegeln  zu  behandeln  hat 


Die  Suouiie  aller  Glieder  einer  jeden  Reihe  der  inneren  Qoadrate 

X  —  2 

beträgt  nach  den  obigen  Auslührungen  (1-}-«')  • — 2  '  ^oni 

äUBiersten  Quadrate  mflssen  demnach  aoaser  den  Eckiahleu  je  zwei 

sich  direct  gegenfiberliegendo  Glieder  zns.  allemal  ^{l  H-«^)— (1+^ 

d.  h.  1-f-sr'  betragen.  Dieses  ist  aber  die  Summe  je  zwei  sieb  ein- 
ander diametral  geg(^nüberliegender  Zahlen;  die  Aufgabe  wird  also 
gelöst  sein,  wi  uu  nur  zwei  anoinanderstossende  Seiten  des  äussersten 
Quadrates  aus  den  noch  vorhandenen  Zahlen  so  gebildet  sind,  dass 

die  Summe  je  ihrer  Glieder  5  (1 4-^*)  betrftgt,  und  jede  Reihe  allemal 

nur  eine  der  sieh  einander  diametral  gegenflberliegenden  2ahlen 
enth&lL  Die  euuelnen  Glieder  der  beiden  anderen  QuadraCi^ten 
nftiaeii  dann  die  Diametralaahlen  ihrer  direct  gegenttberUegenden 
Zahlen  eeia 


Die  beiden  zu  bildenden  Seiton  des  ftuBsersten  Quadrates  seien 
die  untere  und  die  rechte  Quadratseite.  Man  bildet  sie  nun  folgender^ 
messen :  Zunächst  vertauscht  man  in  beiden  Diagonalen  die  Endglieder 
mit  einander.   Die  fibiigen  ungeraden  Glieder  ausser  den  letzten 

»  —  6 

— ^    ungeraden  Gliedern  der  unteren  Keihe,  die  durch  die  letzten 
—  6 

ungeraden  Glieder  der  oberen  Quadratseite  ersetzt  werden,  also 

das  dritte,  fttnfte,  siebente  u.  s.  w.  Glied  behalten  auf  beiden  Seiten 
ihren  Platz  bei;  während  die  geraden  Glieder  der  unleren  Seile,  also 
daü  zweite,  vierte,  sechste  u.  s.  w.  Gliud  durch  die  geraden  Glieder 
der  rechten  Seite,  und  die  geraden  Glieder  der  rechten  Seite  durch 
die  ungeraden  Glieder  der  oberen  Seite  (ausser  natürlich  der  Eckzahl) 

«—6 

ersetzt  «erden;  nur  dass  an  Stelle  der  letzten  — |—  ungeraden  Glie- 

ac— 6 

der  der  oberen  Seite,  die  ja  schon  verwertet  sind,  die  letzten  — ^ 
ungeraden  Glieder  der  unteren  Quadratselte  treten.  Ist  dies  attss 
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gwchehen,  so  rertauscht  man  in  der  nnteren  Qaadrataeite  noeb  das 

UMa  und  das  (^  +  1^  <31ied  mit  einander. 
Dana  erhAU  die  nntefo  Qoadratseite: 

1)  .  das  erste  und  letzte  Glied  der  oberen  Onadratseite,  d.  h.  die 
beiden  Sommaaden  1  nnd 

2)  .  eine  aritbrnetiscbe  Beibe  von  —j-  Gliedern,  deren  Aafuigs- 

gfied  das  dritte  Glied  der  letzten  wager.  Reibe  also  deren 
Endglied  das  Torletzte  Glied  der  letzten  wager.  Beibe  also  s*— 1, 

deren  Summe  mithin   .  — betragt  Hierbei  ist 

X — 6 

Jedoeb  -j-  mal  die  Differenz  zweier  sieb  direct  gegenttberliegenden 

Glieder  einer  senkrechten  Beiho  zaviel  genommen,  die  von  der  Snnune 
wieder  abzuziehen  ist, 

S).  eine  aritbm.  Reibe  von  -75—  Gliedern,  deren  Anfiingsglied 

das  zweite  Glied  der  rechten  Quadratseito,  also  2«,  deren  Endglied 
das  dritüctzto  Glied  der  recbUu  Qnadratseito,  also     — 2«,  deren 

Sanune  mitbin  -  '  ^  •  — b«*"*«'.     Bs  ergiobt  sieh  daher 

für  die  nntero  Qaadratseite  die  Snmmes 

s  - 1+^+   2—  4-(x"-x)+ — ^  5p 

=  (4+4*-|-2»3— «H-2«— 4«H-2«-4  -sB4-6icH-**-6a4«'— 2«*):4 

—  — ^ —   oder:    2^^"!"^^       ^-  ^- 
Die  rechte  Qoadratseite  entbftlt  dann: 

1)  .  das  erste  iiiied  der  letzten  wagerccktuii  iitiiliü  d.  h.  äe-|-l, 

2)  .  das  lelzta  Glied  der       1  ^  wagerecbten  Beibe  d.  b.  ^|-f  ij^, 

3)  .  eine  aritbm.  Beihe  Yon  — ^  Gliedern,  deren  An&ngsglied  das 

dritte  Glied  der  rechten  Qaadratseite,  also  3^^  deren  Endglied  das 
Torietzte  Glied  der  rechten  Qnadratseite,  also  deren  Summe 

mithin  • .  «ZL?  betrügt, 

X  -  2 

4)  .  eine  arithm.  Beihe  von  GllederD,  deren  Anfaagsglied  das 
dilti»  Glied  der  ersten  wagerechten  Beiher  alao  8;  dem  Enä^jM 
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das  TOflelste  Glied  der  enCea  wagereebten  ReOie,  also  deren 

3  +  x  — 1  «5-2  X— 6 

hummc  mithin  ^  -  beträgt.  Hierbei  ist  jedoch  — ^  mal 

die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenüberliegendoü  Glieder  einer 
senkrechten  Keiho,  die,  wie  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Aufstellung 
erholK.  x^  —  .r  beträgt,  zu  wenig  genommen,  was  nun  zur  Gesamt- 
samroe  noch  zu  addiron  isU 

Es  ergiebt  sich  daher  ftr  die  rechte  Qnadratseite  die  Summe: 
Ä*«'-H-i4-(2+ 1 ) '^-^ —  2  +         IT  +  x(*"-*> 

=  (4«*— 48+4+2*^4- 4u:4-2x='4-a:»—  4x-  2.r^-f  2x-f.r^-  4  —  2r 

22;  +  2a;'  » 
—  — '-g —  Oders  w.  s.  b,  w. 

n.   Die  Basis  x  eine  ungerade  Zahl. 

Die  Aufstellung  der  x.x  Zahlen  geschieht  ebenso  wie  bei  den 
Quadraten  mit  gerader  Basis ,  nur  dass  noch  in  jeder  Reihe  das 
mittlere  Glied  besonders  auszudrQckon  ist;  und  zwar  ist  dieses  allemal 
gleich  der  halben  Summe  des  Anfangs-  und  P^udgliedes  einer  jeden 
Reihe.  In  der  ersten  wagerechtcu  Reihe  wird  es  also,  da  das  erste 

Glied  1,  das  letite  Glied  »  heisst,        ;  in  der  letitea  wageraehten 

Beihe^  da  das  erste  Glied  e*— das  letste  «■  heisst,  ^ 
lauteo.  Ebenso  berechnet  sieh  das  mitClOTO  Glied  der  ersten  senk- 
rechten  Reihe  ans  1  nnd  als   ^ —  ;  das  der  letitea 

ST  4-«* 

seokrechten  Reihe  aus  x  und     als  — ^ — .  (Yergl.  die  am  Schlüsse 

angefflgte  Tafel). 

Bei  der  Verschiebnng  der  einzelnen  Zahlen  ist  nun  namentlich 
zu  beachten,  dass  man  jedes  um  den  Mittelpunkt  sich  gmppirenda 
Quadrat  einzeln  nach  den  im  folgenden  aufgestellten  Formeln  zu 
behandeln  hat  Sie  teilen  sich  in  Quadrate  mit  ungeraden  Grund- 
zahlen, deren  Basis  um  eins  v  <  r  mehrt  eine  durch  vier  teilbare  Zahl, 
und  solche,  deren  Basis  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teil- 
bare Zahl  ist 

A.  Die  Basis  «  nm  dns  Termehrt  eine  durch  vier  teilh.  ZahL 

I).  Die  vier  Eckzahlen  nnd  die  vier  je  in  der  Mitte  einer  Seite 
stehendeii  Zahlen^  kars  lüttebahlen  genannt,  verschiebt  man  so^  daaa 
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die  «ntero  Mittelsahl  in  die  Hnke  obere  Ecke,  die  fedite  Mlttolnlit 
in  die  rechte  obere  Ecke,  die  Unke  Mittelzebl  in  die  linke  untere 
Ecke,  die  obere  Mittelzabl  in  die  rechte  untere  Ecke  m  stehen 
kommt;  nnd  die  linke  obere  Ecksabi  o1>ere  MitCelsahl,  die  rechte 
obere  Eclonhl  linke  Ifittelzahl,  die  linke  untere  EckzahL  reehtd 
Mittelzahi  nnd  die  rechte  untere  EckzaU  untere  Mittelsahl  wird; 
als  Figur  durch  swei  Paralieiogramine,  die  sich  in  ihren  Eckpnokten 
«af  einander  an  verschieben,  Terdentlicbt;  also 

a  b  e  k  a  f 

d   e   f    and:     c    e  g 

g    h    i  d    i  b 

IIa).  Die  zweiten  und  vorletzten  Zahlen  der  beiden  wagorechten 
und  senkrechten  Reihen  vertauscht  mau  so  mit  oinandor.  iliiss  die 
zweite  und  vorletzte  Zahl  je  einer  der  beideu  paraliclcu  iieihen  in 
die  ihueii  gegenüberliegende  Reihe  zu  stt-hcu  komuieu,  doch  so  üahH 
die  zuerst  sich  diametral  einander  gegenüberliegenden  Zahlen  nun 
direct  sich  gegcnaberliegen;  als  Figur  dargestellt  durch  ein  Bechteck, 
dessen  Ecken  sich  auf  einem  der  beiden  Farallelenpaare  and  den 
Dhigooalen  fortschreitend  verschieben;  also 

m    o  H  p 

iX;  und; 

n  p  o  m 

IIb).  Die  dritten  und  drittletzten,  die  vierten  und  viertletzten 
u.  8.  w.  Zahlen  der  beideu  wa',M  rechten  und  senkrechten  Reihen  be- 
handelt man  nach  demseibeu  Tnuzip  wie  die  zweiten  und  vorletzten 

x—Z 

Zahlen  (vecgl.  IIa);  und  zwar  hat  man  so  auf  jeder  Seite 
nebeneinanderstehende  Zahlen  zu  behandeln. 

ni}.   Auf  jeder  Seite  werde  n  dauu  noch  zu  beiden  Seiten  der 

Mittelzahl  )e  ^  ^  d.  h.         Zahlen  flbrig  blelbea,  von 

denen  man  noch  aber  nur  anf  zwei  aneiuanderstosseuden  Qoadrat- 
Seiten  je  zwei  sich  entsprechende  Zahlen  mit  einander  zu  vertauschen 
hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  erst  diametral  gegenflberliegcnden 
Zahlen  sich  nun  direct  gegcnaberliegen,  zusammen  addirt  also  jedea- 
xnal  die  Summe  l^^x^  eiigeben. 

Es  enthalten  dann: 
Die  obere  Quadratseite: 

1)  .  die  untere  Hitlelzabl  d.  h. 

2)  .  die  Unke  obere  Eckzahl  d.  b.  1; 


Digitized  by  Google 


430  Claus»',  üeber  moffitehe  Quadrate, 

3)  ,  die  rechte  Mittelzahl  <L  h.  -y-.«; 

4) «  eine  arithm.  Reihe  tob  — Gliedern,  deren  Anfiyiggglied 
des  sweite  Glied  der  letiten  wagereehten  Reihe  d.  h.  «* — te+2\ 
deren  Endglied  dai  ("^^'^^)*  letzten  Ueihe  d.  h, 

 äf     — ^'  deren  Snmme  mithin  ■ — ■ — g  -j— 

hetrftgt  —  Hierbei  iat  jedoch         mal  die  DÜferens  sweier  sich 

X  —  3 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  ii.  znviel  ge- 

nommen, was  Ton  der  Geiamtsnmme  wieder  abinsiehea  ist  '-^ 

X  —  3 

5)  .  eine  arithm.  Keihe  von  Gliedern,  deren  ADÜangvgUed 
das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagereehten  Reihe  d.h.  deren 

Endglied  das  (*"2  ^H*^)»  Glied  der  letzteu  wagerechten  Reihe  d.  h. 

xV  ll-'^-'  +  ^-l-l 

 ^+1»  «löwn  Snmme  mithin  ^  .  — ^ 

OB  —3 

betrigt  —  Hierbei  ist  jedoch         mal  die  Differenz  zweier  sich 

senkrecht  gegenttberliegcnden  Glieder  d.  h.  ^   (z^^x)  zuviel  ge- 
nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist 
Die  obere  Qnadratseite  besteht  also  aas: 

— 2 — hi+nr-*T  2 

-  -|-   2  2 — r  ^*^-*> 

--6a>f-4«>---«H«~l^<i'H^— 

4«-M«"  X 
» — ^ — d.h.  2U+«*)  w.  z.  b.  w. 

Die  linke  Qnadratseite: 

1).  die  untere  Hittelzahl  d.  h.^^^'^^i 
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SO-  die  reehto  oben  Eekzabl  d.h.  m; 

3)  .  die  linke  Uittelzahl  d.  h.  ; 

4)  .  eine  arithmctisclio  Reihe  von  e^  -  Gliedcru,  deren  Anfangs- 
glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrecbteD  Reibe  d.  h.  2x;  deren 
Endglied  du  der  letzten  Benkrecbten  Reihe  d.  h. 

r-3 

trig;t  —  Hierbei  ist  jeducli         mal  die  DiÜ'ereuz  zweier  sich  wago- 

rccht  gegen Qberlicgendcn  GlieLlern.  die  wie  sofort  ans  der  Symmetrie 
der  Aufst»'llnng  erhellt,  x  —  i  beträgt,  zuviel  genommen,  was  Yon  der 
Gesamteamme  wieder  abzuzieben  ist  — 

0).  eine  arithmetische  Keibe  von         Gliedern,  deren  Aofangs- 

glied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkreehten  Reibe  d.  h. 

fx4-\  \ 

deren  Endglied  das  l  — — f-1  j.  Glied  der  letzten  seukrecbtea  Reibe 


3 


d. h.  f       + 1 )  «;  deren  Snmme  mithin  — 

betrftgt  —  Hierbei  ist  jedoch  — |—  mal  die  Differenz  zweier  sich 

gegeaQberliogenden  wagercchteu  Glieder  zuviel  genommen  d.  b.  — ^* 
X— 1),  was  von  der  Oesamtsamme  wieder  abznziehen  ist 

Die  linke  Qoadratseite  besteht  also  aas: 


8^ 


 9  +*+  2  +  2  2  r^*-l^ 

H  2  2 — r 

^4j  Mg*  ^  h,  |(l-|-ar«)  w.  z.  b.  w. 
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In  den  beiden  anderen  Quadratoeiten  ist  jedes  Glied  das  nr- 
iprflnglicbe  Diamentralgliod  seines  gegenühorl legenden  Gliedes,  also 
lülemal  das  Snpplement  zn  Bezeicbuo  ich  nun  die  entsprechen- 

den Glieder  der  get3'('nül»erlipgendon  Reihe  mit  er,  j5,  y,  d  u.  s.  w., 
so   erhalte  ich   für  jede   der  beiden    vorliogonden  Qn.idratscitea 
—  o-j-l-f-»*  —  ß-h^-j-^*  —y  ^'  5        ganzen  j  doch 

— •••)•        ß-{-y-t"'  geben  aber  zosammeu 

I  (l+i^)  1  mithin  iit  die  Summe  der  eiDseloen  za  addireaden  Glieder? 

flf (1  -i-gß)  - 1  a =  I  (1       w.  z.  b.  w. 

B.  Die  fiasia  x  um  eioa  vermindert  eine  durch  vier  teilbare  Zahl. 

I)  .  Jede  Eckzabl  vertauscht  man  mit  einer  benachbarten  Mittel- 
xahl,  doch  eo,  dasa  maa  immer  von  jeder  Ecke  ans  die  gleiche  Rich- 
tung beibehfttt;  als  Fignr  daigeatellt  (die  Bogen  geben  die  Rieb- 
toof  an,  in  der  die  Vertaaschung  geschieht): 

r  §  t  u  t  9  r  »  t  $  r  v> 

V  V  M  und:  r  II  s  oder:  u  v  w    und:  »vi 
»  p  M  $  m  to  m  fß  »  «ay 

II)  .  Die  zweiten  und  vorlobten,  die  dritten  and  drittletzten 
u.  s.  w.  Zahlen  der  beiden  wagcrechteu  uiul  senkrechten  Reihen  be- 
handele man  nach  denselben  Formeln  wie  dieselben  Zahlen  der  Qua- 
drate, deren  Basen  um  eins  vermehrt  durch  vier  tiilhare  Zahlen  siud 
(vergl.  II.  A.  IIa);  nur  dass  wvah  hier  nach  diesem  Principe  auf  joder 

Seite  allemal  nur  — |—  nebeneinanderstehende  Zabiea  behandelt. 

III)  .  Aof  jeder  Seite  werden  dann  noch  zn  beiden  Seiten  der 


von  denen  man,  jedoch  nnr  auf  üwei  ancinanderstossenden  Qnadrat- 
seiten,  noch  je  zwei  si»  h  i  inaiider  entsprcciiemii'  Zalileu  mit  einander 
zn  vertauschen  hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  einander  erst  diametral 
g^enQbcrliegendc  Zahlen  sich  nun  direct  gegenüberliegen,  zu^ammea 
also  allemal  die  Summe  1+^  ergeben. 

£s  enthalten  demnach: 
die  obere  Qoadrataeite: 


Zahlen  ttbrig  bleibeo. 


1).  die  linke  Mittelzabi  d.  b.  ^ 

S).  die  rechte  obere  Ecfcaahl  d.  b. 
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3)  .  die  obere  Mittelzabi  d.  b.  : 

4)  .  eine  ftritbmetische  Beibe  von  Gliedern,  deren  AnÜMigt- 
gHod  das  iweite  Glied  der  lettten  wagereehten  fieihe  d.  b.  ^(^«4.2; 
deren  Endglied  das  l^te  Giied  der  letzten  wagerechten  Beibe 

2ir*— «4-1  <c-t-.j-t-  2  ^  ,»3 
d.li.  1;  deren  Summe  mithin  

Hierbti  ist  jedocb         mal  die  Differens  sweler  rieb  gegeoAber- 

^  5 

Uegeoden  Glieder  einer  seakrcchteü  Keihe  d.  h.  — {piß—z)  zuviel 
genommen,  was  von  der  Qesamtsamme  wieder  abzusieben  ist  ^ 

jp  3 

5)  .  eine  arithmetische  Aeibe  von        GÜedera,  deren  Anfiukgs- 

gUed  das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagerechteü  Reibe  d.  h.  x*— 

jema  Endglied  das  ^^^+1^^^  Glied  der  letzten  wagerecbten  Reibe 

d.h.   >  ^i©**®!»  Summe  mithin   g  •  "g" 

betrigt  Hi0rl)ei  ist  jedoch  auch  wiedenim  — ^ —  mal  die  DifliBreaz 

zweier  sich  direct  gegenttberliegendeu  Glieder  eioer  seukrechten  Keibe 
d.h.        («^— «)  »viel  genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  noch 

abzuziehen  ist. 

Die  obere  Qoadratseite  besteht  also  ans: 

»  s=  ö  ~Ö~  T  Ö~ 


2  •  2 

-  "^-^(«^«H  2  ^4 — IT  ^''^^^^ 

=(4«:«— 4x+8-f  8a--|-4-f4«-f4x=*  -  ;ir2-|-3x-  12x^-^\)x  -^9— 2jrS-f  12j^ 
a=a^        d.  b.  ^(1+«^)   w.  z.  b.  w. 

Anh.  i.  Milk. «.  VkfB.  S.M«,T.TL  M 
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Die  linke  Qoadmtaeite: 

1)  .  die  linke  lOtteltthl  d.  k.  ^"^^+2 . 

2)  .  die  linke  obere  Eckzahl  d.  Ii.  1 ; 

2x2  X  4- 1 

3)  .  die  uutcro  Mittelzahl  d.  h.        2  » 

^  g 

4)  .  eine  arithmetische  Reihe  von  "  2  "  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  sweite  Glied  der  letzten  senkrechten  fiethe  d.  h.  2xi  deren 
Endglied  das         —  l^te  Glied  der  letzten  senkreekten  Beitie  d.  k, 

/«4-1     \                              2x-{-(''^  -iVx 
 ^)**»        Snmme  mithin  ^  ^ —     *  ^2 


ar  — 5 


Hierbei  ist  jedoch        mal  die  Differenz  zweier  sich  wagerecht  gegen- 

aberiiegenden  Glieder,  die,  wie  sofort  ans  der  Symmetrie  der  Auf- 
stellung der  Zahlen  erhellt,  x  —  i  beträgt,  znTiel  genommen,  was  von 
der  Geaamtsnmme  wieder  abzuziehen  ist  — 

6).  eine  arithmetische  Reihe  von  -  Gliedern,  deren  Aiuaags- 
glied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h. 

deren  Endglied  das  ^^"^^ -f~i^te  Ulitd  der  letzten  senkrcchteu  Reihe 

d.b.  ( -g-  H-1 deren  Snmme  mithin  ' — .  - 


2 

X  5 

betrflgt.  Hierbei  ist  jedoch        mal  die  DifEerenz  zweier  sich  wage> 

recht  gegenüberliegcuUcu  Glieder  d.  h.     ^    («;  — 1)  zaviel  genommen, 

was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist 
Die  linke  Qoadratseite  besteht  also  ans: 

H  2  •''2  T"  ^'"-^^ 

—  8 

— w.  s.  b.w. 
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To  den  beiden  anderen  Qaadratseiten  ist  jedes  Glied  das  orsprang- 
liehe  DiametnlgUed  seines  gegen  aberliegenden  Gliedes,  also  idlemal 
das  Supplement  zn  Bezeichne  ich  oan  die  Glieder  der  gegen- 

flberliegenden  Reihe  mit  o,  /3,  /  u.  s.  w.,  so  erhalte  ich  für  die 
Glieder  der  vorliegenden  Reihe  1-}-'* — «;  1  +  »*—^  u.  s.  w.  Ihre 
Summe iat alfto  »(1+«*}  — irtnnii 

Aber  ^(1 4-'^)  ;  Summe  aller  Glieder  der  ?orIiegendeii  Beihe  also 
ir(l+«>)— d.h.  ^ (!+«•>  w.  «.  b.  w. 


I 


M 

1 

t-*  tO  CO 
H     H  H 

+  +  + 


M 

1 


M        M  «C 


H 


I  I  >  I 

» 

^  «I  ^ 

-f-  +  +  + 

tO  tO  tO 


CO    CO  CO 


%  %  % 

I     I  I 


< 
o 

3. 

5* 

cb 

a 

N 

W 

CD 

CS 

2. 

50 

50 

BT 

o 
^* 

O 

ST 

* 

CB 

« 

• 

« 

• 

• 

CO 


t:*  u>  CO 


n«  ^  »i. 

I  I  I 

r  If  ?f 

I  i  i 

to  to  tc 


I 

I 


^  ^  ^ 


M  ^ 


-f  -U  + 


3 

CO 


+  +  + 

»*»  rf*  ••^ 


•      •      •  • 


•       •  • 


i  ia  w 


S=  'tf  H 
U>  M  tO 


r         I?  « 

I      I      I  i 


fi-     5f  « 


CO  i» 


I 


I 


s 


8. 

s 

I 
I 

IT  S 

I 

I 
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XXII. 

Misoellen» 


1. 

Neaer  Puukt  und  Gerade  in  der  Dreieeksel^ene* 

Bezeichnet  man  die  Soitonniitteu  des  Dreiecks  ABC  resp.  mit 
fL'^(l,  die  Tangetttialponkte  des  Inkreises  J  mit  D^1\D^,  die  der 
3  Ankreise  J*J"J*  ebenso,  nor  gestrichen:  bis  so  geben 
die  geraden  Yerbindnngslinien  der  Eeken  ABC  nlt  diesen  12  Tan- 
gentialpankten  bekanntlich')  8  ansgezeichneto  Pnnlcte,  einmal  die 
vier  Grebe'scben  Punkte:  (90^'®"®^  flftr  die  Dreiecke  bis 
DfDfDj^^  die  wir  im  Gegensatz  zn  dem  primftren  Dreieck  ABC 
die  secnndären  Dreiecke  nennen  wollen ,  und  dann  die  vier  Grebe*- 
Bchen  Nebenpnnkte  GO'G''G'".  Die  Strecke  J%  ist  der  Grebe'sche 
Durchmesser  des  Brocard'schcn  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  L  zn- 
glcich  der  Mittelpunkt  des  Lemoine'schen  Kreises  ist,  JG  der  Gre- 
be'sche Ncbendiirclimesser,  beide  für  das  inbeschriebenc  secundäre 
Dreieck:  analog  fur  die  drei  aubeschriebeneu.  Man  bat  nun  fol- 
gende Sfttze: 

I)  Die  Tier  Orebe*schen  'Nebendnrchmesser  der  se- 
candftrsB  Dreiecke  schneiden  sich  in  ein-  und  dem- 
selben Pankt  i8,  dem  Schwerpunkte  des  primftrea  Drei- 
ecks. 

II)  Die  Tier  Grebe'schen  Dnrehmesser  der  Bro- 
card'schen  Kreise  in  Bezng  anf  die  secnndftren  Drei- 
ecke schneiden  sich  in  ein-  nnd  demselben  Punkte:  @ 


1)  Vj^l.  Jfulmniinn:  lieber  den  Brocard'schen  Winkel.  Archiv  der  Math, 
o.  Fhyi.  1887.   T.  VI.    8.  t.   Daiclbst  «neb  LittWAtanuchweii. 
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und  zwar  liegt  dieser  Punkt*)  auf  der  Eulor'schea  Geraden  ebenso- 
weit vom  Mittelpunkte  M  des  Umkreises  für  das  primäre  Dreieck 
cutfenit.  nur  ent<rfgenge8etztLT  Richtung,  als  der  Höhenschnitt- 
puükt;  //.  Auch  sind  dann  J/SM  ^  vier  liarmonischc  Punkte  ebenso 
wie  HNSM,  wenn  JS'  der  Mittclininkt  des  durch  die  SeitcnniilUu  und 
die  Höhenfusspunktc  XYZ  gehenden  Feuerbach'scheu  Kreises  ist. 
Des  letzteren  Berfihruugspunkte  mit  dem  Inkreise  und  den  An- 
kfdien  «ton:  %Z'Z"Z''y  wahrend  tt  t^t"  die  vier  Tarry^scheo 
Pankte  der  secQodftFen  Dreiecke  sind. 

Der  Tairy'sciie  Punkt  ist  der  eine*)  Endpunkt  des  Tarry'- 
Bchen  Durchmessers,  dessen  Richtung  durch  deu  Punkt  u  bestimmt 
wird,  und  zwar  verhalten  sich  die  Abstände  des  Punktes  Q  von  den 
Seiten  des  secundären  Dreiecks  umgekehrt  wie  die  Kuben  dieser 
Seiten*).  Es  gilt  nun  der  folgende,  zwei  Qruppen  merkwflrdiger 
Dreieckspunkte  die  des  Feaerbach'schen  Kreises  mid  die  des  Bro* 
eard'sehen  Winkels  mit  einander  verknöpfende  SftU ,  der  ancli  Aber 
die  fortrttckende  Bewegung  des  Fenerbach'schen  TaagentisIpankCes 
anf  dem  Inkreise  bei  verändertem  primflren  Dreieck  Anfscblnss  giebt: 

III)  Der  Berührungspunkt:^  des  Fenerbach'seben 
und  des  Inkreises  f  Qr  das  primäre  Dreieck,  der  Mittel- 
pnnkt  L  des  Lemoine'seben  nnd  Brocard'seben  Kreises 
und  der  Tarry'scbe  Punkt:  T*)  Hegen  anf  einer  Ge- 

1)  Bewegt  sich  C  auf  dem  Umkreise  AI  mit  Radius  r,  so  liegt  @  auf  eiDem 
Kreise  ans  M  mit  Radius  r,  wobei  MiJ '  —  2<iM  itU  Vgl.  Z«lbr.  Archiv  der 
Math.  u.  Phvi-.    2.  Reihe  Teil  II.    pn?.  324. 

2)  Welcher?  kunn  auf  mchrfarhc  Art  entschieden  werden;  durch  Sali 
III)  s.  B.,  oder  oneh  dndurch,  daüü  mau  von  den  Ecken  des  secuud&rcQ  Drei* 
eck«  anf  die  Seiten  des  Broeard'acben  Dreiecks  Lote  fUlt.  DiftBeken: 

dee  Broeftrd'ecben  Dreieclu  entetehen  auf  dem  Broeerd'Mihen  Kreta«  dvreb  die 
WittlulbslbireiidMi  des  prfairen  Dreiecke.  i>ii>s9»  s:D,D|2^,  s  ece.  iit 
dann  der  Brocard'ecbe  Winkel  Der  andere  Endpankt  des  Tan7*eciieo 
Durchmessers  eeix  £,  beide  auf  Kreis 

3)  Man  constmirt  Q,  indem  man  die  durch  die  Rcktransvcrsnie  />,<9> 
.  .  .  anf  Seif»!  D^Ü^  . entstehenden  Abschwitte  vertnu^cht  nnd  so  den  Gegen- 
punkt 2  ler  Art  von  ö  herstellt.  Der  Qegenpunkt  ( rstt-r  Art,  indem  die  durch 
die  Ecktrantversale  entstehenden  Teilwinkcl  vertnub  I  t  werden,  wird  der 
Schwerpunkt  des  secundären  Dreiecks.  Bei  dieser  Spicgrlun^  an  den  Winkel» 
bslbirendeii  dee  eeenndirett  Dreiecke  werden  die  Seilen  des  pi  imiren  $  Para- 
beln, der  Kreie  «/  idbefc  wird  eine  Curre  4ter  Ordnung,  die  jedodi  in  4ie  «• 
entfernte  Gerade  nnd  die  Selten  dee  eeenndlren  Dreiecke  lerlUlt  Vier  Fnnkte 
enieprechcn  sich  eelbifc.  Das  Strahlenbüfchel ,  dessen  Strahlen  zum  Grebe'- 
sehen  Durchmesser  senkrocht  stehen,  rerwaadelt  eich  in  ein  Bfieciiel  Kegel- 
•chnitte,  die  dunh  und  /'  jjchen,  etc. 

4)  Die  Punkte  und  T  sind  zun&cbst  in  Bezug  auf  das  iabesckriebene 
sccundilre  Dreieck  zu  nehmen. 


9 
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raden.  Ebenso  in  Bezog  auf  die  Ankreise,  so  dass  im  Ganzen 
vier  Gerade  onUteben,  die  ein  rollst&ndiges  Yierseit  bilden. 

Ein  Bynthetiscb-geoinetriBclier  Beweis  für  Sftte  I)  ist  leicht  ra 
ftJiren.  (Man  weise  NJ  und  GM  als  Paralleleii  ta  einander  bmh^ 
indem  man  die  Bedeatnng  von  J  ftr  Dreieck  Wd(S  angielit) 

I)agc!^(  II  dOrtteu  II)  uud  III)  eher  iu  Dreieckscoordinaten  zu 
behandela  sein. 

Der  Beweis  ist  gegeben,  sobald  gezeigt  wird,  dass  die  ans  den 
9  Loten  der  drei  Punltte  anf  die  Seiten  gebildete  Determinante  ver^ 
scbwindet  Das  Goordinatendreiseit  sei  das  primflre  mit  den  Seiten 
o^,  den  Winkeln;«,  ß,  y,  dem  Umfange  der  ilAche  F  nnd  mit 
den  Tangenten  an  den  Inkreis  J  nftmlich: 

.      U  n  II 

Sind  ptPtp^  die  Abst&nde  eines  Punktes  P  von  den  Seiten,  so  ist 

f>i  sin  «  -f-fjj,  bin  ß  4"  i^s  Y 

eine  nicht  ?erachwindende  Constante  Air  das  Dreieck  und 

wenn  f^/,^  die  anf  irgend  eine  dnrch  den  Ponkt  p  gehende  Gerade 
von  den  £oken  iiBCgefiUlten  nnd  im  richtigen  Sinne  genommenen 
liOte  bedeuten. 

Beweis  zu  II. 

Man  stelle  die  Abstäudü  der  drei  Punkte  J,  nnd  @  auf  oder 
auch  nur  ihre  Verbältuisse,  was  weiter  keine  Scbwierigkeit  bat  F&r 
den  Punkt     also  ^iqiq  oder  auch  1:1:1,  dann  für  & 

endlich  f&r  @,  indem  die  Punkte  M 


i)      selbst  ist  durch  Anweadang  dcü  harmonischen  Mitteln  im  voUsUn- 
digen  Vieneitf  C^D^D^ÄB  lantohit  das  B«ciprok«  von  --^  4-         —  } 
2F 

wo     SS  — «    Durch  CmformoDg  wird : 
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Iroos«,  rcos/l,  rcosy)   und  H 

benntzi  werden, 

:  ?  !  WOfil 

tm         O  C 

und  #t  ^  entiprediender  AiwInMk  ist  Naa  taum  «bor  bei  der 
Detormiiuuite  das  erste  and  letite  Gtted  Toa  «j,  «f,  tfg  all  Proper- 
tionalanteil  der  andera  Zeilea  lortgelisaeB  werte  aad  wa»  erblll 
die  Detenainaate: 


K^M-iit-K»),  ni^M^'h  W-WiH-fl') 


Indem  sich  derFftOor  dl  »  ^t+j^^+l^  abeonderu  ULest,  bleibt  die 
Identität: 

übrig,  cft  gebt  also  die  (ierade  J&  durch  8,  ebenso  J'^iSTt 

Beweis  fär  III. 

Die  Abetinde  Ii,  J^,  ^  des  Mittelpnnktes  L  des  I<eaiotae*8cliea 
oder  des  JSrocard'sebea  Kreises  verbaltea  sich  wie: 

worin  aber  r,  t,  als  Proportionalao teile  der  folgenden  Zeile  bei 
der  Determinante  nnterdrttckt  werden  können  *). 


1}  l^  Mlb^t  D&mlicb  wird: 
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Die  GoordinatAD  des  TsngeniialpiuikteB  X  osd  des  Tarry'- 
■ch«!  PmktM  7*)  aSod: 

hih'H  -  co»»(*,-|-*):corf«(d^,+^);co»2(^,+^) 

worin  ^i*ä^3  die  Winkel  des  iu beschriebenen  secund&ren  Dreiecks 
^tpL,  y±^.         QDd  ^  der  Broeaid'tdie mikel  lüeim  der 

£  i  M 

durch  die  Belation 


8Ui(^i  —  ^)  8in(^8  -    flin(^»— —  «5»*^ 
(vg^.  Falinnaiui     a.  0.)  de&nirt  Bei. 

F 

Es  wird  aber  =  j^^,  somit 

El  htadelt  sich  also  am  die  Determinante: 


f(P-«»0».  Jd*'-«)'. 


Abgesehen  von  Factoren  im»'  ...  kann  di 
Formen  annebiiieii,  ao  z.  B.  wird: 


sehr  Teraeliiedene 


l)  Ist  AD^Sssf,  ao  Itl;  t,  •»»  dh» 

H*'  .X«  .    _  y±0ftr  Paukt  bemtlst 

dAc 


 V(a-6)%  indem  »i. 


I.  Hitrki  siiid  p  and  9  die  HOiwm«gineiit«  mnf  «. 

2)  Ist  wki  /) ,  i>,  r=  /),i5:r=^«, foift  i,=Sj>sin«*ss  — ^„r^^i^^tf  ' 

ilmn  «  in  sncb  ^^^J  uad 
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I  [A(Ä_a)— c(c— ,    [Kc— &)-a(a-&)P   ,    [a(a -c)— e)P 

t  [aft(*  -a)-|-<i<j(c  -a)J2,   [äc(c  -6)-{-*a(a  -*)]^   [a»(a— <?)+cA(Ä  -c)]« 

Dnrch  Sabtnetion  vad  Addition  der  Colonneo  sn  eioander  ertUÜt 
iDMi  himuw  «ttdi: 

Ä(«»(ü-d)-«(a-6))(«(a-<j)-ft(Ä-«)),  *(-)(-),  <<-)(-) 

(c(c-^)-|-a(a-6))(a(«-c)+<5.(^»-tf)),     (-|-)C-f),  (+)(+) 

Die  «weite  Zeile  kann       a)  (a—b)7fi, . . . ,  ...  oder  t^t—alc 
. . . ,  ...  geschrieben  werden  and  geht  nm  Proportionalanteile  der 
ersten  Zeile  verändert  einfach  in:  ^  (1},  i}(  Ober,  die  Ictste  Zeile 
endlich,  in  Ähnlicher  Art*)  verändert,  wird:  a*(i7t+Ac  —  äij  — ef)— 

+    nnd  da  fi-^-j^^a,  ^ ^-\-v  =  c  ist, 

kann  daittr:  «^(lyt— <^),        ...  oder  auch  — a*9l,  — 
— gesetzt  werden. 

lOthiii  Yenehwindet  ^  identisch  nnd  liegen  somit  die  Pmikte 
ZLT  wat  einer  Geraden. 

J.  Hermes. 


S. 

Momentaner  Be^veieruug^zustand  eineR  in  der  Praxis  viel 
angewandten  Mechanismaw. 

Man  stelle  sich  vor  zwei  Ebenen,  von  denen  jede  mit  einem 
cttrrenftrmigen  Schlits  von  gleicher  Breite  versehen  ist  Beide  £be- 
nen  drehen  sich  auf  einer  fosten  Ebene;  die  eine»  welche  den  Sehliti 
MN  enthält,  nm  den  Pnnht  A,  die  andere,  welche  den  Schlits  ÜV 
besitzti  am  den  Punkt  B.  In  den  Ranm  zwischen  den  beiden  Schlitzen 
denke  man  sich  einen  cylindrischen  Stift  mit  kreisf^^rmiger  Baris 
gesteckt,  dessen  Radins  genan  die  Breite  Jedes  Sehlitses  hat  Femer 


i)  K«H«*-Kc  i-a))=(cf  a)i^-aciind  i(6»+«'--«^(H«))=(«+ 
Wild  multiplteirt*  w  iit  in  dem  Prodnct  da»  GU«d  •^(ah-\-bc-{-ca)tj^  wegen  det 
Facton  ab-^-^ea  okm  BinfloM  anf  den  Wert  der  Deteroinaiile  m',  \^  and 
iUlt  arityn  fort. 


1 
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mügcu  die  beiden  Ebcucn  durch  cino  starre  Stange  FG  (Fig.  1.) 
gelenkartig  mit  einander  verbundeu  sein.  Sptzt  man  nun  die  eine 
Ebene  in  Rotation,  so  wird  vonnittolst  der  Stange  FG  ebenfalls  die 
andere  Ebene  in  Drehung  künuncn  nnd  der  iVIitt'dpuukt  E  des  Stiftes 
s^uud  zwar  nur  er  allein  desselben)  eine  bestimmte  Curve,  die  soge- 
nannte Eingriffslinio  beschreiben.  Die  Tangenteuconstruction  an  die 
Kingriffslinie  ist  bereits  in  der  vorigen  Abhandlung  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden.  Iiier  ist  das  Verhältniss  der  Rotationsgeschwiudig- 
keiten  der  sich  um  ^1  und  B  drchcndeu  Ebenen  unmittelbar  ge- 
geben; nennen  wir  näralich  die  RotatiousgeschwiudigkeUen  um  ilund 
Bi  u  resp.  ß  und  bilden  den  Schnittpunkt  Q  von  AB  und  FG ,  so 
ist  bekannCiidi: 

(Diese  Gleichung  ISndet  sich  abgeleitet  in  unserm  Aufsatze: 
Theoretische  Untersuchung  einiger  in  der  Praxis  angewandter  kine- 
matischer Cylinderkotteu.  Jahrgang  1881  der  Verhandlungen  dos 
Vereins  z.  lioiörd.  dos  Gewerbti.  Seite  43^—4.40.) 

Au  der  Gieidnuig  eigiebt  aich  das  QfiwihwimdigkeittYwliiltniit: 

ß  ~~  ÄQ 

Um  nmi  die  Tangente  an  die  Eingriffslinie  ia  £  za  oonstroireiDi 

zeichne  man  zunächst  die  Mittellinien  der  Schlitze  und  lege  daran 
in  £  die  Tangenten.  Vom  Punkte  A  fälle  man  darauf  die  Normale 
auf  die  Tangente  der  Curve  MN^  letztere  sei  Aa^  ebenso  fälle  man 
von  B  die  Normale  auf  die  Tangente  der  Curve  VV,  dieselbe  sei 
Bb.  Kaumehr  ziehe  man  ab  and  coustruire  aof  ab  den  PonlLt  %  bO| 
daw 

ag  AQ 

ist.  Endlich  ziehe  man  qE  und  zeichne  za  den  eoordlnirten 
Schenkel  EF\  letzterer  ist  die  verlangte  Tangente. 

Man  construire  ferner  die  Norraaleu  der  Curven  MN  and  UV 
in  anf  der  Normalen  der  Curve  MN  nehme  man  den  l>eliebigen 
Puikt  Caa  mid  TSfbiade  deuelbra  durch  eitie  itarre  Stange  gelenk- 
art%  mit  A\  ebenao  nehme  man  anf  der  Hormalen  der  Curve  JJV 
den  Punkt  D  beliebig  an  and  verbinde  denzelbea  gelenkartig  durch 
«ine  atarre  Stange  mit  B,  £ndlich  verbinde  man  aaeh  die  Nor- 
nalen,  die  man  sich  von  C  bis  £  and  von  1>  bis  .Eals  stane  Stangen 
denkt,  nnd  B  drehbar  mit  einander.  Man  kann  aich  ntm  die  dreh- 
baren Ebenen  mit  ihren  Schlitzen  entfernt  denken  nnd  man  erhftlt 
den  MeehaniamoB  in  der  Figar  2.  Die  von  dem  Fnnkt  fbeachiiebene 
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Cunre  bat  dieselbe  Tangente  alt  die  Torber  oonitndrte  der  Ein* 
grifiUaieL  Dorcb  diese  Tangente  ist  bekanntlieb  der  momentane  Be- 
wegongnostaad  der  Stangen  (Glieder)  CE  nnd  BD  ?oUkommen  be- 
stimmt 

Der  Mcchauismus  in  Fig.  2.,  welcher  als  sccbsglicderige  Cy- 
lisderkette  in  der  MaechinenwisseDSchaft  bekannt  ist,  findet  An- 
wendung bei  der  Qaintenzwaage,  bei  einer  besondem  Art  der  Stepben- 
son'schen  Locomotivstenemng,  bei  der  Hart'schen  Geradfobninf 
n.  a.  w. 

Man  kann  nnn  sageu,  dass  in  Homo:  anf  die  Bewegung  des 
Punktes  E  'der  Mechanismus  in  Fig.  1.  uui  dem  Mechanismns  in 
Fig.  2.  momentan  identisch  ist  Sind  di«;  Punkte  C  und />  in  beiden 
Figuren  zugleich  die  Krünunuiighinittclpuuktö  der  Curveu  MJ\'  uud 
UF,  so  sind  beide  Mechauismcn  in  Bezug  anf  die  Bewegung  des 
Punktes  E  duppuU  momentan  tdentiscb,  d.  h.  die  von  E  beschrie- 
benen Carven  beider  Mecbanismen  haben  dieselben  Krammnngt- 
radien.  Die  Gonstmction  dieser  Krammangsradien  werden  wir  in 
einer  epiteren  Abhandlung  geben.  Sind  endlieb  die  Carven  MN  nnd 
UV  Kreise  nnd  die  Punkte  C  und  D  beider  Fignren  derselben  ihre 
Mittelpunkte,  so  sind  heide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung 
des  Punktes  E  absolut  und  continuirlich  identisch.  Interessant  ist  der 
Specialfall,  wenn  die  Schlitze  geradlinig  sind,  nnd  deren  Mittellinien 
durch  die  Punkte  .1  und  Ii  hindurchgehen,  es  fallen  dann  die  Punkte 
C  und  D  in  die  Unendlichkeit  (Fi«r.  3.)  und  die  von  E  beschriebene 
Curve  ist  die  feste  Polcun'e  einer  beweglichen  Ebene,  dt  ren  Punkte 
F  uud  <r  um  A  und  B  Kreise  beschreiben.  Um  die  i  iin^eute  an 
die  Polcurvc  zu  zeichnen,  braucht  man  nur  EQ  zu  lu  u  und  zu 
EQ  die  Coordinirte  /•;/'  zu  construiren,  letztere  ist  die  verlangte 
Taugeilte.  Ebenso  werden  wir  in  der  späteren  Abliandlung  dcu 
Krümmungsradius  der  Polcnrre  finden;  eine  allgemeine  Lösung  seiner 
Constraetion  ist  meinem  Wissen  nach  bis  jetst  noch  nicht  gegeben 
worden* 

Um,  wenn  auch  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Normale  der 
von  E  beschriebene  Curve  (Fig.  1.)  zu  finden,  kann  man  auch  fol- 

gendermaassen  verfahren :  Man  bilde  die  Schnittpunkte  L  und  K  der 
Linie  FG  mit  CE  und  ED.  Hierauf  bilde  man  den  Schnittpunkt  /-* 
der  Geraden  LA  und  Kß,  zieht  man  uuu  die  Geradi'  PE^  so  ist 
die!?e  die  verlaugte  Normale,  CiJiese  Construction  liabeu  wir  in  der 
vorher  genannten  Abhandlung  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  z. 
Beförderung  des  Gewerbtieisses  (Seite  438 — i'M)  gegeben.)  Es  wäre 
wül  interessant,  den  Zusammcuhang  ditaer  NornialencoualrucUou 
mit  der  vorher  gegebenen  Tangentenconstruction  zu  ündeu. 
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"Wir  haben  dAmaaek  für  die  Conttraation  dar  Normale  der  Pol* 
carre  in  Fig.  3.  auch  folgende  LöBang:  Man  errichte  aaf  AE  in  B 
die  Normale  EL  nnd  anf  -  BE  in  JS  die  Nonnale  EK^  bilde  die 
Sehnittpnnkte  JT  nnd  £  von  FG  mit  den  Geraden  EL  nnd  EK,  ver« 
binde  A  mit  L  and  B  mit  JT,  der  Schnittpnnkt  P  dieser  Yerbin- 
dnngelinien  giebt  mit  E  yerbnnden  die  verlangte  Normale. 

Jnli  1882. 

AngoBt  Ramisch) 
Lehrer  der  Mathematik  nud  Mechanik  in 
Treuenbrietzen. 


S. 

Zur  Lehre  der  «laadraiiücheu  Formen. 

Dieser  Aufsatz  beantwortet  die  Frage:  welche  quadratischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  können  dnrcb  lineare  Tranfonnation 
in  andere  mit  m«  n)  Veränderlichen  transformirt  werden? 

Lie  Antwort  lautet;  Diejenigen ,  deren  Determinante  und 
sämtliche  Diagonalunterdetcrminanten bis  zam  (m-l-I)-tett  Grade 
ind.  verschwinden,  wenn  aber  die  Diagonalnnterdeterminanton 
ii»-ten  Grades  nicht  sflmtlich  verschwinden,  so  kann  die  Form  In 
eine  weniger  als  m  Verftnderliche  enthaltende  Form  nicht  ttaoi- 
formlrt  werden. 

L 

Die  quadratische  Form 

ff     1 )  2)  ...  A 

gehe  durch  die  lineare  Xransformation 

9i  ^  £eik!fk      (i  —  1,  2,  ...  m) 
i      1|  9j  .  •  •  W 

•  Aber  in  die  quadratische  Form 

ii  h  9  1)  2f    .  n 


1)  D'mponaluntcrdeterminaTitcn  «nd  diejenigen,  deren  sämtliche  Haopt- 
di^onalelementcsar  Hai^uliagonale  der  aniprflngUcben  Determinante  geboren. 
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Diu  Xierivirteu  der  beideu  Formen 

l  Bf  1  Bg 

^  ""2äc,'     ^*  ""2  5;       (/-l,  2,  ...  «) 

sind  durcli  die  Relatiuueu  verbunden: 

ptdfo        y«)  —         «I» ... 

I»        ^9  ^9   •  . .  II 

=  £/i(ci^  CNtf).«ft 
—  1,  2,  ...  n 

Die  traniformlrte  Form  enthftlt  ff  nicht,  wenn  iv  =  0,  also 

csi,  ...  Chi)  =  0      (it  »  X,  2,  ...  n) 

elnd.  Dnnn  Terschwindet  aber  die  I>etenainante  der  qnndratiBclieB 
Form  f: 

i(  &  ^  If  2)  *  •  •  n 

Hieraas  folgt: 

1.  Wenn  D  nicht  0  ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Verändere 
lieben  durch  lineare  Transformation  nicht  verringert  werden; 

2.  wenn  />  0  ist,  so  ist  die  Reduction  möglich,  und  zwar 
können  ebenso  viele  Veränderlichen  weggeschafft  worden,  wie  viele 
iinoar  von  einander  unabhängige  X4Ö8angen  das  Gieichungssystem: 

«h)  —  0      <«  —  1,  2,  ...  n) 

zniftsst 

n. 

£s  seien  D  und  die  sämtlichen  Diagonal unterdeterminanten 
bis  zum  (m+l)-ten  Ghrade  «0,  wftbrend  die  Diagonalnnterdeter- 
minante  m-ten  Grades 

It        2|  • .  •  iw 

nicht  verschwinde. 

f»  >  0 ,  denn  wenn  die  sämtlichen  Diagonalanterdeterminanteo 
zweiten  (oü  au  — a,«')  und  ersten  (a,v)  Grades  verschwinden,  so  Ter- 
schwinden  andi  die  samtlichea  Elemente  von  i>,  ^eser  Fall  kann 
aber  ansgeschlossen  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  daß  die  Determinante  fm-j- l)-ton  Grades, 
die  aus  d  hervorgeht  durch  Ilin/ufiignng  der  o-teu  lieiho  and  der 
^ten  Colonne  von     als  (t»-^l)-te  Aoihe  resp.  Colonne. 
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<r 

Die  simtßehea  Jvß  ▼erseliwiDden.  0enii  wenn  «r  oder  ß  ^  m 
iit,  80  sind  swel  Reihen  resp.  Golonnen  identiecb; 

wenn  er  ^  |9  >  m,  so  i&t  Jmß  eine  DiagonalnnterdetenniuAnte 
(»•^l)*^^  Grades; 

wenn  o^/3  oud  beide  ^niftiod,  &o  Terschwindet  die  Deter- 
minante (m-f*8)-ten  Grades,  welche  ans  d  dnrch  Hinmfilgnng  der 
c-ten  nnd  ^-ten  Reihe  nnd  Colonne  tob  D  entsteht,  mit  ihren  sAmt- 
liehen  Diagonainnterdeterminanten  erster  Ordnung  nach  der  Tornas^ 
NBiang,  dann  verschwinden  aber  die  sftmtliehen  Unterdetemünanten 
otster  Ordnnng,  nach  einem  belcannten  Satze  fther  symmetrische 
Determinanten,  also  ist  anch  J^ß  s=  a 

Hierauf  begründet  kann  es  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  unter 
den  genannten  Umständen  das  Gleicbnngssjstem 

M^u  «•„  ...  r»)  —0       (»=  1,  2,  ...  n) 

von  einander  lineare  nnabb&ugige  Lösungen  zalässt. 
Es  sei  daß  diejenige  Determinante  m^ten  Grades,  welche  ans  d 
durch  Weglassung  der  a-ten  ^a^mj  Colonne  und  UinzufOgung  der 
jl-ten  Colonne  von      nnd  des  Zeichens  ( entsteht 

Dann  sind  die  (i»  -m)  Losungen: 

äfnif^ -»  «i  >     «  1,  2, ...  n— wj 

Em^^O  (y -  1,2, ... ^1,  ß+ly.^n-m)  ) 

Durch  Substitution  ergiebt  sich  nflmlich: 

Wenn  also  die  Form  f  durch  die  lineare  Transformation  traut- 
fonnhrt  wird: 

««  —  y«+  ^tia,m^ßymi-ß         («       1,  2,  .  . .  1») 

^  =  1,  2,  . n— «») 
ar«+/f  —  ^'9m^ß  —  Ii  2»      »— «•) 

deren  Determinante  —  r/"-«  nicht  verschwindet,  so  fallen  die  Ver» 
laderiicben  ym^ß  (/3  «  X,  2,  ...  n  —  m)  aus  der  transformirten  Form 
weg,  und  die  tiansformirte  Form  wird 
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sein  mit  der  nicht  ver5?nhwindcnden  DetcinunaiitG  d.  Die  Aii/ahl 
der  VerüDderlicben  kauu  also  durch  liueare  Traosformatiuu  nicht 
weiter  redacirt  werden. 

Klanaenbiirg  (UngMn)  1887  Jaof 

Prof.  I»r.  J.  YkljU 


um 


4. 

Seien  a  und  71  ganze  Zahlen,  dann  wird  offenbar 


lime  =  Mmi^ii+l) ...  (»+«-1)  =  lim««  [l +i| .. .  |l 

lim 9  V  lim limit«-ao 

lifflr(a  4-  n) «-  lim  ««  i '(»)      lim  «  =  00 


oder 
dttrans 

und 


r(n-f  g)  — r(«)         ^   »i«— 1 
bm  ^-^  ^  =lim/\ti)  — — 

Enetwn  wir  mm  n  dnreli    a  dorch  d»,  k>  wird 

Sdmlbeii  wir  mm  n:r  an  die  Stelle  von     so  folgt 
oder 

and  demnach 

lim  ^  {log r(nx)  —  «t}  —  X log jf — *     lim«  —  00 

Wir  haben  also  durch  ziemlich  einfache  Botracbtungcn  eine  Reihe 
von  Sätzen  gewonnen,  die  sonst  auf  einem  viel  umständlicheren 
abgeleitet  werden. 

Prag,  im  Joni  1S87.  W.  LAska. 
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Fischer.  F.,  Aiifangsgrande  d.  Mathematik  zum  Gebrauch  an 
höheren  Schalen.   3  Tie.  Leipzig,  Granow.  Geb.  6  Mk.  50  Pf. 

Leitfaden,  mathemat,  f.  d.  fQrstl.  GjrovuMiiitm  zn  Gera.  2.  Afl. 
Gera,  Kanite'B  Yeri.  Kart.  2  Mk. 
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Bravn,  W.,  Bechenbneb  f.  d.  oberen  Klassen  t.  Real-  v.  Han- 
delsscholen. Angsbnrg,  lUeger.  Geb.  1  Mk.  50  Ff. 

Fechner,  H.,  Aoiipdien  t  d.  ersten  Unterrieht  in  der  Bneh- 
stabenrechnnng  n.  Algebra.  8.  Afl.  Berlin,  W.  Schnltie^s  YerL 
1  Mk.  20F1 

Genau,  Ä.,  Rechenbuch  f.  Lehrerseminare.  2.  Afl.  v.  A. 
Genau  u.  P.  A.  Tüffers.   L  Bd.  Gotha,  Thienemann.  1  Mk.  80  Pf. 

Heis,  SammJg.  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  d.  allgem. 
Arithmetik  n.  Algebra.    74.  n.  7^  Afl.  Köln,  DaMont*8chaaberg. 

3  Mk. 

Kley  er,  A-,  vollständ.  gelöste  Aufgaben  Sammig.  aus  allea 
Zweigen  d.  fiecheukuust  etc.  401  —  431.  Uft.  Stuttgart,  J.  Maier. 
k  25  Pf. 

Li  ob  mau  u,  mathemat.  Formeln  u.  Regeln,  sowie  Aufgaben 
m.  LüBgü.  z.  Vorbcreitg.  f.  d.  Portupec-i'  aiiiiricbs  Prüfung.  Berlin, 
Liebersche  B.  Kart.  2  Mk.  50  Pf. 

Löbnitz,  G.  Tb.,  Beehenbneh  f.  Gymnasien,  Realgymnasien, 
Beel-  n.  höhere  Bflrgerschnlen.  2.  TL  13.  Afl.  HUdesheim,  Ger- 
stenberg. 1  Mk.;  Antwortenhft.  10.  Afl.  60  Pf.  . 

Mflller,  E.  R.,  planimetr.  Constmktionsaofgaben  nebet  An- 
leitttog  m  deren  Lösnng.  3.  Afl.  Oldenborg,  Stelling.  Kart  1  Mk. 
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Privat-  u.  Selbstantenicht.  2.  TL  2.  Afl.  Breslan,  Trewenfll. 
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gart, J.  Maier.   1  Mk.  40  Pf. 
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II.   Betrachtgn.  üb  d.  Determination.   Grimma,  Oenscl.   1  Mk. 

Hösch,  L. ,  üb.  d.  Koefficienten  d.  Ausdrucks  d^af^  u.  einige 
m.  ihueu  verwandte  Zahlenverbindungen.    Berlin,  Gärtner.    1  Mk. 

Igel,  B. ,  üb.  einige  algebraische  Reciprocitätssätze.  Leipzig, 
Freytag.  1  Mk. 

Lenzer,  0.  a.  F.  Joch,  Hilftbnch  f.  d.  BecheDiiQterricht  in 
d  ant.  Seminarkkaseu.  1.  Tl.  Ooth«,  Tkieaemaiiu.  8  Mk.  60  Pf. 

Hertens,  F.,  IIb.  wtndscbiefe  Determinanten.  Leipzig,  Frejrtag. 
24  Pf. 

Nagl,  A ,  die  Rechenpfennige  n.  d.  operative  Arithmetik.  Wien, 

Frick.  2  Mk 

Suhle,  Ii.,  Leitfaden  f  d.  Unterricht  in  d.  Arithmetilc  1.  n. 
2.  Hft  2.  Afl.   Kothen,  Schettlcr's  Erben.   3  Mk.  50  Pf. 

Wnlfingboff,  R.,  luvarianton-Rechng.  Metbode  z.  Bestimnig. 
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üeriio,  Gärtner.   1  Mk. 

tieemetrie« 

Baer,  K.,  paraboibche  Koordinaten  in  d.  £bene  nnd  im  Banme. 
Beilin,  Mayer  Q.  H.  1  Mk.  60  Pf. 

Blancke,  H.,  Baumlehre.  1.  Tl.  9.  Afl.  Hannover,  HaJin. 
Kart  60  Pf. 

Breuer,  A.,  constmctive  Geometrie  d.  Kegelschnitte  auf  Grund 

der  Focaleigeuschaftcn.   Eisenach,  Bacmeister.   1  Mk.  60  Pf. 

Buka,  F.,  projektivische  Massstfibc.  Ein  Ilülfsmittel  zum  Stu- 
dium der  synthet.  Geometrie.   Berlin,  Wincko!mann  u.  S.   2  Mk. 

Feld,  A.  u.  V.  Serf,  Leitfaden  f.  d.  geometr.  Unterricht  an 
höheren  LehrauBtalteu.  4.  AH  Wiesbaden,  Knuze's  Nachf.  1  Mk. 
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Hormann,  G.,  Untersncbg.  Üb.  die  Grenzen,  zwischen  welchen 
Unduloide  n.  Nodoide,  die  v.  zwei  festen  Parallelkreiaflicben  he- 

4*« 


Digitized  by  Google 
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a.  Prftparanden-ADBtalten.  2.  Afl.  Aachen,  Barth.  1  Hfc.  60  Pf. 
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gegebene  Punkte  d.  Banmes  gehen  od.  gegebene  Linien  d.  Baomea 
berObron.  Frauenfeld,  Haber.   1  Mk.  60  PI 

Kohn,  Q.,  ab.  Flüchen  dritter  Ordng.  m.  Knotenpankten. 
Leipzig,  Freytag.   20  Pf. 

K  öS  Her,  H.,  Leitfaden  d.  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
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2.  Afl.   Hai  Ig,  Ncbcrt.    75  Pf.-,  kart.  80  Pf. 

Leb  mau  n,  K  ,  De  la  Iliro  und  seine  sectiones  conicae.  1.  Tl. 
Leipzig,  lliurichs  selic  Sort.    1  Mk.  20  Pf. 

Pietsch,  Katecbismns  d.  Haambcrecbnnng.  3.  Afl.  Leipzig, 
J.  J.  Weber.    Geb.    1  Mk.  80  Pf. 

Reim-Kegelu  zur  geometr.  Aualysis  v.  Xeuos.  liaveushurg,  Dorn. 
3Ü  Pf. 

Schweder,  G.,  Lehrbuch  d.  Planimetrie.  4.  Afl.  Riga,  Kymmel. 
Kart  1  Hk.  50  Pf. 

Simon,  H.,  Geometrie  f.  hob.  Bfii^gerschnlen  (Mittelschalen)  n. 
Lehrer^eroinarien.  8.  Afl.  Breslau,  Hirt,  Yeri.  Kart.  1  Hk. 

West  er  mann,  H.,  die  analyt  Geometrie  aof  d.  Schale  a.  das 
Rechnen  m.  Hilfe  der  Logarithmen.  Biga,  Kjmmel.  Geb.  8  Mk. 

Wiedemann,  G.  0.,  die  geometr.  Darstellg.  d.  Qaadratw  d. 
Kreiaes.  Berlin,  Friedrich  Nachf.  60  Pf. 
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Ma  8  B  n  7 ,  W.,  flb.  die  Bestimmang  d.  FaUbeschleanlgang.  Einige 
Transfonnationsmethoden  i.  Untersuchaog  d.  Eigenschaften  ebener 
Garven.  Grosif-Strehlit^,  Wilpert.   1  Mk. 

Sarrazin,  0.  u.  H.  Overbeck,  Tasd  rnbuch  zum  Abstecken 
V.  Kreisbögen  m.  u.  ohne  Uebergangscurven  f.  Eisenbahnen,  Strassen 

0.  Kanäle.  4.  Afl.  Berlin,  Springer.  Geb.  3  Mk. 

Mechanilt. 

Poisson,  F.  D.,  Lehrbuch  der  analyt.  Mechanik.  Deutsch 
hrsg.  V.  A.  Pfannstiel.  L  Lfg.   Dortmuud,  Meyer.   2  Mk.  75  Pf. 
Raasenberger,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 

1.  Bd.   Mechanik  d.  materiellen  Punkte.   Leipzig,  Teubner.  8  Mk. 

Wroiisky,  R,  das  Tntensitätsgesetz  u.  d.  Gleichartigkeit  der 
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Berlin,  v.  Decker.    75  Pf. 

Echo.  ('U'kfrotochiiisches.  Organ  f.  d.  Fortschritto  d  an  pje  wand  ton 
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n.  C.  Gra winke!.    1.  Uft.    Halle,  Knapp.    2  Mk. 

Jauiuaiiu,  G.,  eutgegongekuppelte  Fadeuwagcu  zur  absoluten 
Kraftmessuüg.   Leipzig,  Freytag.    20  Pf. 
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Stefan,  J.,  flb.  thermomagnet  Motoren.  Leipxig,  Freytag. 
30  Pf. 
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IL  Basel,  Georg,  Verl.   4  Mk. 
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EM.  60  Pf. 
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Israel-Holtzwart,  K.,  Beiträge  zur  Anwendung  unendl.  Reihen 
im  Gebiete  der  Baboborechnung  (ier  Planeten  o.  Kometen.  Wies- 
baden, Bergmann.    2  Mk.  40  Pf. 

Mahler,  astronomische  Untersachnng  üb.  d.  angebl.  Fin- 
stemiss  unter  Thaicelath  II.  v.  Aegypton.    Leipzig,  Freytag.    80  Pf. 

Nachrichten,  astronomlscbe.  Hrsg.:  A.  Krüger.  119.  Bd. 
(24  Nrn.)  Nr.  1.    Hamburf?,  Mauke  S.    prcplt.  15  Mk. 
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Nr.  18.   4.  Bd.   5.  Stttclc.   Leipzig,  Engelmann.   2  Mk. 
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Elemente.  Leipzig,  Freytag.  86  Pf. 
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Gärtner.  1  Mk. 
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WoUweber,  J.  6.,  der  Himmelsglobus,  e.  Mittel  tut  Kennt- 
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Physik. 
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Frey  tag.   70  Pf. 
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Krebs,  G. ,  Gruudriss  d.  Pbysik  L  höh.  realist  Lehranstalten. 
2.  Afl.   Leipzig,  Veit  u.  Co.   5  Mk. 

Lfsoar,  J.,  die  tägl.  u.  jälurl.  Periode  der  magnet  Indinatton. 
Leipzig,  Freytag.  40  Pf. 
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ger. 8  Mk. 
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Iq  Fr.  Muuke's  Verlag,'  in  .lenu  erschien  und  iat  durch 
jode  Bttcbbaodlung  oder  auch  direkt  za  beziebei: 

Die 

Lebensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Briete     eiie  Frciidii. 

Eine  populäre  Astronouiie  der  Fixsterne 

von 

Hit  46  Textmastr.,  2  Tafeln  n.  1  lltelbfld. 

Geh.  4  Mk.,  eleg.  geb.  ö  Mk. 

Das  DrefMlaer  T^eblatl;  schreibt: 

„Der  berQhmte  Verfasser  bat  nicht  etwa  Wilhdm 
V.  Humboldts  Titel  nur  adoptirt,  sondern  es  iat  ein  so  er> 

kenntuistiefer,  liebenswürdiger  Zug  in  dem  ausgezeich- 
ueten  15 u che  vorherrschead ,  flass  man  es  ungern 
aas  der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
muss:  das  ist  ein  gpistvolles  Werk,  so  unter- 
haltend und  fesselnd  wie  belehrend  und  grössere 
Gesichtspunkte  schaffend.  Wir  empfeiUen  tias  Buch 
unter  voller  VeratUvorlung  aufs  irärmsteJ 


Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 


Pr«f.  II.  €.  E.  MartuM, 

Direktor  dea  Sophi©B-B«»lfymn»Miam8  in  Barlin. 

Grosse  Aesgabe.  2.  Auflage   Mit  lüO  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 
7  Mk.  50  P£ 

Dass.    Mnl-Ansgabe.    Mit  80  Figuxen  im  Tette.    Qeh.  Frdi 
2Mk.60Pf. 

Leipzig.  CA.  Koches  Vorlagsbuchhandiong. 

{J,  Sciujbuach.) 
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Literarischer  Bericht 

XXI. 


Geschichte  der  Mathematik  uiid  Physik. 

Bulletino  di  biblioi;iaüa  c  di  storia  (IcUo  scicnze  matomatiche  e 
iisicho.  Pubblicato  da  B.  Boucompag  ui.  Tumo  XIX.  Koma  1S86. 
Tipografia  delle  sciense  natematiche  e  fisiche. 

Der  19.  Band  «ntliftlt  folgende  Abhandlongen. 

A.  Favaror  Ueber  eiuige  in  der  Bibliotcca  Nationale  za  Flo- 
renz kürzlich  oüideckte  Galilciauische  Doeuineiito.  —  Weitere  Unter- 
suchungen über  das  Leben  und  die  Werke  des  Schweizer  Mathema- 
tikers aus  dem  17.  Jahrhundert,  Bartolom  eo  Sovero.  —  Die 
Optik  des  Claudio  Tolunico  da  Eugeiiiu,  Admiiais  von  Sicilioa, 
Schriftstellers  des  12.  Jahrhunderts,  lateinisch  hergestellt  auf  Grund 
der  arabiacheii  Uebersetswg  eines  unvollkommenen  griecbisdien 
Textes,  dann  snm  eretenmal  naeh  einem  Codex  der  Biblloteca  Am- 
brosiana zur  Beurteilung  von  Seiton  der  IcöDigüchen  Alcademie  der 
Wissensebaflen  in  Torin  ▼erOffentlicbt  Ton  Gilberte  Govi,  Mit^ 
glied  derselben  Akademie.  Tnriti,  kOnigl.  Druckerei.  Ton  Seite  220 
(XLIX— 171)  mit  nenn  Tafeln.  —  Die  >Bibliothok  des  GalUoo  Ga- 
lilei, besehrieben  nnd  erläutert 

A.  Genocchi:   Kurze  Bruciistücke  aus  dem  Leben  des  luge- 

uieurs  Savino  Rcalis. 

P.  Riccardi;  Zu  einer  vollständigen  Sammlung  der  mathemati- 
schen Werke  von  Loreoao  Masoheroni. 


Digitized  by  Google 


2 


Liatnritehtr  BtridU  XXL 


S.  Rcalis:  Giovanni  Plana,  geboren  zn  Voghera  den  8.  No- 
vember 1781,  gestorbeu  zu  Turiu  den  29.  Januar  1864. 

Ch.  Henry:  lieber  einige mgednickte  Blätter TOn  Lagrange. 
—  Ungedmckte  Briefe  von  Eni  er  an  d'Alembert  —  Ungedruckte 
Briefe  von  Laplace,  veröflfontlicht  mit  einer  ersten  Redaction  seiner 
Methode  die  Kometen  bahnen  zn  bestimmeii  ond  einer  Notiz  Ober  die 
Manuacripte  von  Fing r 6. 

E.  Nnrdacci:  Ungedmeltte  Iiebenebeeehreibnngea  italieoinslier 
Mathematiker,  ▼erfiMSt  von  Bernardino  BaIdL 

J.  Dupuis:  ]\ote  tlber  eine  geometrische  Stelle  der  Republik 
des  Platon.  —  Note  aber  eine  geometriscbo  Steile  des  Menon  vou 
PlatoQ.  H. 


Bibliotbeca  Mathematica  heransgegebcn  von  Gnstaf  Eneström, 
Stockholm  1886.  E.  n.  G.  Beyer.  Berlin,  Mayer  n.  Malier.  Paris, 
A.  Uermaon.  4^ 

Mit  diesem  Bande  schliesst  die  erste  Reihe  der  Bibliotbeca 
Mathematica,  welche  seit  1884  (s.  litt  Bericht  11.  8.  37)  Im  An- 
schlnss  an  die  Acta  Mathematica  und  in  gleichem  Format  mit  den- 
selben erschienen  ist.  Er  besteht  ans  4  Namern,  deren  Jede  fBr 
sieh  mit  dem  alphabetischen  Veneichniss  der  Werlce,  Abhandinngen 
nnd  Noten,  dann  der  Beceusionea  beginnt  Die  darin  berOcksIch- 
tigten  Jonmale  sind  in  Nr*  4  angefahrt  Hleranf  folgt  ein  sachlich 
eingeteiltes  Register  der  Namen  der  Verfasser  mit  Yerweisnng  mf 
die  Namern.  Unter  den  vermischten  Notizen  ist  in  Nr.  1.  nnd  2. 
besonders  zu  nennen  die  Kritik,  welche  B.  Boncompagni  der 
Schrift  von  Maximilien  Marie:  „Sur  Thistoire  des  sciences  math6- 
matiques  et  physiquo!?"  —  zuteil  werden  lässt,  indem  er  derselben 
zahlreiche  UngeTin'iiL'Iccitfm  und  Mänf^'d  in  den  Angaben  nachweist. 
—  L.  De  Marrhi  rechthrtigt  dio  Namensangabc  „Manrolicio"  statt 
der  trowöhnlichcu  „Maurolicc»'*;  liuch  mag  der  Namo  von  dem  Mes- 
siner  Matliemutiker  selbst  verändert  worden  sein;  mau  hndet  dafür 
auch  Maruli.  ~  Eneström  stellt  in  Nr  1.  2.  und  3.  die  in 
Schwedeti  i)ublicirton  Schriften  von  Ausliinduti  uud  schwedische 
Uebersctzuugeu  ausläiidibcher  Werke  zusammen.  —  S.Günther  zieht 
den  Anteil,  den  Albrccht  Dürer  au  der  Begründung  der  Curventheorie 
bat,  ans  licht  P.  Mansion  und  6.  Enestrflm  geben  histori- 
sche Aofscblttsse  aber  Newton's  allgemeine  Interpolationsformel.  ^ 
Ansserdem  sind  in  den  einseinen  Namern  mehrere  Fragen  gestellt 
ond  1  Beantwortang  gegeben.  H. 
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Bibliotheca  Hathematica.  Zeitsdirift  fttr  Geschichte  der  Mathe- 
matik. Heraosgegeben  von  Gaitaf  EnestrOm.  Stockholm  1887. 
Neue  Folge  I.  8<».  32  S. 

Dio  neue  Folge  der  Zeitschrift  beruht  auf  dem  Beschlüsse  die 
Fortfbhnmg  des  Veneichakses  der  Werke  nad  Abbaadluugen  aof- 
aageben.  Die  Geschichte  der  Hafbematik  soll  von  da  an  den  Hanpt- 
gegenstand  bilden.  Sie  gibt  nnn  karze  historische  Anftfttze  ia 
grosserer  Ansahl  sls  bisher.  Dann  folgen  Becensionen,  Mittdlnng 
nea  erschienener  Schriften  and  Fragen.  Das  1.  Heft  enthalt  folgende 
Aofeatxe: 

G.  Eue  ström:  Kurze  Ueborsicht  ubtr  die  neuen  Forschungen 
iu  der  ücschichte  der  Matlicinatik.  —  Neue  Notiz  aber  eine  Ab- 
handlung von  Chr.  Goldbach  betretieud  die  SumiiiaUuu  der  iicihuu, 
1718  ia  Stockhohn  publicirt 

8.  Ganther:  War  die  Cykloide  bereiu  im  16.  Jahrhnndert  be- 
kannt? 

P.  Riccardi:  Kote  besflglich  auf  eine  Ansgahe  des  Nnacins 
sidetens  Ton  Galilei 

P.  Tannorjr:  Dio  Ausziehuug  der  Quadratwurzeln  nach  Nicolas 
Cbuquot 

G.  All  man:  (Jeher  den  Namen  des  sogenannten  „Theorem  des 
Gnomen.**  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Lehrbuch  der  praktischen  icometrip  Von  Dr.  C  h.  Au  gust 
Vagler,  Professor  au  der  landwirtschaltl  .  Ik  n  Hochschule  zu 
Berlin.  Erster  Tril.  Vorstu  iu  u  uud  Foldmesscu.  Mit  248  Holz- 
sticheu  uud  10  Tatein.  Brauuschweig  1Ö87.  Friedrich  Yieweg  uud 
Sohn,  m  S. 

Das  Lehrbuch  ist  flBr  Anfänger  der  Geodftsie  bestimmt,  macht 
daher  geringere  Ansprüche  an  Vorkenntnisse  uud  Uebuug  als  das 
Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie  von  Jordan,  legt  dagegen 
Gewicht  auf  die  strenge  Feblertheorie  und  Ausgleichungsrechnung. 
Es  bebandelt  nach  einander  die  mathematische  Geographie,  die  ge- 
bräuchlichen Masse,  die  Brechung  des.  Lichts  in  kn «^'eiförmig  bo- 
greuztcn  Medien,  sämtlich  besclireilKMul,  die  Instrumente,  Fernrohr, 
Libellen  uud  Axen,  Krois  uud  Alhidade  uebst  üdlfsvorrichtungen,  die 
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graphischen  und  mechanischen  Hülfsmittel  der  Rpchnüng,  die  Theorie 
der  Beobachtuugßfehier,  die  Äusgleichuug  dcrselLien  Dach  der  Methode 
der  kleinsten  Qnadratsommen,  das  Felilmessen,  liierzu  das  Ahstecken 
von  Linien  zur  Längennussmig,  die  Winkelaböteckang  zur  Coordi- 
nateoaufuahnie,  die  Messtischaufnahme,  die  Theodolitaufnahme,  Po- 
lygonnjessonf!:  nnd  Triangulation,  die  Bussolcnanfnahnu  ,  das  Ent- 
werfen der  Sitiiationspläno  und  die  Flächenberechnunfr,  die  Fiächeu- 
tcUung,  das  Abstecken  langer  gerader  Linien,  die  Curvcnabsteckang. 

H. 

Anleitung  zur  Berechnung  geodätischer  Coordinaten  Von  Prof. 
Dr.  Otto  Borsch,  Sectionachef  im  Künigl.  proiissischcn  geodäti- 
sehen  Institut.  Mit  zwei  Figurentafelo.  Zweite,  vollständig  umge* 
arbeitete  und  vermehrte  Aotlage.  Cassel  1885.  A.  Freyschmidt 
165  S. 

Das  Bach  setzt,  nach  der  Abfassangtweise  zu  urteilen,  ein  ge- 
wisses Mass  mathematischer  und  das  volle  Mass  technischer  Kennt- 
nisse ▼orans  und  gibt  dem  mit  der  höhern  Geodäsie  Vertrantcn  die 

zur  Praxis  erforderlichen  factischcn  Angaben  in  Grössen  und  For- 
meln. Obwol  die  Titel  der  Abschnitte:  Mathematische  Hülfsiehron, 
Krdsphäroid,  geodätiselie  u.  zw.  geographische,  rechtwinklig  sphüroi- 
dischc,  rechtwinklig  si)hänichc,  rechtwinklig  ebene  Coordinatfii,  Anf- 
lösung  einiger  geodätischen  Aufgaben  —  auf  einen  fortschreitfiid*  ii 
Entwickelungsgang  hindeuten,  so  findet  man  die  entsprechende  Tren- 
nung und  üiilnuMg  des  blutfs  in  der  Ausführung  nicht  beobachtet 
Möge  der  Leser  entscheiden,  uh  ihm  die  gegebenen  Erklärungen 
und  die  Auurduung  des  Buchs  zum  Gebrauche  ausreichend  scheinen. 
Die  2.  Auflage  berichtigt  zahlreiche  Fehler,  die  dnrch  die  notwen- 
dige  Eile  in  der  ersten  Abfassung  entstanden  sind.  H. 


Krd-  und  Himiueli^kuiide. 

Elemente  der  theoretischen  Astronomie  lÜrStndirende  bearbeitet 
von  Dr.  Karl  I srael -Hol ts wart,  Realgymnasial-Oberlehrer  zu 
Frankfurt  a.  IL  Wiesbaden  1886.  J.  F.  Bergmann.  711  8. 

Das  Buch  ist  im  echten  Siuiu-  für  StuJuende  vertasst,  d.  h.  es 
Pfibt  nicht  Unterweisung  in  der  ausübeudou  Astronomie,  sondern  de- 
ducii  t  die  Lösung  von  deren  Aufgabe  aus  mathematischen  Principien. 
I)i(>se  Lösung  wiederam  ist  nicht  bloss  ans  den  Quellen  zusammen- 
gestellt, sondern  nach  eigner  Methode  des  Verfassers  verarbeitet  nnd 
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Yerdnfiusbt  Dass  xa  dieseai  Zwecke  ein  groseer  Teil  der  Principien 
der  analyliecben  Mechanik  nnd  manche  sehr  bekannte  QegeuBtftnde 
der  Analyiis  heionden  Torgefragen  werden,  möchte  wol  bei  natOr^ 
Ueher  Sachlage  als  ttberflttBaige  Zntat  erscheinen,  da  zn  einem  wirk* 
lieben  Stndinm  der  Astronomie  dieTertrantheit  mit  diesen  Frindpien 
selbstverständlich  notweudig  ist.  Wir  können  aber  andrerseits  darin 
ein  Zcuguiss  daüttr  erblicken,  wio  wonig  der  Verfasser  auf  das  Vor* 
handenseia  jener  natflrlicben  Sachlage  geglanbt  hat  bauen  zn  dürfen, 
wie  überwiegend  die  Astronomie  bisher  ohne  ausrcichcndo  Vorbildang 
getrieben  worden  ist,  und  wie  sehr  es  an  Büchern  gefehlt  hat,  die 
das  Studiam  begünstigen.  Hiernach  kann  wol  das  gegenwärtige  Unter^ 
nehmen  als  ein  erster,  bahnbrechender  Vcrsoch  gelten  eine  wesent- 
Lücke  der  Litteratur  auszufüllen.  Das  gesamte  Werk  besteht  aus 
5  Teilen,  deren  jeder  als  selbständiges  Ganzes  gestaltet  und  einzeln 
käutiich  ist  Der  1  Teil :  Elemente  der  sphärischen  Astronomie  — 
und  der  2te;  Nachträgt  und  Tafeln  dazu  —  behandeln  nur  die  [^geo- 
metrische Seite  der  Astonuniicj  der  3.  uud  4.  Teil,  beide  betitelt:  Ele- 
mente der  theorischon  Astronomie  —  die  Dynamik  des  isolirten  Systems 
zweier  Himmelskörper,  die  elliptische  Rahubestimmung,  Finsternisse, 
Meteorbahnen  u.  a.^  der  5.  Teil:  Elemente  der  Astromechanik  —  die 
Störungen,  und  zwar  nach  einer  orieutirenden  Einleitung  erst  mathe- 
matische Hülfsiehren  (approximati?e  Integrationsmittel,  Mechanik), 
liaiiu  die  von  den  Üahuexcentricitäten  unabhängigen  —  dann  ab- 
hängigen Störungen  des  lladiusvectors  und  der  Länge,  dann  die 
Störungen  der  Breite,  die  Säcularsturuuj^eu  der  Elemente,  dann  die 
Methode,  die  bei  speciellen  Störungeu,  wo  die  Convcrgenz  nicht  ge- 
nügt, anzawenden  ist,  dann  die  Unverftnderlichfceit  der  mittleren 
Bewegung  der  Planeten.  Ausserdem  enthält  der  6.  Teil  die  Berech- 
nung der  Störungen  der  Rotationen,  schliesslich  die  historische  lieber- 
Sicht  der  Astronomie  von  den  Ältesten  Zeiten  bis  inr  Gegenwart 

H. 


Erdkuudü  und  Mathtmatik  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen. 
Von  Dr.  Sieg m uud  Günther,  Professor  an  der  k.  lechuischeu 
Hochschale  zu  München.  München  1887.  Theodor  Ackermann. 
SO  8. 

Diese  Schiilt  soU  beim  Uebergange  des  Verfassers  von  der  matbe* 
matischen  znr  geographischen  Lehrtätigkeit  die  Stelle  einer  Antritts- 
rede vertreten  und  seine  Auffassung  von  seiner  Lohraufgabo  darlf'gcn. 

Die  Beziehung  zwischen  Erdkunde  und  Mathematik  ist  die  offen  zu- 
tage liefTcndc,  der  pemäss  die  Erdkunde  die  Dienste  der  Mathematik 
zu  ünlfe  nehmen  muss,  und  letztere  von  ihr  Angaben  empfütogt; 
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dne  andre  wird  anch  bier  nieht  gesaehL  Die  Geographie  bietet  in 
grosser  Mannkbfsltiglceit,  extensiv  und  intensiT,  qQsntitatiTe  Fragen 
dar,  die  der  Matheroatilc  anfallen.  £s  kam  nur  daraaf  an  die  spre- 
chendsten Beispiele  hierzu  in  vielseitigster  Weise  voncnÜlbren ,  waa 
denn  anch,  mit  Beginn  in  der  alten  Geschichte  (Name  „Geometrie** 
als  dentlidier  Beleg)  gescbohon  ist.  Wir  wollen  indes  nur  solehe 
Punkte  hervorheben,  in  welchen  disputabele  ADsichtco  desYerfsssera 
enthalten  sind.  Er  fflhrt  aus,  dass  mit  der  Bezeichnung  „Geogra- 
phie** die  Doctriu  zu  eng  gefasst  und  ihr  durch  Beschränkung  auf  die 
beschreibende  Methodik  ein  wesentliches  Bildungselement,  somit  ein 
grosser  Teil  des  Intcre-^t^os  entzogen  werde-,  er  befürwortet  daher 
cirn  nmfassonderen  Nameu  ..F^nlknndc".  Da  ist  es  denn  zunächst 
autialleud,  dass  er  von  der  .,Geulogie'*  —  ein  Wort  das  als  solrhes 
gleichbcdenteud  mit  „Erdkunde"  ist  -  gar  nicht  spricht.  Die  gi  wi  Im- 
liche  Einteilung  der  Geographie  in  matliematischc,  physisch  und 
politische  wird,  als  wäre  sie  nur  eben  herkömmlich,  kaum  berührt, 
und  was  wir  als  üobict  der  Geologie  betrachten,  die  Geneais  des 
Erdkörpers,  mit  in  die  zur  Erdkunde  erweiterte  Geopraphio  gezogen. 
JUie  bisherige  Spaltang  des  Lehrstoff^  wird  verworfen  ohne  deren 
praktische  Gründe  an  erwfigen.  Dass  jede  Forschung  vor  allen  Er- 
klär nngsideen  die  Tatsachen  ins  Auge  fiusen  mnss,  dass  für  die  Erd- 
kunde die  Tatsachen  ein  sehr  weites  Gebiet  umfassen,  nnd  dass 
dieser  Umstand  nns  nötigt  bei  der  Beschreibung  länger  zu  verweilen 
als  in  andern  Wissenszweigen »  ist  gana  unbeachtet  geblieben.  Zflr 
BechtfBrtignng  mOchte  man  vielleicht  anfllhren,  es  bandele  sich  am 
das'Ycrfahren  an  Hochschulen,  wo  eine  genügende  Kenntniss  der  su 
beschreibenden  Gegenstände  vorausgesetzt  w^en  könne.  Allein 
einerseits  ist  von  verschiedenem  Verfahren  für  verschiedenen  Stand- 
punkt der  Hörer  gar  nicht  die  Rede;  andrerseits  liegen  zwei  kurze 
Aeusseruugeu  vor,  die,  da  sie  nicht  näher  erläutert  sind,  ein  sehr 
charakteristisches  Liciit  auf  die  Auffassung  zu  werfen  scheinen,  die 
dem  Auftreten  zu  Grunde  liegen  möchu^  Die  Gestalluug  der  Erd- 
oberfläche ist  zum  Thcil  Werk  der  Natur,  zum  Teil  Werk  der  Men- 
schen, infolge  dessen  verzweigt  sich  aucli  die  derselben  gewidmete 
Doctrin,  und  wendet  sit  h  der  eine  Zweig  der  Physik,  der  andre  der 
Völkcrgcschichte  zu.  Der  Verfasser  versucht  nun  auf  Seite  2.  die 
Einheitlichkeit  der  Erdkunde  dadurch  zu  retton,  dass  er  gestützt  aaf 
bekannte  und  berflchtigte  Philosopheme  die  menschliche  Tätigkeit 
für  Natnrwfarknng  aasgibt  Wir  wollen  auf  den  logischen  Fehler 
jener  Philosopheme,  die  Verwechselung  der  vom  Mensehen  geahten 
Combination  der  Katnrkrftfle  mit  den  Natnrkrftiten,  nicht  eingehen, 
sondern  fragen  nnr,  ob  der  Vor^ser,  wenn  nach  seiner  Ansiebt  die 
Entstehung  von  Stftdten  Katurwlrknog  ist,  den  Beginn  der  Wissen- 
schaft solange  vertagen  will,  bis  dieae  Wirkung  erkannt  lat,  and  die 
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kflnftigeii  Städte  nach  bettimmten  CteaetzeD  ermittelt  werden  ktanen? 
OiealMur  lag  dem  Verliueer  nnr  denn  nlebt  eingestehen  zu  mttsson, 
dass  er  sich  io  seinen  Vorträgen  mit  der  biatorischon  Seite  der  Erd- 
kunde nicht  befiusen  wollte,  doch  möchte  einer  solchen  Aaaknnft  das 

offene  Bekenntniss  wol  Yorzuziehon  sein.  Die  zweite  Aensserung  auf 
S.  8.  erwfthnt,  dass  unter  gewissen  Umständen  (im  besten  Wortsinne) 
die  bloss  rhetorische  DarsteUaag  einer  Frage  der  physikalischen  Erd- 
kunde der  analytischen  Untersachong  gegenüber  gewisse  Vorteile  dar- 
biete, wenn  uämlich  die  Monge  der  zn  berücksichtigenden  Factoreu 
eine  allzu  grosse  wird.  Letzteres  ist  meistens  der  Fall ,  daher  will 
die  Einscbränkuiig  anf  solche  UmBtAndo  wenig  sagen.  Die  Vorteilü 
der  rhetori^rhrn  Darstelluug  bürden  wir  gern  einräumen,  wenn  wir 
die  Beifügung:  ..itn  besten  Wortsinne"  —  dahin  deuten  kAnnten, 
dass  die  Darstellung  nicht  ,,bloss*^  das  Ziel  der  Rhetorik,  auLon- 
blicklichen  Eindruck  zu  machen,  sondern  auch  die  Bedinc^tnix  di  lak- 
tischi  11  Vortrags,  inteileotuelle  Continuität,  im  Auge  haben  muss,  was 
der  Wortlaut  zu  verwüLreu  scheint.  Die  Möglichkeit  beides  zu  ver- 
einen sei  unbestritten,  aber  die  gewöhnlichen  Beispiele  rhetorischer 
Behandlung  scientivcr  Fragen  geben  nur  Zeugniss  vorn  Gegenteil, 
iudem  sie  die  Ilurer  sprungweise,  ohne  stetigen  Entwickeiungsgang, 
wie  auf  einem  Jahrmarkt,  von  eiot  in  Gr^^oMstätide  zum  andern  führen, 
BO  dass  dieselben  viel  gesehen  luibcu,  aber  uit  hts  mit  nach  Hause 
oefamen.  Dies  sind  zwei  i'uukle,  die  uoch  richtig  zu  steileu  waren, 
im  ftbrigen  kann  es  ans  eher  auffallen,  dass  manches  erst  versichert 
werden  mosate,  was  wir  längst  als  ausgemacht  zn  betrachten  pdegton. 
Ehlen  wesentlichen  Bestandteil  der  Schrift  machen  die  historischen 
and  litterariscben  Kachweise  zn  beaaglichen  Stellen  ans,  die  am 
Schlnaae  anaammengestellt  sind.  Hoppe. 

rractischc  AuloituiiL;  zur  Himnielspholugraphiü  uebst  (!ini:i-  kurz- 
gefassteii  Auliituug  zui'  modernen  phutographischeu  Operation  uud 
Spectralphotographic  im  Cabiuet.  Von  Nicolaus  vouKonkoly, 
Dr.  phil.,  Ritter  des  eis.  Kronen-Ordens  III.  Cl.}  Besitzer  Sr.  Maj. 
des  Kaisen  TOn  Oesterreich  grosser  goldmn  Medaille  (ttr  Knnst 
nnd  Wissenschaft;  Mitglied,  resp.  Ehrenmitglied  vieler  wissenschaft- 
lichen nnd  technischen  Yerelne  and  Gesellschaften.  Hit  213  Text- 
abbildungen. Halle  a.  S.  1887.  Wilhelm  Knapp.  372  8. 

Der  Gebrauch  des  Buches  setzt  vollkommene  Vertrantbf  it  mit 
der  Chemie  uud  Physik,  besouders  der  Optik ^  andrerseits  lic  Ge- 
legenheit voran«;  die  Kunst  in  einem  vollständig  eingerichteten  La- 
boratorium dauernd  auszuüben.  Der  T  Teil  behandelt  die  Einrich- 
tung des  Laboratoriums,  nanieiitlu  h  (h  r  (nur  rot  oder  nur  gelb  be- 
lenchteten)  Daokelkammer,  dann  das  Trapariren  von  Platten  j  der 
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II.  Teil  das  helle,  aber  auch  zum  Dunkel  machen  eingerichtete  Ca- 
binet;  der  III.  Teil  die  Aufnahme  der  Himmel sobjectö  überhaupt, 
dann  im  einzolnon  dio  der  Sonue,  des  Mondes,  der  Planeten  and 
Kometen,  der  Fixsterne,  der  Sternschnuppen,  des  ^^ordlichts,  der 
Blitze,  der  Corona,  Chrüiriosphüre  und  Sonnenflecke,  der  Fixsleru- 
spcctra,  und  zwar  werden  sowol  die  Vorschriften  lur  das  \  erfahren 
als  auch  die  Berichte  über  ausgeführte  Aufnahmen  gegeben.  U. 

MeteorologiBche  Zeitschrift   H«iM4gegeben  von  der  Oesler* 

reichischon  Gesellschaft  ftUr  Meteorologie  aod  der  Deutschen  Meteo- 
rologischen Gesellschaft.  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  W.  K Oppen  (Hamburg,  Seewarte).  Dritter  Jahrgang 
1886.  (zugleich  XXI.  Bd*  ü.  ,^itSGfar.  d.  Oesterr.  Ges.  f.  MoL^') 
Berlin,  A.  Asher  o.  Co. 

Dioier  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  von  beiden  QesellsehafteB 
gemeinschaftlich  heratugegehen  wird  Die  Zeitschrift  erscheint  in 
monatlichen  Heften  (za  48  Seiten) ,  deren  jedes  erst  3  oder  4  Auf- 
sätze, dann  eine  grossere  Anzahl  kleinerer  Mitteiinngen,  dann  einen 
Litteratnrbcricht  enthftlt  Die  Anfsfttze  im  Torliegenden  Jahrgänge 
sind  folgende. 

A.  Woeikof:  Klima  au  der  Leuamüuduug  nach  ciujähngeu 
Beobachtungen. 

().  J(  ssu:  l>ic  auö'alleudcn  Abeudcrscheinongen  am  Himmel  im 

Juni  und  Juli  1885. 

H.  Hlldebrandsson:  Die  mittlere  Bewegung  der  oberen 
Luftströme. 

F.  Erk:  Der  Fohnsturm  vom  15.  und  16.  Oct.  18ÖÖ  und  seine 

Wirkunpten  im  baierischen  Gebirge. 

A  Magelsscn:  lieber  Wcllrntnhluugen  in  der  jährlichen  Pe- 
riode der  Lufttemperatur.  —  TfUiperaturverhältnisüc  kommeuder  Jahre. 

J.  Liznar:  P^influss  des  Mondes  auf  die  mcteorol.  Elemente 
nach  deu  Beobachtungn  zu  Batavia.  —  Das  iüima  vou  Batavia. 

W.  Scbaper:  lieber  die  Bestimmong  der  magnetischen  Inoli- 
nation  mittels  Erdinduetor  und  Telephon. 

J.  Hann:  Zur  Kenntniss  der  Yerteilung  des  Laftdmckes  auf 
der  £rdoberfl&che.  —  Qewitterperioden  in  Wien. 

H.  Hoffmann:  Phftnologische  Studien. 

E.  Jhnet  Karte  der  Anf  hlQhzeit  Yoa  Sjrringa  volgprisin  Europa. 

P.  Schreiber:  Einige  Umformungen  der  Formel  ftlr  htrome- 
trische  HOhenmessiingen  zor  Terweading  bei  Rednetion  von  Büro- 
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metmUbiden.  —  BeBtimmitiig  der  Beweigniig  eines  LnftbeUoi»  durch 
trigODometriMbe  Mennngeii. 

W.  Kdppen:  Die  Unteniiebtiiigen  von  Dr.  J.  m  Bebber  Aber 
fische  Wittemagaerscbeinimgeii.  ^  Der  Orken  vom  14.  Hai  in 
Groeaen  a.  d.  0*  —  Der  Orkan  vom  12.  Mai  an  Madrid. 

J.  M.  Pernter:  lieber  Langley's  Untersacbnngen  der  Sonnen- 
strahlnng.  —  Augot*8  theoretische  Unteraachnogen  ttber  die  Yertri- 
Inng  der  WSrme  auf  der  Erde. 

J.  Manrer:  Temperatarleitung  und  Strahloog  der  ruhenden 
Atmoaphftre. 

F.   II.  Buch  ho  Uz:  Fahrt  des  Militär-Dali  üus  Barbara  am 
ei  manu:  Eiiugoa  Uber  Gewuterersclteiumigeii  im  Biesen. 

gebirge. 

N.  Ekbolin:  Uobor  die  tägliche  Variation  des  Loftdrackes 
«ftbrend  des  nordiscbea  Winters. 

J.  van  Bebbor:  Untersuchungen  yon  Elias  Loomis  Qber  die 
Form  und  die  Bewegung  der  Cyklonen.  —  Die  Verüffentiichnngen 
des  Kgl.  Niederländischen  Instituts. 

E.  B  r  ft  ck  n  e  r :  Die  Schwankungen  des  Wasserstaades  im  Sehwansen 
Heer  und  ihre  Ursachen. 

F.  Vettin:  Lnftströmungen  aber  Berlin  in  den  4  Jabreszciteu. 
—  Einwirkung  der  barometrischen  Mazima  nnd  Minima  anf  die  Bich- 
taog  des  Windes  nnd  des  Wolkensoges. 

Hago  Meyer:  Gewitter  des  obern  Leinetales  am  1.  Jani  1886. 

A.  Hasen:  Thennoraoter-AnftteUung. 

F.  M.  Draeuert:  Verteilung  der  Regenmengen  in  Brasilien. 
A.  Riebt  er;  Tagliche  Drehung  des  Wolkenzuges. 

G.  Hell  manu:  Beiträge  zur  Kenntoiss  der  j^iederschlagsvor- 
bftltnisse  von  Deutschland. 

R.  Assmann:  Der  Orkan  vom  14.  Mai  in  Crosaeii  a.  d.  0. 

F.  Lingg:  Ungewöhnliche  Anomalie  zwischen  gleichieitigeii 
Barometerstiaden  von  M&neheo  and  dem  Wendelstein. 

O.  Sehnbring:  Redaction  des  Barometerstasdeo  anf  den  Meeres- 
spiegel mit  Hülfe  eiaer  graphischen  TaiU. 

K.  Dove:  Der  Oriraa  vom  10.  Ang;  1866  bei  Northeim  nnd 
Cattenbnrg* 

F.  Bnsch;  Znr  Polarisation  des  zerstreoten  Himmelsllchtes.  — 
Beobachtungen  aber  den  Gang  der  neutralen  Funkte.  H. 
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P  h  7  B  i  k. 

Thermodynannqiie.  Par  J.  B&rtrand,  do  rAcatimiiC  Fraa- 
yaise,  SecreUiro  perp^tuel  de  l'Acad^mio  dos  scieuces.  Paris  löö7. 
GauUiier-VUlars.   294  S. 

Eine  neae  Bearbeitung  der  Wftnnetheorio  nach  ihrem  heatigen 
Standpunkt  nntemimmt  der  Yer&sser  ans  dem  Geeichtspunkt  der 
strengst  mOgliehen  logiseben  Kritik.  Er  sagt,  man  kOnnc  in  dieser 
Beziebang  nicht  dies  leisten,  aber  doch  sehr  viel  bessern  and  die 
banptsacblichen  logischen  M&ngel  beseitigen.  Seine  logischen  Grund- 
sätze hat  er  nicht  forraulirt  ausgesprochen,  sondern  nur  in  Beispielen 
angedeutet,  aas  denen  sie  sieb  oinigermassen  abstrahirea  lassen.  Er 
rflgt  OS,  dass  mau  Ideen  als  Axiome  —  sei  es  als  Hypotliesen  oder 
als  nrsprttDgiich  gewiss  —  beteachtet,  in  denen  notwendige  Fragen 
gar  nicht  ziini  Rcwnsstsein  gezogen  sind.  Hiermit  ist  in  der  Tat  ein 
lierrschoiuler  Fehler  der  Forschangslogik  ans  Licht  f,'e7.ogcn,  der  sich 
aber  weit  bestimmter  be/  ichii  "ii  lässt,  wenn  man  üur  nicht  bei  der 
vagen  Auffassung  des  Wesens  der  Jlyjiutlu  sö  stehen  bleibt,  welche 
darin  uicliis  als  eine  interimistisclie  Mut/x>  einer  noch  unfertigen 
Theorie,  statt  eines  wesentlichen  p]lcmeuts  alles  exactcn  Wissens 
sieht.  Theorie  hat  nur  Sinn  relativ  zur  Hypothese,  uud  uuigekehrt, 
und  apriori  hat  nur  Siuu  iu  der  Auwend uug  der  (empirisch  be- 
festigten) Theorie  auf  die  neue  Wirklichkeit.  i>ie  angebliche  £r- 
kenntoiss  apriori,  in  weldier  der  Yerfasser  die  Nennung  der  wesent- 
lichen Momente  vermisst,  ist  eben  nichts  als  ougeprttfle  Meinoug. 
Mit  Becht  b^prüsst  man  den  ersten  verbindiendett  Gedanken  (z.  B« 
Bescartes:  Erhaltung  der  Kraft,  Schiaparelii:  Identität  toq  Kometen 
und  Stemschnppen)  als  grosse  Entdeckung.  Mit  ihm  ist  der  Bacil- 
lus, die  Universal-Ursacbe  der  Erscheinung  aufgewiesen  und  die 
HolTnang  auf  ihre  Erkltrung  erweckt  Aber  von  da  an  können  Jahr- 
hunderte vergehen,  ehe  es  den  Anstrengungen  der  Forschor  gelingt, 
eine  braachbare  Hypothese,  d.  h.  nicht  nur  im  allgemeinen  haltbar,  son- 
dern auch  nach  allen  Seiten  ausschliesseud  und  norsoviel  unbestimmt 
lassend  als  im  Gedanken  durchlaufen  werden  kann,  aufzufinden.  Der 
sehr  verbreitete  Fehler,  um  den  es  sich  handelt,  ist  die  Verwechse- 
lung' jcMos  verbindenden  Gedankens,  dem  zur  i^tkUirung  der  Erschei- 
nung das  Notwendigste  noch  fehlt,  mit  der  Hypothese  als  dctiuitiver 
Errungenschaft.  Im  Vorliegenden  geht  der  Verfasser,  nachdem  er 
in  der  Kürze  eine  Uebersicht  über  die  Wärmetheorie  für  vollkommene 
Gase  gegeben  hat,  vom  ersten  u i biiuliiiJcu  Gedanken  aus,  den  er 
Sadi  Carnot  zusehreibt,  entwickelt  zuerst  dessen  Ideen,  dann  die 
Ideen  von  Koberl  Mayer  und  gebt  dann  zu  Theoremen,  zunächst 
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von  Carnot,  dann  ergänzend  und  berichtigend  von  Clansius  über. 
Die  folgenden  Capitcl  behandeln  die  Differentialgleichungen,  die  cha- 
rakteristischen Fanctionen,  einige  Sätze,  einige  Probleme,  einige  An- 
wendungen, die  Condensation  der  Diimpfo  während  des  Aupströmens, 
Cyklus  des  Dampfes  und  Diagramme  der  Maschinen,  nicht  umkehr- 
bare Cyklen,  die  Arbeit  der  Elektricität  Hoppe. 

ZeitBcbrift  fOr  den  Phyaikftlbchen  mid  Chemischen  Unterricht 
Unter  der  bcsoiideron  Mitwirkang  von  Dr.  E.  Mach,  Professor  der 
deutschen  Universität  zu  Prag,  und  Dr.  B.  Schwalbe,  Professor 
und  Director  des  Dorotheoustädtischen  Realgymnasiums  sn  Berlin, 
herausgegeben  von  Dr.  Fritz  Poske.  Erster  Jabigang.  Erstes 
Heft.   Berlin  1887.  Jaüas  Springer.  4^  40  S. 

Die  Den  erscheinende  Zeltschrift  setst  sich  die  An^be,  «iner- 
seiCs  eine  Yentändignng  Aber  die  leitenden  Frindpien  wie  Aber  die 
speddle  Beliaadlnng  des  üntarriehts  heibelmfUiren»  und  nndremelts 
es  sn  Termittain,  daas  die  von  Einseinen  gewonnenen  Erftbrangeii 
und  Efnsicbten  sn  allgemeiner  Anerkennung  nnd  Wirkung  gelangen. 
An  mter  Stelle  wird  die  Methode  ins  Ange  gefiEisst  und  deren  |daa- 
mäBsige  Ausbildung  auf  historscher  und  logischer  Grundlage  ange- 
strebt werden.  In  Hinsicht  auf  den  experimentellen  Teil  des  Unter- 
ncbts  sollen  neue  Unterrichtsmittel  und  Verbesserungen  von  solchen 
beschrieben',  sowie  Auleiluugeu  zum  Gebrauche  der  Apparate  und 
/um  Anstellen  von  Versuchen  überhaupt  gegeben  werden.  Auch  der 
nKitlK-matischeu  Seite  des  Unterrichts  wird  Auimrrksamkeit  und  Pflege 
zugewandt,  ^»amentlicb  ist  eine  reg'  Ima^-iyc  ,  nach  rationellen  üe- 
sichtspunkten  ausgeführte  Zusammeubteiiuug  von  Aufgaben  in  Aus- 
sicht geuomrnen.  Ferner  werden  aus  der  Fachlitteratur  des  la-  und 
Auslandes  Berichte  geliefert,  und  neu  erschienene  Schriften  bespro- 
chen werden.  6  Hefte  bilden  einen  Jnhrgaug  zu  3U  Bogen.  Das 
erste  Heft  entbftlt  an  grössem  AuÜBfttzen  E  Mach :  Ueber  den  Unter- 
richt in  der  Wärmelehre.  A.  Wein  hold:  Eine  Inflnensmasebine 
ohne  PolwecbseL  H.  Koppe:  Der  Foucaalt*scbe  Bendetversuch. 
Fr.  C.  Q.  Mailer:  Ein  Demonstrationsthermometer.  Job.  Berg- 
mann: Ein  neuer  Apparat  sur  Darstellung  einlMher  SchwiqgungOL 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Junutl  de  Si;ieudas  Mathematicas  e  Aßtronuriiii  as.  Pubhcado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  Escola  Poiytechnica  do 
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Porto,  Antigü  Professor  na  Universidado  de  Coimbra,  Socio  de  Aca- 
demia  das  Scicncian  do  Lisboa,  etc.  Vol  VII.  Coirobra  1886.  Im- 
prenm  da  Universidade. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Abbaadlungeu  und  Noten. 

£.  GesA.ro:  AritbmetiBcbe  Bemerkongeo.  AuuOgo  ani  einem 
Briefe  an  Herrn  d'Oeagne.  —  Bemerltniigen  Aber  die  Theorie  der 
Reiben. 

J.  G.  d'Oliveira  Ramos:  Ueber  die  Zerlegung  der  Krein- 
fiincUonen. 

Bant  Ol  nnd  Gaaimiro  J.  de  Faria:  Ueber  die  Coeffidenten 
der  Formel,  welche  die  Derivirte  beliebiger  Ordnung  der  zosammen- 
geeetzten  Functionen  gibt. 

H.  d'Oeagne;  Ueber  gewiese  Bettimmongen  TOn  Grenzwertea ; 
mittlere  Oreniwerte  zweier  Zahlen.  —  Auszog  aus  einem  Briefe  an 
F.  Gomes  Toixeira.  —Ueber  gewisse  arithmetische  Bommationen. — 
Ueber  gewisse  symmetrische  Functionen  i  Anwendung  aof  die  Berech* 
nung  der  Summe  gleickhober  Potenzen  und  Wurzein  einer  Gleichung. 
Ueber  die  rectifieabeln  £ilips6nbogen. 

L.  F.  Harrecaa  Ferreira:  Ueber  die  Theorie  des  Hyper- 
boloids. 

J.  H.  Bodrignes:  Theorie  der  Rotation. 

H.  le  Pont:  Geometrische  Note.  —  Neuer  Boweis  des  Gh.  Da- 
pin*Bchen  Satzes.  -  Note  Ober  die  Bewegung  eines  von  festem  Cea- 
trum  ans  getriebenen  materiellen  Punktes. 

Gino  Loria:  Note  Aber  die  Hultiplication  zweier  Determi- 
nanten. ^  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Determinante  dner  Ortho- 
gonalsnbstitotion. 

Eodolpho  Guimar&es:  Ueber  einen  Satz  betreffend  dieTer- 
gleichang  von  Ellipsenbogea. 

J.  Bruno  de  Gabedo:  Ueber  eine  Formel  von  Taylor. 

F.  Gomes  Teixeira:  Anwendungen  der  Formel,  welche  die 
Derivirten  beliebiger  Ordnung  der  Functionen  von  Functionen  gibt 

Dnarto  Leite:  Ueber  duu  trausceudeuten  Teil  des  Integrals 
einer  ratiüualeu  Function.  H. 


American  Jonmal  of  Mathcmatics.  Simon  Ncwco mb,  Editor. 
Thomas  Graig,  Aasociato  Editor.  Piil)li^bed  under  the  Auspices 
of  the  Johns  Hopkins  Univcrsity.  Vuiuiiic  IX.  Baltimore  1887. 
Pubiicatiou  Ageucy  ut  tlie  Jolius  Hopkins  University. 
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Der  ^,  Band  enthält  folgende  Abbaadlangeo. 

J.  J.  8  yl  Test  er:  Yorlemmgen  Aber  die  Theorie  der  Baai|iro- 
cantetL 

W.  £.  Story:  Eine  ncao  Hethode  in  der  aiialytiecheD  Geometrie. 
F.  K.  Cole:  Klein*!  Ikosaeder. 

A.  G.  Greeuhill:  WellcMibcwegung  in  der  Hydrodynamik. 

A.  S.  Hatheway:  Eine  Abhandlung  in  der  ZaükaLheorie. 

H.  B.  Fine:  Ein  Theorem  boireffend  die  Siogularitfttea  TOn 
Curven  melirfacher  Krümmung. 

II.  Dallas:  Eine  Note  über  Kogelschnittbaschel. 

P.  A.  M  a  c  M  a  h  0  D :  Bcobachtuiigen  an  Erzengnngsmethoden  der 

Tbeorie  der  Invarianten. 

Cayley:  Ueber  die  Trausfonnatioii  der  eUiptiscliea  FanGtioaen. 

6.  Paxtoa  Yonng:  Notwendige  and liinreicheade Formen  der 
Woraeln  luiiserialer  Abel'scher  GleiduiDgea. 

W.  Pitt  Barfee:  Symmetriacbe  Functionen  der  14^«  (s.  Bd.T. 
p.  348). 

M.  D'Oeagne:  Ueber  eine  Classe  meriLWOrdiger  Zablen. 

M.  Hermite:  AnszOge  aas  2  Briefen  an  M.  Cralg. 

F.  Franklin:  Zwei  Beweise  llllr  Chaueby*&  Theorem.  H. 

Journal  oi  tbu  Cullege  of  Science,  Iiüptrial  Univer«ity,  Japan 
Vol.  I.  pari  II.  III.  Tükyu  iöö7.  Published  by  the  uniyersity. 
974-12Ü  S. 

Die  Heraoegabe  wird  von  einem  Comitee  der  UnireraitAt  beeorgt 
bestehend  aas  den  Professoren  D.  Kikuchi,  K.  Mitsakari,  CO. 
Knott  (aas  Edinbnrgh)  and  8.  8ekiya.  Der  2.  Teil  eatbllt  eine 
dentsche  Abbandlang: 

Diro  Kitao:  Boitrftge  sar  Theorie  der  Bew^ag  der  Erd- 
atmosphäre and  der  Wirbelstarme. 

Der  3.  Teil  enthält  ausser  3  zoologisch-physiologischen,  folgende 
physikalische  englische  Abhandlungen: 

Aikitn  Tanakadate:  Ein  Taschen-Qalvanometer.  Die 
CoBstaatea  einer  Linse. 

B.  Koto:  Torkommen  von  Piedmontit  in  Japan. 

S.  Sokiya:  Das  starke  japanische  Erdbeben  vom  15.  Janaar 
1887. 
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G.  6.  Knott:  Elektrischer  Widerstand  von  Nickel  bei  hoben 
Tempeffttnreii.  »  Elektriiehe  Eigonachaftea  dei  bydrogenisiften  Pal- 
ladiuim.  H. 

Nova  Aela  B^gtae  Sodototis  Scieutiarum  Upsalienais.  Seriei 
terCiae  YoL  XIIL  1886. 

Von  (Ion  im  Hfinde  enthaUenon  11  Abhandlungen  gehört  eiuo 
der  Mathematik,  eine  der  Physik  an;  diese  sind: 

A.  Berg  er:  Ueber  eine  Anwendaiig  der  Theorie  der  binomi- 
sehen  Gldcbnogen  snr  SammaCioa  einiger  Bethen. 

K.  A^ngstrOra:  Ueber  eine  nene  Metbode  abeolnte  Heeanngen 
der  «trauenden  Wgnne  xn  machen,  aowie  ein  Instrument  nm  die 
Sonnenstndilnng  einznregittriren.  H. 

Annuaire  de  Tobservatoirc  de  Moutsouris  pour  Tan  1887.  Me- 
teorologie, agricalture,  hygi^ue.  Paris.  Gauthier-Yillars. 

Der  die^ährige  Band  euthAlt  anaeer  dem  Kalender  die  tabettari- 

leben  Resultate  der  iu  Paris  und  auf  dem  Moutsouris  geinaebten 
meteorologischen  Beobachtungen,  insbesondere  betreifend  die  Sonnen« 
Btrahlnng,  Kalte,  Wasserdampfspaunung,  Feuchtigkeit,  Lufttemperatur, 

Regenmenge,  Erdmagnetismus  und  den  Wind;  ferner  die  chemische 
Untersuchung  der  Luft,  des  meteorischen  und  ttiosspiidon  Wassers; 
schliesslich  die  9te  Abhandlttug  von  Dr.  Miquei  über  dieBacterien 
der  Pariser  Luit  H. 
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Lehrbacher. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Theorctisch-praktischa  Anleitaug  aam 
Studium  der  Arithmetik  uud  Algebra.  Zum  Gebranche  an  hOherea 
Lehranstal teo,  iusbesondere  an  Gymnasien,  hearbeiut  von  Prof.  Dr. 
J.  van  Hengel,  Oberlehrer  am  Königlicheu  Gymoasiam  zo  Emme- 
rich.  Freibarg  i.  Br.  1887.   Herder.  489  S. 

Das  Bach  macht  weniger  den  Eindrock  eines  Lehrbuchs  all 
vielmehr  der  Darstellung  einer  monterOf  angelniiideuen  Handfaabang 
des  Unterrichts.  Nar  in  diesem  Sinne,  nur  als  augenblickliche  Ein- 
fälle znr  Erhaltung  der  lebendigen  Teilnahme  und  des  Sclbstdenkens 
der  Schüler  kanu  man  die  Freiheiten  billigen,  die  sich  der  Ver- 
fasser nimmt,  indem  er  z.  B.  die  Gleichungen  einteilt  in  richtige 
und  falsche,  Ikgriffserkläruugen  gibt,  die  nichts  sind  als  Setzangen 
eines  I^amens  iiitr  den  andern  u.  8.  w.  Ihm  selbst  mag  ersteres  gute 
Dienste  tun  um  zur  Probe  anfzafordern ,  letzteres  um  Bekauntes  zu 
vergegeinviirtigi  II.  Aber  eine  dauernde,  auch  für  andere  Lehrer 
brauchbare  Gruiidlage  wird  duriu  nicht  geliefert,  wenu  wir  auch  ein- 
ränmen,  dass  alle  jene  Freiheiten  geschickt  genug  angebracht  Bind 
Hin,  wlbit  ebne  Kennzddmang  des  wissenschnftlichen  Kwnei,  wel- 
dier  in  der  Tat  in  keiner  Weiie  kenrorgelioben  wird,  den  sn  er- 
lernendeo  doctrioftren  Inlinit  nicht  sn  verhflllen,  oder  die  üebenlebt 
merUlcli  sn  beeincrftditigeQ.  Hiervon  ahgeseliea  ist  an  der  Lehr» 
netliode  eigentllmlicli  der  Gang  vom  AllgenieineD  zun  Speciällen. 
Vfthrend  man  ddi  grOastcnteiU  dafttr  entiddeden  liaty  daae  die  Be- 
grille  der  Aritlunetik  dnrcli  meeesaive  Erweitemng  sn  entwickeln 

äaA,  L,  WMu  ■.  nffc  &  lUhi»  IUI  TL  % 
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tM,  hat  ^der  Yerfaater  die  entgegengeseliCe  WaU  geCroin.  Uia 
sollte  meiaea,  dass  der  Aasfall  der  Bearbeitaag  dea  Miigriff  deut- 
lich genog  an  den  Tag  brächte.   Die  Operationen  werden  ent  im- 
gesaint,  dann  einzeln  beliaodelt.    In  dem  Capitel  von  der  einzeliMii 
wird  eine  alle  Fälle  umfassen  sollende  Definition  an  die  Spitze  ge- 
stellt, eine  Definition  die  vom  liignösinhalt  gar  DicUtssagt,  sondern  ihn 
nur  durch  Bediugaogen  umgrenzt,  überdies  auf  keinen  Specialfali  an- 
wendbar ist,  sondern  aar  versciiiedene  in  Beziehung  setzt.  Der  Schüler 
wird  daher  weder  ans  ihr  den  Sinn  der  Operation  verstehen  lernen,  noch, 
weiiu  sio  ihm  bereits  bekannt  ist,  Einsicht  gcwiiinen,  ob  sie  mit  seinem 
Bef?riffe  vereinbar,  ob  sie  richtig  oder  vielmehr  —  dass  sie  falacli  itl 
Nun  werden  dorch  Spedalisirong  eiae  Reihe  aritbmelisdie  Sätze  als 
•bellte  Folgerungen  ans  der  Detaittoa  gezogen ,  eadlich  eiae  Aa- 
aaU  Beispiele  gerachaet  Letitev»  liolea  daaa  leidlich  dai  Yenäamte 
aach  nad  kdaaea  aOeofiiUe  elaea  Begriff  von  der  Opeiatioa  gehn, 
tegat  er  eben  in  der  elemeatarea  Becheaachnle  gegeben  wird.  Eia 
Beispiel  ^er  aokben  Definition  ist  die  folgende.    (S.  82.) 
tiplicalioa  ist  das  Ableiten  einer  ZaU  (Prodaet)  ans  awei  oder  aiehr 
Zahlen  (Factorea),  weiin  sie  von  diesen  so  aUiSagig  ist,  diM  dit 
Besaltat  0  ist,  wenn  irgend  einer  der  Factorea  0  ist,  and  dass,  wenn 
an  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren  alle  seine  Summanden  m- 
zelu  eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultate  gleich  dem  in 
sachendeu  llesultat  ist/*    Die  Operation  des  Multiplicirens  bleibt 
hiemach  Problem,  nicht  einmal  eiuo  Probe  irgend  eines  Eesaltats 
ist  aufgestellt;  man  weiss  nur,  wenn  mehrere  Ktsultute  vorliegeu 
und  der  Bedingung  nicht  entsprechen,  dass  mindestens  eines  falsch 
SLiii  luuös ,  nicht  aber,  welches.    Die  Bediuguug  ist  nur  eine  Um- 
schreibung der  Fuuctiousgleichnng  /"(-^-l-y)  =  f{x)-{-f(t/)  anzuweudeu 
auf  jeden  Factor.   Es  ist  klar,  dass  diese  Bestimiuuug  der  Fuucüüü 
nicht  ausreicht;  es  muss  auch  ciu  Speoiaiwert  gegeben  sluu,  uüd 
hierfür  ist  der  aufgeatelltö  Specialwert  f(0)  —  0  gerade  der  einzig 
unbrauchbare;  fiberdies  ist  er  ganz  überflOssig,  da  er  schoa  sm 
/(x-f-O)         4-/^(0)  folgt.  Denuaeh  bedaif  die  Definition  eiasr 
sweUkebea  Berkhtiguug.    Allein  mit  der  legten  ErgBümtag  aad 
Beseitigung  ist  es  nicht  getan,  Es  mftssten  nach  alle  Folgerungea 
daraach  revidirt  werden.  Unter  den  Beweisen  sttttnn  sieh  maacb« 
stillschweigend  daiaaf ,  dass  das  Prodaet  durch  die  Factoren  he- 
alinuat  wlb«,  was  an  beweisen  gar  nicht  Tersacbt  ist;  ein  Beweis 
(Sats  IS.)  Ist  geradezu  falsch,  well  er  das  Zobeweiseade  Toraniseliti 
anaserdem  würde  der  Nachweis  des  Zutreflfens  des  Special  werts  ober* 
all  hinzukommen  mflssen.  Im  ganzen  kann  daher  fast  niehta  stehen 
bleiben.  Im  Vorwort  äussert  der  VerfaessTy  die  Algebra  müsse  dea 
Schaler  ihre  Wahrheiten  an  sich  erkennen  lassen.   Gesetst,  jeae 


Digitized  by  Google 


s 


17 


Fehler  hi  obiger  Definition  und  in  ihren  Fol^rungen  wären  berich- 
tigt, was  hat  der  Verfasser  dazu  getan,  den  Schüler  ihre  Wahrheit 
erkennen  zu  lasben  V  Können  wir  nun  auch  detn  Buche  keine  Leistung 
fbr  den  Unterricht  zu  erkenneu,  so  mag  doch  wenigstens  die  eiue 
LeistoJig  für  das  Stadium  der  Methode  genannt  werden :  die  Bear- 
beitaog  ilellt  «oft  nene  die  Verkehrtheit  von  Graasmann's  Ansicht 
«08  Licht,  wenn  eine  malhematiaebe  Lehie  dem  Anfibiger  sieht  ein- 
leuchte, 10  eel  lie  nur  noch  nicht  aOgemein  genug  anilselSnit 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  elomcntaren  Mathematik  zum  Schul-  nnd  Selbst- 
unterricht für  Lehrer  und  Lehramtskandidaten  sowie  als  Vorschule 
anf  das  eigentliche  niatbematische  Studium.    Voß  C.  E.  Luholt^* 
L  Theü.  Keine  Arithmetik.  Aaraa  I6S7.  IL  fi.  Saaeriaender. 

Die  Bearbeitong  dea  Baches  deutet  mehr  auf  die  Beetlmmanf 
hin,NichtmatheniatlkemEenntniii  von  der  Mathematik  tageben,  all 
Anftnger  für  das  eigene  Betreiben  denelben  TenobUdeo,  wodnreh  die 
Möglichkeit  nicht  anegeschloHen  ist,  daaa  Mancher  dadurch  Keigong 
mm  Stodiam  gewinnt  Der  Tortmg  iet  Yorwalteod  ptngmatisdi; 
nvr  mit  AntwaU  werden  Lehren  in  formolirten  Sfttien  oder  in  eytte- 
matischer  Stellong  xnsammengcfasst.  Die  Begriffe  werden  bei  der 
Erläatemng  nicht  sonderlich  scharf  gefasst;  es  schont  all  solle  der 
niedere  Standpunkt  derVerstandesentwickelang  der  Leser  respecUrt 
nnd  conservirt,  aber  ja  niemals  erhöht  werden  Soweit  indes  dieses 
Princap  et  znlieae,  ist  auf  Correctheit  des  Ausdrucks  sichtlich  Fleiss 
gewandt  worden.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  reichliche  historische 
Angaben  jedem  Abschnitte  folgen.  Gegenwärtig  ist  die  erste  der  S 
üefemagen  erschienen}  das  Ganze  eoU  17  Bogen  stark  wei^den« 


Lehr-  nnd  Uebongihich  der  allgemeinen  Arithnelik  nnd  Algebn 
Ht  die  nntem  Clauen  der  MMeliehnkn.  Yon  Moria  Brot- 
■ehneider,  k.  k.  ObeiUeatennnt  tas  Intot  leg.  Hr.  28,  Leluar 
der  MafhonaUk  an  der  k.  k.  MIlitir-üntn^llMlaekalo  an  Kienatidt 
L  tMl.  Mit  6  in  den  Tett  eingodmekten  Figuron.  Wien  1887. 
Gerold  n.  Comp.  Stuttgart,  JaBw  Maier.  118  8. 

Dieser  erste  TeO  nmüust  nur  die  Operationen  an  nntftrllehoB 
Zahlen,  nnd  zwar  mit  EtnacUnaa  dea  PoCenilreas  nnd  Badidrena, 
mit  Aosschlass  des  Legarhhmirens.  BedentnngnndCkbranch  derOpe* 
rationa-  nnd  GrOsaenbeselchnangen  weiden  im  grösaton  Umflmgo 
Iflichtüualieh,  knn  nnd  eorrect  erkürt,  nach  die  geaekicMliehen 
Angaben  nebst  etymologischer  ErfcÜmng  UnzngefOgt  Formelle 
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Dednctionen  und  Beweise  werden  nicht  gefflhrt,  überbanpt  die  logi- 
sche Tätigkeit  nicht  zum  Bewnsstsein  gebracht  Doch  wird  die  Be- 
gründnng  jeder  Lchro  am  Beispiele  derart  dargetan ,  dass  die  Allge- 
meingültigkeit vollkommen  einleuchtet  Erläuterungs-  und  Uebongs- 
beispiele  gibt  das  Buch  in  grosser  Anzahl.  Nach  allem  erhielt  es 
vollständige  Keuutinss  und  praktische  Fertigkeit  Auf  dag  Studium 
hat  es  iu  keiner  Weise  hingearbeitet;  doch  stehen  die  dadurch  bei- 
gebrachten  Begriffe  mit  der  Wissenschaft  im  besten  Einklang. 

H. 

Die  Elemente  der  Geometrie  fQr  den  Schnlnnterricht  bearbeitet 
von  H.  Seeger,  Oirector  des  Realgymnasiums  zn  GOstrow.  Mit 
sechs  Figoren tafüln.  Wismar  1887.  Hinstorff.  211  S. 

Die  mgeDtamUdikeit  te  vom  YerfiMer  gowllilteii  Letonetliod» 
gibt  aifih  Mbon  in  der  Anordnaiig  dei  Lebntoffi  sa  erkenneD.  Die 
HesptalMcliiiitte  lind  aimlich:  Die  geenetriiclieii  Qrasdgebilde  ud 
llire  elementaren  Eigensdiaften;  die  Lebre  von  der  AehnficUnÜ*, 
Anwendung  der  Algebra  anf  die  Geometrie;  Bmdistflek  ans  dsr 
neneren  Geometrie;  6  Anhänge;  Anfgaben.  Zonftchat  findet  man, 
dass  die  Lehre  TOn  der  Fläcbenglcichheit  im  Verzeidiniia  gant  fehlt 
Anf  die  Congmenz  folgt  sogleich  die  Aehnlichkeit ,  dann  die  rech- 
nende Geometrie.  Offenbar  ergeben  sich  manche  Sätze  aber  Flächen- 
gleichbeit  von  selbst  aus  der  luhaltsrechnnog:  Dreiecke  von  gleicher 
Basis  und  Höhe  sind  gleich ,  weil  man  ihren  Inhalt  aus  beiden  be- 
rechnet. Dass  indes  der  Verfasser  ans  diesem  Grunde  das  ganze 
Lehrgebiet  der  Verwandlung  der  Figuren  für  überflüssig  gehalten 
haben  sollte ,  würde  kaum  glaublich  Schemen  ,  wenn  nicht  weitere 
Bestätigungen  hinzukämen.  Sehen  wir  erst  zu,  wie  mangelhaft  der 
Rechtfertignngsgrund  ist.  Dass  man  alle  elementaren  Arealrelationen 
nachträglich  aus  den  luhaltsformelu  herleiten  kann,  sei  zugegebou. 
Unmittelbar  evideut  sind  daraub  diö  wenigsteob.  SoU  aber  dies  der 
einzige  Weg  sein,  auf  dem  der  Sehftier  die  ersteren  kennen  lernt, 
10  Mrtgeht  ihm  der  eialaehe  Zmmmonhang,  in  welchen  die  oon* 
stnetive  Synthesie  die  ganae  BeUie  Ton  TerwandlnngpeMm  mit  dar 
Congrnenriebre  bringt,  mnd  Grilnenberiehnngeo,  die  naeh  ^nandar 
dnrch  Mehte  Fdgerumtea  hervorgehen,  treten  anf  ala  bedingt  dnreh 
die  Oeaaniglteit  der  AnameMnqg»  deren  Theorie  wieder  bashrt  werden 
mamCe  anf  die  complicirte  üntoieheidnng  der  eommenanrabeln  nnd 
ineoHimenrarabeln  Linien;  oberdiea  entgehen  ihm  die  oonatmetiTen 
Yerwandtangaanfgaben.  Liest  man  aber  die  fiebandlnngsweise  dee 
Lehrstoffs  vom  3.  Absclinitt  an,  so  kann  man  nicht  weiter  daran 
sweilialn,  dass  der  Yerteer  die  Fähigkeit  des  Constraireni  wirkUch 
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fUr  nichts  achtet  und  das  Ansrechnen  allein  fflr  instroctiv  hält.  Denn 
mit  der  EinführuDg  der  Proportionfn  (deren  Theorie  freilich  arith- 
metische Begrüudaug  nicht  cDtbehreu  kaun)  wendet  sich  der  fernere 
Lehrgang  ganz  der  Arithmetik  zu.    Einmal  äussert  sich  auch  der 
Verfasser  in  Betreff  gewisser  Sätze  dahin ,  dass  man  sie  zwar  auch 
geometrisch  herleiten  könne,  aber  der  aritbmeLische  Weg  vorzu- 
zieheii  sei;  ein  un  lcresinai ,  dass  die  Beweise  an  der  Figar  mühe- 
voller zu  k'seu  beiea,  weil  der  Blick  auf  zweierlei  sich  zu  richten 
geiwnngen  werde.    Le^tere  Bcmerkong  ist  gewiss  zutreileiid,  doch 
gmd»  TOD  geringsten  Belang  in  den  Elementen  der  Geometrie. 
Da  alle  MMMUg  mit  «taeoi  Fehkr  tehaftel  iat,  m  pfiegt  die  ein- 
MMige  BsfOttngung  mürisohen  Yettiknm  mÜ  OeringscbAtsong 
Medier  Strenge  f «ckimdMi  entetieieii.  £i  IK  daher  berfonoMM^ 
daes  des  Lehrboch  tber  die  Ferdmiageii  eonctor  Legik  eicht  letoh^ 
fertig  hlmr^  geht;  nir  utgeo  sieh  debel  einige  leieht  le  heffl(«> 
tigende  lüagaL  Bei  BesrOwhuig  dv  ProportfoMlelve  «iid  d»  Fell 
der  IncomflMMQfiUtttll  eingehend  «rOrtert,  and  die  etrenge  Qüttlg* 
knit  der  Qleichsetneg  irratioaeitr,  nur  dniek  QreeMaeinschliesseeg 
za  definirender  YerhUtnissiahlen  weoigBttin  ansgesprochen.  Wamel  • 
fehlt  aber  die  indirecte  Seblassfolgening ,  welche  den  Satz  Aber  die 
Grenzenein  Schliessung  sofort  in  voller  Allgemeinheit  evident  macht? 
Ist  sie  zu  schwer  oder  zu  leicht  zu  verstehen?   Von  selbst  venlehl 
sie  sich  nicht,  denn  grosso  Mathematiker  sind  daran  vorbeigegangen 
ohne  sie  m  finden-,  wird  sie  aber  richtig  geführt,  so  versteht  sie 
jeder  Anfänger.    Femer  ist  die  Begriffs beatimmnng  des  Winkels 
richtig  gegeben,  und  der  Paralleieusatz,  zwar  nicht  als  Grundsatz, 
sondern  als  Lehrsatz  bczcicbuet,  ohne  Versuch  eines  Beweises  anf- 
gestellt   Dagegen  hat  der  Veriasser  im  Anhang,  auf  den  er  hier 
vei weilt,  eieee  AleelieB  Beweis  von  Bertrand  rein  historisch ,  ohne 
eigeee  ürtail  ea^lBifehrt  nd  deich  Nennnng  des  Autors  sich  selbst 
▼oe  der  TenatworCUehkeit  frei  gemecht  Seiee  eigne  Bemerkung  zu 
dem  Setee  sagt:  der  Beweis  kOone  „ohne  Zoaiehiing  unendlicher 
FUfibemfliime**  eicht  geilihrt  werdeo.  In  der  Tat  ist  dies  wahr,  der 
8ats,  kann  weder  ohne  noch  mit  Zuziehnng  dendben  bewiesen 
werden.  FkeUieb  verleitet  der  Belsats  ;aa  feischer  Ueiming,  doch 
sind  MeinaBgen  eicht  Sache  mathematiacher  LefaieiL  Auch  die  im 
Aeheeg  Tongetngeae  Methode  der  Uateneehaog  m  Linienfefbitt- 
nissen  auf  Commensurabilit&t  meidet  ftessertt  ^"w^ffbUg  dee  In  SU. 
litt.  Bericht,  S.  6.  gerflgten  Irrtum  eines  aiutera  Lehrbaebs  ead  ateüt 
die  Folgerungen  in  ezacter  Beschrftnlniag  aef.  Aaa  der  aeeera  eyn* 
thetischen  Geometrie  sind  die  Lehren  von  den  harmonischen  Punk- 
ten, harmonische  Strahlen,  Pol  und  Polare  am  Kreise,  PetSMliaie 
zweier  iireise  and  Kreisber flhmagea  ae^enoniineB.  Hoppe. 
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Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Vorstadien  für  die  analytische 
und  angewandte  Mechanik  und  für  die  mathematische  Physik  an 
Universitäten  und  technischen  Hochschulen  sowie  zam  8elbf5tnnter- 
richt  Von  Dr.  Jos.  Finger,  o.  ö.  Professorder  reinen  MechaBik 
an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  und  Docent  an  der  k.  k.  üqI- 
venität  zu  Wien.  Mit  200  Holzschnitten.  Wien  1886.  Alfred 
Hölder.   792  S. 

Die  2  Jahre  froher  erschienene  enle  Liefenms  ist  im  [2,  litt 
Bericht  S.  19.  besprochen.  Wie  daselbst  bereits  erwähnt,  ist  als 
oberste  Einteilung  gewählt  die  in  Mechanik  des  Punkts  und  des 
Punktsystems ,  dann  erst  eine  jede  in  Statik  und  Dynamik.  Die 
Statik  des  Punktes  wird  erst  ftir  die  Ebene,  dann  fiir  den  iiaom 
behandelt,  eine  Zerlegung  die  nicht  weiter  fortgeführt  wird ,  and  die 
bei  analytischer  Methode  sich  wol  stets  als  unpraktisch  erweisen 
möchte.  Weiter  wird  die  Stäbk  des  PuukteE  eingeteilt  in  die 
des  freien  Punktee  und  die  ftlr  feste  Fläche  oder  lAnie.  Speciell 
knUpft  sich  an  die  Statik  der  Schwere.  Die  Dynamik  des  ?uUiil«ä 
wird  erst  Ar  geradlinige,  dann  for  krummlinige  Bewegung  ]»• 
teoMt  018  fliilik  te  Pakt^rstani  beMfatakt  lidi  aif  die 
Silto»  d.  L  Mf  te  Ml,  HO  Spaunngen  Bor  siiIioIim  im 
Boihe  mA  iilgMiiflii.PMklen  sttttfindm.  In  teaUgMMille]lFli&- 
dviM  dar  HfhiPtt;  «M  iiofalMr  Slüik  ud  I^jaamik  In  luuut«- 
broobeaem  Nnm  bdwadiK,  alio  Prinoip  dar  virtneUan  Gesdiinndig- 
kiim  und  AleniberC*whef  Ffeiadlp  «anittallw  einaiider  folgHMl  <otp 
wIdBilt  Dann  geht  das  Book  Mifiklirlich  auf  die  Mechanik  der 
utamm  KArper  ein,  die  sich  in  eine  grössere  Anzahl  allgemeiasr 
■ad  ^peotaller  Teile  scheidet.  I>w  Schluss  bUdAB  die  Prindpien 
der  Hydromechanik.  Der  Anhang  enthält  die  rom  Venttndaiia  der 
MMhasik  iiotifwiitfjffii  natiMUitiichoB  ftnmdiiiym  JL 

Hetliodiadier  LeitbdMi  der  Physik  mid  Chemie.  Für  höben 
Töchterschulen,  Lehrerinnenaeminarien  and  Fortbildongsanstalteo. 
Bearbeitet  Ton  Dr.  Karl  J-ansen,  Oberlehrer  am  Bealgymsasiiui 
nt  Basseldorf.    Freibarg  i.  Br.  1887.  Herder.  252  a 

Das  Buch  ist  in  4  Curse  geteilt  Von  diesen  umfasst  der  erste 
die  WlUme,  den  Magnetismus,  die  Beibongtelektricität  unJ  den  Gai- 
yanismas,  der  zweite  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Stofu,  die 
Mechanik  der  festen,  der  flflssigen  und  der  gasförmigen  Körper,  der 
dritte  Wellen,  Schall  nnd  Licht,  der  vierte  aasgewählte  Teile  dv 
.  Physik  nnd  die  Chemie,  eine  Anordnnng  die  sich  der  £Mi  des  Ter» 
itaademtnkkeliiag  MmMjant.  In  jeden  Oq^ifeel  wird  eine  m- 
neriite  Beike  m  Oeeefem  aii%eetellt,  auf  dai  eine  und  andre  Cle< 
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setz  folgeu  eine  oder  mehrere  Bestätigungen  durch  Beobachtnngon 
ohne  oder  mit  Experiraent,  letzteres  mit  Abbildung,  Die  Gesetze 
werden  grüssteu  leils  nur  von  ihrer  qualitativen  Seite  aufgetaast, 
die  Quantität  kommt  nur  vor,  wo  das  Gesetz  wesentlich  darin  be- 
steht, und  dann  aiu  h  meistens  bloss  comparativ  obuo  bestimmte  An- 
gaben. Otleübar  bieten  der  erste  und  dritte  Gursua  hiureichend  viele 
quaUtatiT  charakteristische  Erscheinangeo  dar  um  eine  Beschränkung 
auf  dieselben  imnliMWi  H.  •  ^ 


Naturlebre  im  Anschluss  an  das  Lesebuch  voü  Dr.  J.  ßu- 
m  all  er  uQd  Dr.  J.  Schuster.   Ulostrirte  Aasgabe,  neu  bearbeitet 
¥on  Dr.  Max  Wildarmann,  Qymoasial-Obirlikrar.  Vit  106 
bUdangeB.  Freiborg  L  Br.  1887.  Herder.  160  8. 

Das  Bnch  Überliefert  in  leichtfasslichera ,  beschreibendem  Vor- 
trage alle  Kenntnisse,  welche  Jeder  auf  der  Schule  eriS'erben  muss, 
um  sich  bei  dem,  was  er  wahrnimmt,  soweit  es  der  auorgauischeu 
Welt  angehört,  über  die  darin  enthaltenen  Vorgäuge  und  dereu  Zu- 
sammenhang deutliche  Rechenschaft  za  geben.  Die  Abschuitte  ^ind 
der  Reihe  nach :  Bewegung  nnd  Gleichgewicht,  Schall,  Warme,  Licht, 
Magnetismus  und  Elcktricität.  lu  gewissem  Um.faiige  werden  auch 
die  technischen  Yerweudungen  und  Vorrichtungen  beschrieben  und 
erklftrt  Die  zwischen  dem  Text  stehenden  Abbildnngen  liiid  aar 
OrientLning  lelir  günstig  gewftlilt.  H.  . 


Sunmlmigiea* 

Beispiele  ond  Aufgaben  aar  Algebra.  Für  Gymnasien,  Real- 
gymnasien, Realschulen  und  mm  Selbttuterricbt.  Von  Dr.  G^org 
Laateschläger.  Zwölfte,  vielfach  vermehrte  Auflage  bearbeitet 
von  Dr  Fr.  Graefe^  Pro&Mor.  Dannatadt  1887.  Anmld  fieii- 
alzftsaer.  132  8. 

Als  Beispiele  sind  bezeichnet  zu  löBende  Gleichungen  1.,  3.,  9., 
4.  Grades  und  höherer  Grade,  bereits  in  Zeichen  gegeben,  deren 
bekannte  Grössen  Specialzahlen  sind,  als  Aufgaben  solche,  die  in 
)¥orteu  aufgestellt  sind  und  vor  der  Lösung  in  Zeichen  umgesetzt 
weid«B  aoUoa.  Letztere ,  die  den  2.  TeU  des  Buchs  bilden,  fahren 
auf  OkidnmgMi  1«,  9L  Grades,  diophantische  Gleichungen,  Pro- 
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gnnloMB.  \m  Awlwwg  rtdw  Aii%tbiii  ftr  dlo  PcKHiilimiiteii» 
lehre.  &i  19.  Avfiige  lind  die  nBebpide^  sehr  Teimehrt«  und  tot 
dar  Anhaqg  hbiagcboguieii.  tOmgea  flad  aicht  engegeben.* 


Br.  Knut  Kleiapeiilsohe  AaweUaog  znm  praktischen  Rechnen 
Eiii  iiediodiMhei  Heiidbvcb  ftr  den  Untenkbt  ud  SeUMtailerrickt 
In  Beehneii.  FOafte,  nmgearbeitele  end  orweifterte  Auflege.  Ton 
Dr.  F.  Mertens.  BreoMa  1888.  M.  Heinsias.  646  & 

Das  Buch  ist  eine  methodisch  geordnete  Sammlung  von  Fragen 
and  Aufgaben  zur  gründlichen  Erlernung  und  Einübung  des  bürger- 
lichen Kecbnens  för  Kinder,  bei  denen  man  noch  keinen  Bcgriif  von 
Zahlen  Toranssetzeu  darf.  Auch  der  vorausgeschickte  kleine  Aof- 
satz:  „Allgemeine  Gäsichtsp unkte"  —  welcher  Tielleicbl  mit  der  Be- 
zeichnung ^Dweisong"  anf  dem  Titel  gemeint  ist,  sofern  dem  Yor- 
worl  infolge  die  nene  Ansgabe  tlt  Anwetoong  sich  von  dem  Beeheo- 
buche  selbst  nntafscheidea  soll,  ist  der  Hauptsache  nach  nur  Anf> 
alhJuQg  der  Terschiedenen  Seiten,  von  welchen  ans  der  Begriff  der 
Zahlen  nnd  Operationen  rar  Dentfichkeit  sn  bringen  ist^  welche  man 
aber  ans  der  Beibenfblge  der  Uebnngen  schon  besser  nnd  vollsttnr 
dlger  endeht  Das  Bach  erscheint  in  8  Heften.  Das  erste  schreitet 
In  stnfenweiser  Erweitemng  des  Zahlengebiets  bis  5,  10,  20,  100, 
1000  fort  nnd  fftgt  auf  letzter  Stnfe  die  gemeinen  nnd  Decimal* 
brttche  hinzo.  Das  zweite  Heft  tibi  die  Operationen  an  unbenannten, 
dann  benannten  Zahlen,  dann  Brüchen,  das  dritte  die  bOrgerüchen 

iranfmawm^hftn  BechnnagssTtea  ffiPi  H» 


Tabellen. 

TlttilelUge  logaflihmlaeh-trigQiMMBelrlBGheMUa.  Ton  Theodor 
WIttiteia«  Dr.  pUL  aad  Profenor.  Zwdte  Auflage.  Bannover 
188T.  HsIb.  90  a 

Die  1.  Tafel  giebt  auf  4  Seiten  die  Logarithmen  der  Zahlen  100 
bis  1899  nebst  Di£fereazen,  die  2te  auf  2  Seiten  die  Logarithmen 
der  Summen  nnd  Differenzen  für  die  der  Zahlen,  die  3te  anf  2 
Seiten  die  trigonometrischen  FuiicLionön  für  die  ganzen  und  halben 
Grade,  die  4te  auf  6  Seiten  die  Logarithmen  derselben  durch  d^o 
Sechstel  Qrade,  die  6te  anf  anf  2  Seilen  die  AntUogarithmea. 

H. 
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Tafeln  znr  Berodmmg  der  Moidphaaen.  Zum  Gebrauch  beim 
Unterricht  in  der  mathematiaclien  Geographie  entworfen  und  mit  er- 
klftreBdora  Texte  herausgegeben  v<m  Ch.  Paulus,  Professor  am 
Obefnrmnasiiiiii  in  Tabingen.  Tttbingen  1885.  Fnuii  Fqm.  1%  8. 

Der  eiklireiide  Text,  welcher  den  Tefelii  Toransgeht,  gibt  Aber 
die  gBianto  Berechnaog  der  Phaaen,  aowel  der  einieln  gefragtuü, 
ala  «icli  ihrer  TabelleiiY  in  Formeln  Anakunft,  ao  dasa  der,  welcher 
mit  der  Himmelamechanik,  nicht  eher  mit  der  astronomiacfaen  Praxia 
bekamit  iat.  Aber  die  En^iekehmgemethode  darnna  Bfie^^nftg  ent- 
nehmen kann.  Die  Berechnung  ist»  n.  n.  durch  ^""^>*m  dea  jnlia- 
niscben  Jahrea,  vereinfacht,  nach  Aassage  des  Verfassers  gleichwol 
für  den  Zeürmim  von  BÜO  vor  bis  2000  nach  Chr.  Geb.  bis  auf  1 
Minute  genau.  Werden  nun  auch  selten  Schulen  soviel  Zeit  er^ 
übrigen  können,  um  die  auf  29  Seiten  gegebene  Erklärung  zumVer- 
staudiiiss  zu  bringen,  so  wird  dieselbe  doch  einerseits  Autodidakten, 
du  duD  Gegenstand  aus  eignem  Interesse  treiben,  gute  Dienste  tun, 
andrerseits  können  auch  Schüler ,  ohne  sich  vorher  in  deu  Zu- 
sammenhang vertieft  zu  haben,  bloss  nach  den  Tafeln  unter  Bei- 
hülfe  des  Lehrers  Beispiele  rechnea.  Hierzu  ist  noch  eine  kurz 
gefasste  Gebrauchsaüwciöuug  gegeben.  Die  Berecbimng  besteht  ans 
2  Teilen:  erst  wird  die  Zeit  der  mittlereu,  daaa  der  wahrüu  Ihaso 
berechnet  i  hiernach  wird  noch  untersucht,  ob  der  Keumond  und  der 
ToUmond  von  Yerfimterung  begleitet  iat  H. 


Vermischte  Schriften. 

BolMin  de  FAcedteia  Bonle  dea  aoieiieeB.  des  lettrea  et  des 
beanz-arCa  de  Belgiqne.  65  —  67  annte,  8**  iMe«  t.  IX  — Xm. 
Bnnellei,  F.  Haares. 

Mathematischen  Inhalts  sind  folgende  Artikel. 

P.  Mansiou:  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  9. 
Ueber  eine  Fenn  des  Restes  in  der  Tajlor'scben  Formel  und  in  der 
von  Ch.  Lagrange.   10.  —  Bestimmung  des  Bestes  in  der  Gausa'- 
schon  QuadmtnrformeL  11.  —  lieber  daa  lotete  Theorem  von  For- 
mat 13. 

Ch.  Lagrange:  Neue  Formel  f£lr  die  Entwickelung  der  Func- 
üonen,  insbesondere  der  Integrale.  9.  —  Lösung  des  ullgcnK  inon 
Problems  von  Wronski  nnd  eines  andern  Problems  betreffend  die 
Integration  der  Differeotiftlgleichnngen«  10, 
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Q,  Lern  an:  Note  beMEsnd  die  Untersacbang  der  Biegangs- 
mooiMiCie  und  Schwerkräfte  orzengt  in  einem  Stabe,  der  in  seinen 
Enden  nnterstttUfc  iet  und  unter  dorn  fitnfloMe  einer  bewegten  Lnet 
tioh  biegt  9. 

J.  DcrnytR:  Ucbcr  gowissn  Keihenentwickelungen.  (Bericht). 
9.  —  Lieber  die  approximative  Berechnuüg  gewisser  beslimmten  Inte- 
grale. 11.  —  üeber  eine  Classe  conjugirter  Vielecke  (Bericht).  12. 
—  Ueber  einige  Eigenschaften  der  Semiinvananten.  13. 

J.  De  TiUy:  Ueber  die  Biccati'sche  Gleichaug  und  ihre  dop- 
pelte Vcrallgemeinernng.  9. 

M.  da  Silva:  Ueber  eiue  l?Yage  der  Theorie  der  elliptischen 
FniMStioiien.  10. 

EL  Gatftlan:  Aufgaben  ubestivmter  Anelytik.  9.  ~  Mnlbe- 
mitiiehe  Belustigung.  9.  —  Ueber  eine  GUase  Ton  IMfiarentiil* 
gMchnngen.  VSL  —  Beoerknogen  Uber  gewisse  besttmmta  Integnde 
(Beiidit).  18.  üeber  eine  nnmeriscito  Tafel  und  ihre  Attwendniig 
nnf  gewiaie  TnnsceiidenCea  (Beriebt).  13.  —  Bemeiknogeii  ttbar 
eine  trinoniacbe  Glelebnng.  IS. 

Jnmet:  Theorem  Ober  die  geoditiscben  Linien  der  BotntioBs» 
flachen. 

E.  Ges&ro:  Ueber  das  Stadium  der  arithmetischen  B(«eben- 

heiten  (Bericht).  11. 

C.  L.  Paige:  üeber  die  Anzahl  der  Gruppen,  welche  höhere 
Involutionea  auf  demselben  Träger  gemein  haben.  11.  —  Ueber  die 
Uomographien  in  der  Ebene.  13.  —  Untersncbnngen  Uber  das  l'en- 
taeder.  13. 

Ph7iikalisGfae&  Xobalts-  sind  folgende. 

Hirn:  Experimentelle  und  analytisdlie  Untecsnchnngen  Aber  die 
Geselle  des  Ansflaases  and  des  Stete  der  Gase  in  Function  der 
Tempeiaftar  (Beriebt).  9.  —  Die  moderne  Xlnetik  and  der  Pyna- 
mismas  der  Zaknaft  (Bericht).  13. 

Gdrard»  Tan  Weddingen  and  Jacqaet:  8  Xitteihngea  av 
Terbesseraag  der  Aerostaton  (Bericht).  9. 

P.  De  Heens  üeber  die  8|paannag  der  gesättigten  Dimpfo. 
Modiflcartoaea  aambringen  am  Geseti  von  Daltoa.  9.  —  Bestim- 
mung des  (SompresslbilitätscoeffidenteB  einiger  Flflssigiceitea  aod 
Variationen  dieser  Grösse  mit  der  Temperatar.  Theoretischei  Ge- 
sets  der  Variationen  jenes  Coeffidenten.  9.  Bestimmung  einer 
empirischen  Relation  zwischen  der  Dampfspannung  and  dem  0>eifi- 
cienten  der  innem  Reibung  der  FlOssigkeiten.  10.  —  Note  in  Be- 
treff einer  Arbeit  von  Robert  Schiff  über  die  specifische  Wärme  der 
Fltissigkeiten.  12.  —  Bestimmung  der  Variationen  dos  Coefticientea 
der  innem  Reibung  der  FlOssigkeiten  mit  der  Tempeiatnv.  Xheore- 
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tisdie  BetimditangeD,  wdcbe  tM  der  Beobtchting  dtoMr  QrOne 
fljenen.  Bettimmnog  einer  fheoretischen  Formel,,  welelie  die  elüH* 
edieti  Krülte  der  8eiittigte&  D&mpfe  in  Ftanctton  der  Teoqpentar 
aoidrackt    11.  —  Note  betreimd  du  OeieU  der  Audelmbtrkeit 

der  FlOssigkeitcD.  11. 

O.  Van  der  MeQsbroggbe:  Versuch  über  die  mechanische 
Theorie  der  OberfliUJieDspannong ,  der  Verdampfang  der  Flüssig« 
koiteu,  9.  —  lieber  die  Nichtstabilit&t  de«  Gleichgewichts  der  Ober- 
tiächenschicht  einer  Flüssigkeit  11.  12.  —  (Jeher  einige  merkwürdige 
Wirkangt  II  der  Molecuiariuräfte  bei  Berührong  einee  festen  Körpers 
OOd  eiuer  Flüssigkeit 

E.  Van  Aubel:  Experimentelle  Untersuchttngen  über  den  Ein- 
fluss  des  Ma^'netismus  anf  die  Polarisation  in  elektrischen  Medien. 
iU.  12.  —  Traiibpiireüz  des  TiaUub.  11. 

P.  Stroobant:  Neae  Unterauchungeu  über  die  scheinbare  Yer- 
grOeeerung  der  Gestirne,  der  Soime  und  des  Mondes  am  Horizont  10 

SL  Odrftrds  iUiveidiog  des  Tekfhoai  bei  t^ttenodiiuig  der 
VeirOekiiiif  der  elektrieeben  LioleiL  11.  H. 

Annuaire  de  TAcademio  lioyale  dos  sciences,  des  lettros  et  dos 
beanx-arts  de  Bolglqae,  1886.  1887.  Cinqo&nte-troisi^me  Aiuite. 
Bruxelles,  F.  Hayez. 

Das  Annaire  enthält  ausser  dem  Kalender  Geschichte  und  Jahres- 
bencbt,  Statuten,  Organisation  und  Eigentum  der  Akademiei  erteilte 
and  aosgesciiriebene  Preise  and  Biographien.  H. 

Annales  de  la  Facultö  des  sciences  de  Toulouse  pour  les  sci- 
cnces  matii^matiques  et  les  Bcicnccb  pbysiques,  publi6cs  par  un  co- 
mit^  de  r^daction  compos6  des  professours  do  math^maqaos,  de 
physiquo  et  de  dumie  de  la  Facolt^,  soas  les  anspieee  dQ^Minist^e 
de  rinitnwlioii  pabUqiie  et  de  la  Unnidpalit^  de  Tonlome,  avec 
eonooon  des  Conseüa  gtoteanx  de  la  Haate-Garouie  et  des  Baatae- 
I^xinöes.  Tone  L  Aonte  1887.  Paria,  Oaotbkr-YiUan. 

Diese  neue  Zeitsdirift  publicirt  matbeoiatiacbe  uid  physibaliaehe 
AhbandlBBgen,  grflssteateila  verüust  von  gegenwärtigen  und  frabera 
Profeasorai  der  Faeoltit,  nnd  gibt  inm  Scblnss  ein  sachticb  ein- 
geteiltes biliograpbisebesYeneicbmss  beginnend  mit  dem  Jabra  1868. 
Der  eiste  Band  entbUt  folgende  Abbandlnngen. 

£.  Picard:  üeber  die  linearen  Diffsrentialgleicbnogeii  und  die 
algebraischen  Transformationsgroppen. 

P.  Appell:  Ueber  das  Oleicbgewicht  eines  biegsamen  ond  nicht 
dehnbaren  Fadens. 
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E.  Goorsat:  Ueber  ein  Probien  beittglick  mI  Onmii  dop- 
pelter Kmmmang. 

G.  Kocnigsr  Ucber  die  Form  der  Curvcn  constnntcr  Spannanp. 
—  Ueber  die  Curven,  deren  Tangenton  einem  linearen  Coniplex 
angehören.  —  Uebor  die  Anwendung  gewisser  quadratischer  Formen 
in  der  Geometrie. 

P.  Garbe:  Experimentelle  Untersnchungen  über  die  Strahiang. 

Ii.  Andoyer:  Beitrag  zur  Theorie  der  intermediären  Bahnen. 

M.  Brillen  in:  Fragen  der  Hydrodynamik.  R 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  10.  Mit  Inhaltsverzeichniss  der  Bände  1—10.  Stock- 
holm 1887    F.  Q.  G.  Beyer.  Berlin,  Majrer  n.  MllUer.  Piiia, 

A.  Uerinaon. 

Der  10.  Band  enthftlt  folgende  Abhnadlnogeci. 

J.  Hack 8:  Ueber  Bemmen  von  grOssten  Ganzen. 

M.  A.  Stern:  Deber  den  Wert  einiger  Beiben,  weleho  von  der 

Function  E{x)  abhangen. 

K.  Schwering:  Ueber  gewisse  trinomiscbe  oompleze  ^rftM^i, 
M.  Lcrch:  Eiu  Satz  der  Reihentheorie. 

G.  K  0  b  b :  Ueber  die  Bewegung  eines  materieiieu  Punkts  aal 
einer  Kot&üousfläche. 

K.  Bohiin:  Ueber  die  Bedeotuag  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme. 

R.  Lipschitz:  Zur  Theorie  der  krnmraen  Oberüachen.  —  Be- 
weis emes  &<iUeä  auB  der  Tiicono  der  Substitutionen. 

H.  Dohr  ine  r:  Die  Minimalflftchen  mit  einem  Sjstem  epbiri- 
echer  SrtUnmungsluiien. 

8.  Pincherle:  Ueber  gewiwe  durch  beiümmte  laftogrtto  dnv^ 
gestellte  ftnetionele  Opendonen. 

0.  Stande:  Ueber  eine  Gnttong  tnuucendentv  BMuneootdi- 
nnten. 

L.  Lecornn:  Ueber  die  Fliehen,  welche  dieselben  Bymmetiie- 
flibenen  besitzen  wie  eins  der  regelmässigen  Polyeder. 

O.  Hnmbert:  Ueber  die  nlgebmialien  Integnle  der  algebmi- 

tchen  DifTerentiale. 

T.  J.  StieltjeB:  Tnfel  der  Werte  der  Bnnmen  St  ^  £n-^, 

i 

J.  Weingarten:  Zar  Theorie  des  FUehenpotentials. 
H.  Poinear6:  Bemerkungen  ftber  die  iiregnUren  Integrale  der 
linearen  Gleichungen. 

G.  Koenigs:  Ueber  eineCIaBse  tou  Formen  von  DÜFcrentialen 

nnd  über  die  Theorie  der  Systeme  von  Elementen. 

K.  A.  Stenberg:  Ueber  einen  SpedalM  der  Laaii6'tehen  Dif- 
IsceuüalgieidNng.  H. 
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XXIU. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analjsis. 

Carso  de  analyse  infinitesimal.  Por  F.  Gomos  Teixoira, 
Director  da  Academia  Polytechnica  du  Porto,  professor  na  mcsma 
Academia,  antigo  professor  na  Uuiverüidado  de  Coinibra,  socio  cor- 
respoiideiito  da  Academia  Real  das  Sciencias  do  Lisboa,  etc.  (Cal- 
CBlo  differenciaL).  Porto  imi.  Typograpbia  Occidental.  356  S. 

Augenscheinlich  ist  das  Buch  zunächst  für  dio  \  ürlt?uiiijeu  des 
Verfassers  an  der  polytccbniscben  Akademie  in  Oporto  bestimmt  und 
erwirbt  sich  das  Verdienst  die  Keontniss  der  DiffereutialrediQung  iu 
Portugal  namentlich  anter  den  Technikern  so  verbreiten.  Es  be- 
handelt in  der  Einleitung  die  Theorie  der  Imaginären,  der  Summen 
und  Prodaete  unendlicher  Reihen,  der  KettenbrQehe  und  der  Func- 
tionen, dann  der  Reihe  nach  die  BegriiTe  der  Grenzen  und  Stetig- 
keiti  die  Differentiation  der  Funi^onsclassen,  Anwendungen  auf  Curvon 
und  Flächen,  höhere  DifTerentialqnotleDten,  den  Taylor'Bchen  Satz 
mit  Anwendungen,  u.  a.  auf  Maxima  und  Minima,  geometrische  An- 
wendliagen  desselben,  Functionen  in  Reihen  dargestellt  und  Func- 
tionen von  Imaginären  Die  Einleitung  erklärt  und  erörtet  die- 
jenigen Gnindbopritie,  weiche  bei  Uebergang  von  der  nicdcrn  Algebra 
zur  Aüaiysis  hiuzukümmen.  Dio  Art  wie  dies  geschieht  entzieht 
sich  unserer  Bciu'tcilung ,  da  es  uns  nicht  wol  begreiflich  scheint, 
wie  jene  Begriffe,  namentlich  der  der  Irrationalzahlen,  durch  das 
Beigebrachte  zum  Verständniss  gelangen  kuuiien.  Wir  müssen  eben 
zu  dem  Verfasser  das  Vertrauen  haben,  dass  er  den  Bildungsgang 
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(ter  PortngifiM  besMr  koimt  imd  die  Yerantwortaiig  dafütr  auf  sich 
nehmen  kann,  dasa  seine  Methode  Ar  leineZohörer  die  angemesteoe 
ist  Oer  eigentliche  Oarsos  ist  davon  anabhftngig  and  ohne  Be- 
jsagnabme  daraof;  er  ist  aaf  Uebenntttelnaf  des  beatigen  Stand- 
punktes der  Theorie  nnd  besonders  aaf  ansttbende  Praiis  gerichtet, 
der  Tortrag  Isicfat  versUtudÜch.  H. 

Grundriss  der  Difforenfial-  nnd  Integral-Rechuung.  I.  Theil: 
DiflFerential-RechuuDg.  Vou  M.  Stegemaiiu.  Dr.  phil,,  weil.  Pro- 
fessor au  der  technischen  Hochschule  zu  liannover.  Fünfte,  voll- 
ständig umgearbeitete  uud  vermehrte  AuHage  mit  t)ö  Figuren  im 
Texte  herausgcgcbeu  von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professor  der 
Mathematik  an  der  technischen  Hochschule  zn  Hannover  Hannover 
188a  Hfilwing.  465  8. 

Bas  Bnch  gehört  sn  deigenigen  Lebrbtlchem,  welche  dem  An- 
fänger das  Lernen  leicht  machen  wollen,  in  der  Tat  aber  es  ihm 
nnr  leicht  machen  nicht  za  lernen,  viel  xn  treiben  ohne  darOber 
ins  BSare  zn  kommen.  Der  Bearbeiter  sagt  zwar,  dass  et  zahlreicho 
Irrtümer,  die  sich  in  den  früheren  Auflagen  befinden,  richtig  zu 
stellen  hatte.  Gleicbwol  ist  der  bekannte  elementare  Fehler  nnbe- 
rechtigter  Umkchruug  stehen  geblieben.  Gleiches  kann  man  fdr 
Gleiches  setzen,  aber  nicht  umgekehrt:  Grössen  sind  darum  nicht 
gleich,  weil  ihre  Substitution  ein  Resultat  nirlit  ändert.  Dem  ent- 
gegen wird  hier  der  Satz  autgestellt:  endliche  Grossen  würden  durch 
Addition  unendlich  kleiner  nicht  geändert,  und  zwar  geht  zur  Be- 
gründung nichts  voraus  als  eine  kurze  Erörterung  des  Begriffs  des 
Grenzwerts,  üuss  die  Behauptung  sich  blusä  auf  den  SchJuss  von 
lim(a;  +  £)  =  limar  auf  =  x  stützt.  Der  Fehler  ist  kein  vor- 
übergehender., der  sich  im  Fortgang  ausgliche;  nein,  in  ebenso 
sorgloser  Weise  geht  es  weiter.  Die  ganze  Theorie  der  Unendiichen 
wird  durch  ausweichenden,  schiefen  Ausdruck  in  ein  fflr  den  An- 
ftager  undurchdringliches  Dunkel  gehQllt  Gleich  anfangs  wird  auf- 
gestellt, eine  veränderliche  Grösse  werde  unendlich  klein,  unendlich 
gross,  wenn  sie  sich  der  Grenze  0  nftfaere,  bshw.  grösser  als  Jede 
beliebige  Grösse  werde.  Hiernach  würde  oifenfaar  die  Grösse  erat 
dann  unendlich  klein,  unendlich  gross  sein,  wenn  die  Grenze  0  er- 
reicht, bzhw.  alle  Grenzen  überschritten  wären,  d.  h.  es  wttrde  sich 
ergeben:  unendlich  kleine  Grössen  (die  nicht  null)  und  onendlich 
grosso  sind  überhaupt  undenkbar.  Der  Anfänger  wird  also  sogleich 
in  die  alte  Saxikgasse  geführt,  in  welcher  ihm  nichts  übrig  bleibt  als 
auf  Selbstdenken  und  Verstehen  der  Theorie  zu  verzichten  uud  die 
Schlüsse  des  Lehrers  nachzuahmen.  Dass  wirklich  der  Verfasser  den 
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Betriff  des  ünendlicheo  in  das  Jenseit  alles  Denkens  verlege,  be* 
etftligt  flberdles  die  HinsofUgang ,  dass  die  Beseicfaniing  der  Ueinen 
(grossen)  OrOsseD,  mit  denen  wir  rechnen,  als  nnendUcb  klein  (gross) 
ein  abgekfliztcr  Aasdmck  sei,  bei  dem  man  den  fraglichen  Denk* 
process  sls  nachfolgend  im  Bewusstsein  zn  halten  habe.  Von  jenem 
endlosen  Denkproccss  weiss  die  analytische  Praxis  nichts;  jene  Be* 
griffe  sind  hier  in  gleichem  Falle  mit  denen  der  Elementarmathe- 
matik. Es  ist  klar,  dass  ein  einzelnes  Dreieck  ein  allgemeines  Drei- 
eck repräsentirt,  bloss  weil  keine  Besonderheit  aufgestellt  ist.  Ebenso 
repräscntircn  auch  irgend  wicviolo  Tcilbogcu  eiuer  Curve  nebst 
Sehnen,  solangu  die  Zahl  und  Kleinheit  nicht  festgesetzt  ist,  jede 
Zahl  und  Klt  iuheit  In  dieser  Ei'^'enschaft,  also  vermö^jre  der  blossen 
NiclitbestiüHuung,  ist  nnd  hcisst  (uicht  symbolisch  oder  abgekürzt, 
sonderu  im  einfachen  eigentlichen  Sinne)  die  Zahl  nnendlich  gross, 
der  Teilbogen  uibst  Sehne  unundiieh  klein,  und  durch  einen  be- 
kannten indirecteu  Schlusü  (iu  welchem  vun  fortgesetzter  Teilnng 
gar  nicht  die  Rede  ist)  beweist  man  die  genaue  Richtigkeit  der 
Quadi  utur-  oder  Reetificationsformcl.  Gerade  der  Satz  aber,  welcher 
diese  Schlusswciso  Icbrt,  gerade  ilus  i  utKlauitutali'i  iiicip  der  Infinite- 
simaltheorie fehlt  in  Stegcmuuu's  JJitferentialrcchuuüg  und  in  auch 
vom  iitaibeitcr  uicht  ergänzt.  2sach  dcüscu  Darstellung  inuss  der 
Leser  glauben,  die  Formel  werde  erst  genau,  sobald  das  Ziel  der 
Veränderung  erreicht  sei,  sobald  das  Polygon  mit  der  Curve  zusam- 
menfiUIt,  also  nie,  weil  das  nie  geschieht  Dnreh  Anftreisnng  der 
genannten  Fehler  ist  wol  sor  Genüge  gezeigt ,  dass  die  Grundlegung 
der  gesaraten  hier  behandelten  Theorie  eine  sehr  mangelhafte  ist. 
Die  Lehrmetbode  steht  noch  auf  einem  aberwnndenen  Standpunkt 
Dafür  ist  es  keine  Entschnldignng,  dass  das  Buch  für  Techniker  be- 
stimmt ist,  die  kein  intensives  Studium  beabsichtigen.  Denn  die 
exaeten  Prindpien  der  Infioitesimaltheörie  sind  weit  ein&eher  als  die 
hier  gegebenen  ErklAmngen,  welche  um  die  Sache  herumgehen  ohne 
den  rechten  Funkt  su  treffen.  Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  ge- 
wöhnliche: aosser  der  Differentiation  der  Functionen  wird  behandelt 
der  Taylor'sche  Satz ,  die  Maxima  and  Minima ,  Bestimmung  von 
FuncUonswerten  durch  die  Stetigkeit,  unendliche  Reihen,  Anwen- 
dungen auf  Curveu  und  krumme  Flachen,  Theorie  der  complexen 
Grossen.  Zu  jedem  Thema  sind  Uebungsaulgaben  gestellt 

Hoppes 

R^8um6  du  coors  d'analyse  infinitesimale  de  Taniversite  de  6and. 
Fat  F.  Mansie n,  Professeur  ordinaire  &  Funherdti  de  Gand, 
Corr  «spondant  de  rAcad^mie  Boyale  de  Belgiqae,  de  USod^ti  Boy- 
ßle  des  Sciences  de  Li^  et  de  la  8ociM6  Mathtewtiqtte  d'Amster- 
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dam.  Caecal  diff^entiel  et  principes  de  calcal  iutögral.  Paris  1^7. 
CkMilillMr-VinAn.  900  8. 

Das  Vorlifiigende  ist  ißt  JjMH  der  Yorlsumgen  des  V«r£MS«ts; 
es  lehrt  d^e  Prindpleii  der  Theorie  der  elementeren  Functionen; 
andere  als  die  in  den  Elementen  forkonunendeD  Fanctionen  sind 
also  ausgeschlossen;  dagegen  werden  die  nnabhäogigen  Variabein 
allgemein  als  complex  aufgofasst,  ohne  Anwendung  jedoch  der  krumm- 
liuigon  Integrale  von  Cauchy,  ausgebend  von  der  Deliuition  ev  = 
cosy-j- <'siny,  e'  =  r^*,  wo  «  =  ar-^-i/f  Der  Ik-weis  für  die  Regel 
der  Derivatioii  der  zusamniffe^otztcu  Fuuctioin'ii  wird  aus  den  be- 
sondern Itegelü  bezüglich  aut  .Summeu,  Producte  und  Expouential- 
functiouen  abgeleitet,  ebenso  für  den  Satz  der  Inversion  der  Deri- 
vationeü  ohne  Kecnrs  an  ein  l'ostulut.  Hieraus  liessou  sich  die  ge- 
samten Formeln  der  Differcnlulgloichuui^  ui  gleicher  Allgemeinheit 
begruudcu.  Die  Abschnitte  des  i^uchs  sind :  Einleitung,  fundamentale 
Eigenschaften  der  Berivirten,  Integrale  und  Reihen,  ÜifferentiaUoo, 
Eigenschaften  der  Functionen,  Anhang,  ergänzende  Noten.  Die  iwei 
letzten  sind  wegen  der  kurzen  Fassung  der  zwei  ersten  Abschnitte 
hinsagettgt.  Die  drei  ersten  Capitel  des  Anhangs  enthalten  eine 
historische  Skizze  der  Fortschritte  der  Analysis  des  Unendlichen, 
die  Uebersetsong  der  ernten  Artikel  von  Leibniz  und  Newton  ttber 
die  Differentialgleichung  und  eine  Notiz  über  die  verschiedenen  Auf- 
fsssnngsweisen  der  Theorie  der  Unendlichkleineu  von  Kepler  bis 
Canchy,  worin  der  Verfasser  bewiesen  zu  haben  glaubt,  duss  schon 
Leibniz  und  Newton  die  Intinitesimalrechnung  so  vorstandeu  haben 
wie  l.jü  Jahre  später  Cauchy.  Die  zwei  folgenden  Capitel  beweisen 
das  FundamcutalpriiH-ip  der  Gren/methode:  Eine  beständig  wachsende 
Variable  bat  einen  üudliclu'n  oder  „nnendlichuu  Grenzwert'*.  Die 
Theorie  di^r  Grenzwerte  ist  schon  vorher  behandelt  Ein  Capitel 
liaudelt  vom  Priucip  der  Substitution  Uneudlichkleiucr  mit  neuer 
liegründung  namentlicii  in  Anwendung  auf  Kectificatiou,  Quadratur, 
Kubatur,  in  einem  Capitel  über  die  fundantcutalea  Eigenschaften 
der  Dcrivirtou  und  den  Zusammenhang  der  Diüeiential-  und  Inte- 
gralrechnung wird  der  Satz  bewiesen,  dass  Functionen  vOn  gleicher 
Derivirter  oonstuite  Differenz  haben,  und  die  Weierstrass'sche  Fnnc* 
tion  ohne  DifferenUal  besprochen.  Bei  Abüsssung  des  Buchs  erUftrt 
der  Veriisaser  die  Lehrbflcher  von  Schaar,  Gatalan,  Gilbert,  Cauchy, 
Duhamel,  Lipschitz  und  Schriften  von  Genoochi,  Peano  und  Darbonz 
zu  Bäte  gesogen  zu  haben.  H. 

Die  Determinanten  in  genetischer  Behaudinng  zur  Eiuföhrung 
fUr  Anfllnger.  Von  Adolf  Sickenberger,  Professor  am  k.  Maxi- 
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«ttiMgymoaiiiiin  In  Mflnekeii.  Zweitar  Abdrook.  IMiioliai  1887. 
Tlioodor  AckermaDn.  80  8. 

Die  Schrill  bat  zwei  verschiedene  Bestimmangenf  die  der  Ver- 
famm  mit  grossem  Geschick  rar  Deckung  ra  bringen  bemttht  ist, 
die  wir  aber  der  Beurteilung  wegen  aus  einander  halten  müssen. 
Der  Titel  bestimmt  sie  zur  Kinfübrung  für  Anfänger.  Von  diesem 
Gcaicht'^pmjkt  ans  betrachtet  wurden  pädagogische  Mängel  das  Vor- 
treffliche ganz  in  Schatten  steJli  n.  Aber  das  Vorwort  selbst  stellt 
diesen  Zweck  m  zweite  Linie;  es  geht  von  einer  formell  analytischen 
Untersuchung  ans,  deren  Gang  dnrch  ihr  Ziel  schon  vorgozeichnct 
ist,  und  fügt  nur  zum  Schluss  die  Aenssernng  bei,  dass  derselbe  Lehr- 
gang auch  für  einen  strebsamen  SchUler  eines  GymnasLums  verständ- 
lieli  nnd  nntEbringend  sein  solle.  Die  Ausführung  zeigt  folgenden 
Grandgedanken.  Darob  die  Bdiontf  icbe  Melbode  der  AaflOenng  bin- 
reicbender  Systeme  linearer  Gleichongen  wird  jede  Lösung  sogleich 
als  bomogene  linenre  Function  der  bekannten  OUeder  dargesteUt  Die 
Coefileienten  efebea  im  VerhaitniBs  von  Unterdeterminante&  Betraebtet 
man  aleo  die  Tbeorie  der  Oddcfanngaejeteme  für  »Oeenchte  gis  bekannt, 
80  bietet  sieb  bierin  ein  Uebergnog  zur  Tbeorie  für  «i^-l  Gesuchte. 
Demgemfts:!  wird  hier  nach  einander  die  Theorie  für  2,  dann  3,  dann 
beliebig  neie  Gesuchte  entwickelt  und  dabei  einige  Eigenscbaften 
der  Determinanten  hergeleitet.  Um  dies  indes  in  Ausführung  zu 
bringen,  waren  gar  manche  Discussionen  und  Beweise  in  Beti-eff 
der  Identitäten ,  der  Vorzeiehon  Ptc .  nötig.  Alle  Deductionen  sind 
mit  ausgezeichneter  Klarheit  und  Präcision  vorgetragen  und  zeugen 
von  ungemeiner  Beherrschung  des  Stoffes.  Fragen  wir  nun ,  abge- 
sehen vom  didaktischen  Zwecke,  nach  Wert  und  Bedeutung  des  Ge- 
leisteten, so  kauu  liiau  unter  der  genetischen  Behandlung,  wie  es  der 
Titel  nennt,  wol  nnr  jene  recurrente  Darstellung  vorstehen,  die  statt 
der  gewöhnlichen  independenten  Form  der  Entwickelung  der  Deter- 
nünantenlehre  gegeben  worden  ist  Im  aUgem^nen  pflegt  man  der 
independeaiten  Foim  vor  der  recorrenten  den  Yonng  zu  geben;  im 
vorliegenden  Fitte  verdient  de  den  Vorzug  gaas  beeonders:  die 
Reebnnng  mit  gaaaen  Determinanten  ist  elegant  nnd  dnrcbseban- 
liebk  mit  Zerlegung  sobwerftUig  nnd  mit  allerband  UmstliidUiPfakeiten 
verknflflt^  jede  Zerlegung  annnilirt  teilveisey  ms  doreb  die  Deter- 
minante erreicht  war.  Von  dieser  Seite  aus  betrachtet  Iftsst  also 
die  verftnderte  Bchandlungsweise  nur  einen  Rückschritt  erkennen. 
Was  aber  nicht  auf  dem  Titel  steht,  der  Aufbau  der  Determinanten- 
theorie auf  de'i^  Baisie  der  Theorie  der  Gleich^ngssjst^me,  ist  wenigstens 
eine,  wenn  aTich  willkürlich  selbst  gewählte,  durch  nichts  geforderte, 
doch  originell*^  Aufgabe  gegenüber  der  gewöhnlichen,  combinatori- 
Bcben  fiegrauduug,  welcher  die  Lösung  der  Gieichaugssysteme  als 
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Anwendung  iiachfulf.;t  hw  AnsfAhrnn^  hat  gezeigt,  welche  Fragen 
dabei  zu  behandeiu  siud.  llit  rin  alloiu  ist  die  eigentliche  Leistung 
der  Arbeit  zu  sehen;  das  suocossive  Aufsteigen  war  der  Weg.  auf 
dem  der  Verfasser  dazu  gtlaugic.  \  ielleicht  der  einzige  mögliche,  wo 
nicht,  wol  kaum  der  empfehlenswerte.  Was  nun  die  Verwendang 
der  Methode  zur  Einführung  der  AnfiUiger  betrifft,  80  ist  in  Torito- 
gender  Bearbeitung  die  KenatDiss  der  AnflOsimg  der  lioearen  Glei« 
ehiiDgen  nadi  iigend  einem  YeriUireD  ToraaegeBotit ,  dae  Ordnongi- 
princlp  im  Anedmck  der  LdraDgen  hingegen  soll  eben  erlernt  wer- 
den. Der  Lehrgnng  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  am  System 
sweior  Oleichnngen,  deren  Zweck  dem  Schiller  verborgen  bleibt.  Im 
Fortschritt  zum  Systeme  dreier  Oleichnngen  wllrde  «r  den  Zweck 
ahnen,  wenn  die  Beobachtangen  analoge  wären.  Allein  hier  wird 
erst  nach  Reductionen  und  Discussioncu  das  Ziel  erreicht  überhaupt 
die  analoge  Form  herzustellen,  deren  Ucbcrcinstimmung  der  Schüler, 
dorn  <iio  Idee  der  Anonhuintj  fremd  i^t,  nicht  walirninirrtt.  Er  hat  also 
wiederum  keine  Aufklärung  rihaltm,  muss  Schritt  für  Schritt  dem 
Vortrage  rcceptiv  folgen  und  hat  für  deu  weitem  Fortschritt 
nur  d(  n  Blick  auf  unabsehbar  ausgedehnte  Discussionen,  die  bei  4 
Uli  1  Gleicliuugeu  hevorstehcn.  Ist  endlich  nach  andauernder  Auf- 
merksamkeit das  Ziel  erreicht,  so  kann  er  gewisse  Eigenschaften  der 
Determioautcu  registrirou,  ist  aber  in  deren  Gebrauch  zu  den 
einfitchen  weitreichenden  Schlfissen  noch  immer  nicht  eingeweiht  und 
whrd  Mk  bei  Anwendung  mit  Zerlegung  in  Unterdeterminaaten  be- 
hdfen.  Wenn  man  weiss,  wie  leicht  —  freilich  erst  bei  einiger  Yer- 
trantbelt  der  Schiller  mit  den  Elementen  der  Combinatorik  nnd  mit 
Snbstitntionen  ^  sich  sftmtlicfae  Haoptsttze  der  Determinantealehre 
ohne  alle  Dedaetionsketten  durch  direete  Schlosse  entwickeln  lassen, 
so  mnss  es  als  eine  unbillige  Znmatang  erscheinen,  daas  sie  sich 
erst  dnrch  alle  Schwierigkeiten  des  successiven  Ansteigens  hindurch- 
arbeiten sollen.  Andere  Autoren  haben  bei  Bearbeitung  der  Detor* 
minantenlehre  für  den  Schulgebrauch  den  gleichen  Ausgangspunkt 
wio  in  dieser  Schrift  gewählt,  verbanden  aber  damit  die  Bestimmung 
für  die  Mittelclas«»en  der  Gymnasien,  um  die  Schüler  der  Algebra 
schon  am  Gewinne  teilnehnion  zu  lassen,  eiu  Gewinn  der  für  sie 
üöeubar  ganz  illusorisch  ist.  Der  Verfasser  hat  nach  allem  nur  die 
höchste  Classe  im  Siune.  Hoppe. 


Allgemeine  UntenacbiuDveD  fibar  die  imeDdlidie  fieihe 
^  +  ly*  +    1.2j<y+ir        ^  ^' 
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Ton  Carl  Friedrich  Gaoas.  Mit Einsdilaas  der naeligelasseDeo 
FortsotzoDg  aai  dem  LateiDtecheii  übersetzt  von  Dr.  Heinrich 
Simon.  BerUn  1888.  Jolios  Springer.  86  8. 

Diose  bei  ihrer  Kür/e  so  reichhaltige  Arbeit,  deren  Inhalt  als 
weseDtlicher  Teil  jedes  Lehrctursns  Aber  bestimmte  Integrale  allge- 
mein bekannt  ist,  von  der  vor  nicht  langer  Zeit  niir  wenige  Exem- 
plare existirten,  Üb  sie  in  der  Gesamtaasgabe  der  Weihe  wieder* 
erschien,  ist  oon,  weniger  durch  die  TerdentschnDg^  deren  das  Ganss'- 
sche  Latein  kaum  bedarf,  als  dnrch  die  gesonderte  Ansgabe,  dem 
Gebraache  des  Einzelnen  näher  gerttcict,  was  gewiss  dem  Wunsche 
Vieler  entspricht  Dem  historischen  Interesse  hat  der  Uebersetzer 
einerseits  durch  trenc  Wiedergabe,  andrerseits  durch  Sondemag  des- 
jenigen Teiles,  welcher  als  Fortsetzung  ans  dem  Machlass  aniisenom' 
men  ist,  Kecbunng  getragen  und  am  Schlüsse  des  Ganzen  Anmer- 
kungen litterarischeu ,  historischen  uud  erklärenden  Inhalts  hinzu- 
gefügt. Die  Fortset/nriL'  rnthält  die  Kiitwirkflnnp  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichaag  2.  Ordnung,  welcher  die  Gaoss'scbe  Function 
genügt  H. 


üeber  zwei  universelle  Yerallgemelnenittgen  der  algebraiichen 
Gmndoperationen.  Von  Dr.  Oskar  Simony,  a.  o.  I^ofessor 
an  der  Wiener  Hochschule  für  Bodencaltur.  Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wisseasch.  XCI.  Febr.  1886. 

Dai  Vurliegende  ist  ein  neuer  Versuch,  imaginäre  Zahlen  ?on 
höherer  als  zweifacher  Maantchfiütigkeit 

in  die  Beehnung  einzuführen.  Die  Begriffe  der  Operationeii,  von 
denen  Addition,  Hnltiplication  und  Potenzimng  in  Betracht  gezogen 
werden,  werden  dardi  Forderungen  bestimmt,  so  dass  deren  Ter- 
mebrung  und  Weglassung  Verengung  und  Erweiterung  des  B^ffs 
bedeuten.  In  der  Wahl  der  Anordnung  leitet  die  Analogie;  Not- 
wendigkeit wird  nicht  1>ean8pnicbt.  Es  ergibt  sich,  dass  die  Coef- 
flcienten  des  Besultates  jeder  Operation  immer  erst  nach  Ilinza- 
figung  weiterer  beschränkender  Bedingungen  vollständig  bestimmt 
werden  können.  Durch  eine  geometrische  Charakterisirnng  soll  dann 
die  Unbestimmtheit  gehoben  werden.  Dies  führt  zur  zweiten  Ver- 
aUgemeinemng.  Auf  das  Nähere  einzugehen  wOrde  zu  weit  führen. 
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Geometrie. 

Coun  de  gtomMe  de  la  Facoltö  des  Sciences.  Legone  sor  la 
thiorte  g6iiMe  des  snriaces  et  les  applicstlOM  g^om^triqaes  da 
oalcul  infinitäsiiiiaL  Per  Gasten  Darbouz,  Membre  derinsttlol, 
Profaiseur  4  la  Facalt6  dw  Sciences.  Pnaiidte  partie.  GMralitda. 
Goordonntes  earvflignes»  SnrfiMSS  minima.  Paris  1887.  Ganthler- 
TiUars.  518  B. 

Das  Buch  behaudolt  die  Theorie  der  Curveu  uud  Flächen  iu 
analytiscli  kinematischer  AnfliMSQDg ,  und  gehört  Monacli  der  zor 
Zeit  nodi  am  wenigsten  Tertretenea  Classe  gcometrisdier  Arbeiten 
an,  die  sich  In  wesentlichem  Gegensatase  gegen  zwei  gegenwärtig  weit 
mehr  im  Voideigrande  stehenden  Classen,  den  synthetischen  und 
algebraischen,  d.  h.  die  Gebilde  als  Gonstraction  primitiv  gegebener 
Gleichungen  betrachtenden ,  befindet  and  ihre  verdiente  Beachtung 
neben  jenen  zu  erringeii  hat  Der  kinematische  Aneigaagspiuikt  ist 
allgemeiner  gewählt,  als  es  Ar  die  geometrische  Verwendung  erfor- 
dert wird.  Es  ist  die  momentane  Rotation  eines  Trieders,  das  mit 
einem  Parameter  variirt.  Sind  q,  r  die  Componcnten  der  Rotatioos- 
geschwiadigkeit ,  die  sich  bekanntlich  j\nch  verhalten  wie  die  Rirh- 
tungscosinus  der  Rotatiousaxe ,  so  siml  iur  festen  Scheitel  die  RrU- 
tungscosinos  jeder  der  ^  Triederkauteu  a,  ^,  y  bestimmt  dordh  das 
System  dreier  Diffcrentialgleichangea 

da  Bß  dy 

^  =  ßr-yq-     ^  =^yp  -ar;   ^=  ixq-ßp  (8) 

dessen  vollständiges  Integral  durch  Üi  thogonalsubstitution  aus  jeder 
spcciellcu  Losung  hervorhebt.  Für  variirenden  Scheitel  kommen 
noch  Tenne  himm,  deren  Berfleksicbtigang  indes  jener  Integration 
erst  nachfolgt.  Wird  nnn  das  Trieder  von  der  Tangente ,  Hanpt- 
nud  Binermsle  einer  Cnrre  gebildet  nnd  durch  ein  TMeder  yoii 
gleicher  Stellung  und  festem  Scheitel  ersetst,  se  ftllt  die  Botations- 
sxe  in  die  eine  Sdtenflftdie,  q  Tenchwindet,  und  r,  p  verhalten  sich  wie 
die  Coinddenzwinkel  der  Tangente  und  Krttmmungssxe  (mitbin  wie 
Krflmmnng  und  Torsion).  Die  8  Differentialgleichungen  sind  dann  die 
Fnndamentalfermeln  der  Gurrentheorie,  und  ihre  Integration  löst  das 
Problem,  aus  der  gegebenen  Relation  von  Krttmmungs-  und  Torsions- 
winkel die  Curve  zn  finden.  Die  Reduction  des  Problems  auf  eine 
imaginäre  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  war  bckatmt.  Hier  wird  sie 
nach  gleicher  Methode  allgemeiner  behandelt.  Zunächst  ftihrt  letz- 
tere obigen  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Triedcrs  auf 
dieselbe  Form  zorttck,  and  selbst  diese  werden  vorher  erweitert  auf 
die  Form 
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Ks  folgt  nun  als  Basis  der  Flächentheorie  die  Betrachtung  eines  mit 
2  Parametern  v  variirendon  Triedcrs.  Variirt  n  allein,  v  alleio, 
so  ergeben  sich  2  Systeme  (8),  ans  donon  3  BedinLungsrelatioDen 
zwischen  pqr,  PxUx^'i  hervorgehen,  wenn  eine  gleichzeitige  Variation 
von  u,  V  möglich  sein  soll.  Sind  diese  erfüllt,  und  man  hat  eine 
Lusuug  für  das  eine  System  (8),  die  dem  andern  nicht  genügt,  so 
ergibt  sich  daraus  ein©  zweite  Lösnng  für  das  erste,  genügt  sie  aber 
dem  zweiten  für  irgend  ein  «  —  u^,  so  genügt  sie  ihm  für  jedes  u. 
Nach  einigen  Folgerungen  nnd  speciolleii  Anwendungen  worden  dann 
dio  Theorien  der  coujugirten  LinienBysteme,  der  KrfiramnngsUnien 
der  asymptotischen  Linien,  der  conformen  AbbUdung,  der  Fftnfkogel- 
coordinaten  nnd  der  ErammnngsUnieii  in  tangentiellen  Coordinaten 
entwickelt.  Fast  die  Hftlfte  des  Bncbs  nimmt  dann  die  Theorie  der 
der  Minimalflftchen  ein.  Nach  einer  historischen  Uebersicht  werden 
dio  Ideinsten  Flächen  in  pnnctuellon  und  fan<,'cntiellen  Coordinaten, 
ihre  conformc  Abbildung,  die  adjungirte  Fläche  von  Bonnet,  die 
Formeln  von  Monge,  die  algebraischen  Minimalflächen,  die  Formeln 
von  Schwarz,  das  Problem  von  Plateau,  dio  Formeln  von  Weierstrass 
nnd  verschiedene  Anwendungen  behandelt.  B. 

Deber  Hidien  zweiter  Ordnung.  Ein  Beitrag  za  deren  Theorie. 
Von  Wilhelm  Bcbmidle,  Lehramtspraktikant  Beilage  znm  Fro- 
gnunm  des  Oyranasinnis  in  Baden.    Baden-Baden  1887.    4^  15  8. 

In  den  „Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage"  beweist  von  Staudt 
p.  28.  einen  Satz,  welcher  einen  Teil  der  Flächen  2.  Ordnung  dc- 
linirt.  Diesen  wählt  der  Verfasser  als  Ausgangspunkt  fttr  eine  Theorie 
der  Flächen  2.  Ordnung  ,  discutirt  die  Schnitte  dii  Ebenen  mit  der 
Fläche,  indem  er  die  Principien  der  Staadt'scbcn  Geometrie  als  be- 
kannt voraussetzt,  und  beweist  rein  geometrisch  26  LehrsAtie. 

H. 

Eiiifübnuic^  in  dio  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Znm  Gebrnuche 
für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von  I)r  Richard  Heger, 
a.  0.  Honorarprofessor  am  Köni^j).  Polytechnikum  und  Oberlehrer 
am  Wettiuer  Gymnasium  za  Dresden.  Mit  Holzschnitten  im  Teite. 
Bredku  1887.  Eduard  Trewendt,   61  S. 

Der  Lehrgang  nimmt  seinen  Anfang  beim  ebenen  Schnitte  des 
gera«taBi  Kegslff  and  entwickeil  darans  mit  ZoliflÜenaim»  einfacher 
BdGhtng^  ia%.  Tangenten-  mid  SoealtboorieL  Dam  cut  wifd-  di« 
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GleichiiDg  der  Corvo  zngeBogen.  E«  folgt  iraiter  der  Beihe  nadi : 
die  quadratische  Paokt-  und  StrableDinvolatioD,  der  Kreiakegel,  denen 

ebene  Schnitte,  projcctivo  Punktreihen  und  StrahlbQschcl,  die  Kegel- 
ecbnitte  als  P>zeiigiiii8e ,  Flacbeoinhalt  Mit  den  einseinen  Sitten 
sind  viele  Uebnngen  verbunden.  H. 

Methodik  der  stetigen  Deformation  von  sweihMttrigen  Biemann'- 
sehen  Flftcheo  Von  Friti  Hofmnnn.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Figoreu.  Halle  a.  8.  1688.  Louis  Nehert  50  8. 

,,Iüeniauu'sche  Flächen"  werden  zur  Abkürzung  die  hur  allein 
iu  Betracht  gezogenen  Flächen  genannt,  welche  zugleich  zwei  blättrig, 
sowie  geschlossen  sind,  aber  aucli  S'clhstdurchdringungscurven  be- 
sitzen. Die  erste  hier  gelöst^)  Auigabe  lautet:  einfach»^  Methoden 
anzugeben,  nach  welchcu  eiue  lUemauu'sche  Fläche  durch  stetige 
yerzerrung  identisch  gemacht  werden  kann  mit  aodorn,  besonders 
charakteristischen  Fischen  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dass 
sich  auf  ihnen  die  Untersuchung  topologischer  Fragen  hesonders 
ahersichtlich  gestaltet;  for  welche  insbesondere  jener  den  Biemaan*- 
schen  Fliehen  anhaftende  missliche  Umstand  wegftUt,  dass  die  geo- 
metrische Yorstellung  durch  das  Auftreten  der  8elhstdurchdringnags^ 
curven  gehindert  wird.  Die  zweite  geUiste  Aufgabe  ist  die  umge- 
umgebrte:  Methoden  anzugeben,  welche  eine  directe  Umwandlang 
einer  beliebig  vorgegebenen  igeschlossenen  Fliehe  in  eine  Biemann*- 
sche  Fliehe  gestatten.  H. 

Axonometrie  und  Perspektive  in  systematischem  Zusammenhange 
dargestellt  von  Dr.  Christian  Boyel,  Privatdoxent  am  eidgenösal- 
sobea  Polytechnikum  in  ZOrich  und  Assistent  ftr  darstellende  Geo- 
metrie. Mit  9  Tafeln  in  Steludmck.  Stattgart  1887.  J.B.Met8ler. 
57  8. 

Unter  der  Bezeichnung  „centrische  Axonometrie''  wird  nach  Vor- 
gang von  Guido  Hauck  die  Axonometrie,  Perspective  und  schiefe 
Farallelperspective  zoRammenbegriffen.  Bei  Bebandlnng  dieses  Lehr- 
gebiets, bestimmt  für  Zeichner,  ist  die  Anwendung  von  Rechnung 
mit  einigen  wonigen  Ausnahmen  vermieden  worden.  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung^  oentrische  Axonometrie,  sdiiefe  Parallel* 
spectite.  Der  Klarheit  des  Vortrags  kianen  wir  kein  Lob  speodeiu 

ücber  den  Zusammenhang  gewisser  topologischer  Thatsacben  mit 
neuen  Sitzen  der  höheren  Arithmetik  und  dessen  theoretische  Be- 
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deataog.  Ton  Dr.  Oskar  8i  mony,  a.  o.  Profewor  an  der  k.  k.  Hoch* 
nclinle  fta  Bodaicaltar  in  Wien.  Mit  2  Tafeln  and  1  Holzaehaitt. 
Sitznngsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wisseosdi.  XGYI.  Jnai  1687.  96  8. 

Es  wird  eine  Methode  vorgeführt  die  möglichen  Knotenverschlin- 
gongen  eines  undurchdringlichen  geschlossenen  Fadens,  d  h.  solcher 
Gestalten,  welche  aus  dem  kreisförmigen  Faden  durch  keine  stetige 
Deformation  hervorgehen  können,  unt»  r  fassliclic  Gesetze  zu  bringen. 
Zuerst  handelt  es  sicli  um  gesetzmässige  Erzeugung  solcher  Kuoteu- 
verschlingnngen.  Sie  werden  dadurch  zuwege  gebracht,  dass  der 
Faden  zersebnitten,  gewissen  Enden  gemeinsame  Botationen  erteilt, 
nnd  £e  Enden  naeb  Terschiedener  Anordnung  ?erknflpft  werden. 
Ein  dazn  dienender  Apparat  wird  bescbrieben  nnd  abgebildet  Die 
Berecbnung  fabit  zn  Sätzen  aber  die  Primzablen  nnd  ttber  Ketten- 
brache.  Zn  einem  eingehenden  Berieht  möchte  woi  der  Gegenstand 
zn  complicirt  sein.  H. 
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jede  BachliMidtiUiig  oder  auch  direkt  211  beziehea: 

Die 

Lebensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Bricfei  m  eise  f  rcMdUi« 

Eine  populäre  Astronomie  der  Fixsterne 

Ton 

M.  Willi.  Meyer. 

Mit  46  TextiUnstr.,  2  Tafeln  a.  1.  TltelbUd. 
Bellte  AanlatCniff. 
Qeh.  4  Mk.,  eleg.  geb.  5  Wl 

Das  Dresdner  Tageblatt  schreibt: 

„Der  bertthmte  Verfasser  hat  nicht  etwa  Wilhelm 
V.  HnmholtUs  Titel  nür  ndoptirt,  soudeni  es  ist  ein  so  er- 
keimtnistici'er,  iicberiswünliger  Zuc  in  dem  ausgezeich- 
neten Hu  che  vorherrschend,  dass  mau  es  ungern 
aus  der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
muss;  das  ist  eiü  geistvolles  Werk,  so  unter- 
haltend und  fesselnd  wie  belehrend  und  grössere 
Geslcbtspunkto  schaffend.  Wir  emjifddenda»  Bvch 
unter  votier  Vermaw&rtung  auf»  wärmHe,** 


In  nnaerem  Terlage  ertchieD: 

Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 

Prsf.  H.  €.  fi.  Alsrtiis, 

Direktor  de«  SoiphitB-Bealgjminasiaiw  in  Berlin. 

Grosse  Ausübe.  SU  Auflage.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 

7  Mk.  50  Pf 

Dass.    8ehul-Ausgabe.    Mit  ÖU  l  iguieu  im  Texte.    Geh.  Preis 
2  Hk.  60  Pf. 

Leipzig.  CA«  Koeh*s  YeriagsbnchhaDdlnng. 
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Antytifldie  Hechaiük.  7ott  J.  L.  Lagraugc.  Deatieli  her- 
aoBgegeben  tob  Dr.  H.  SerTni*  Berlin  1887.  Jnlimi  Springer. 
640  SL 

Die  erste  Autiagc  der  Mecanique  analytique  erschien  1788,  ?oii 
der  2.  Auflage  der  1.  Band  1811,  der  2t©  1815.  Der  1.  Band  und 
die  erste  Hälfte  des  2ten  ist  von  Lagrange  selbst  herausgegeben ;  die 
Vollendung  des  2.  Bandes  übernahuieu  Prony,  Garnier  uud  Lacroix. 
Eine  dritte,  von  Bertrand  veranstaltete  und  mit  Anmerkungen  ver- 
sehene Ausgabe  erschien  1853—1855.  Der  gegenwärtigen  deutschen 
Uebersetzung  liegt  die  2.  Ausgabe  zugrunde.  Ihr  voraus  geht  die 
Lebensgescbicbto  des  Verfassers,  Joseph-Lauis  euuite  de  Lagraugo, 
geboren  in  Turin  am  25.  Januar  1736,  gestorbou  iu  Tahs  am  10. 
April  1813.  Der  Verfasser  derselben  ist  nicht  genannt;  als  Quellen 
Bind  angefahrt:  M6m.  de  rinsUtat  1812,  Journal  de  TEmpire  1813, 
Yir^  et  Potel  nnd  Coeaali.  Hferanf  folgt  daa  YeraeiebiiiH  der 
Scbriften.  Lagrange  war  Stifter  der  Tnriner  Akademie,  ward  1766 
von  Eriedrich  IL  an  die  Akademie  in  Boilin  bemfen ,  nadi  denen 
Tode  er  ridi  1787  nach  Paris  begnb  and  nach  wahrend  der  Bero- 
lation  daaelbBt  TerUiel».  H. 

Elemente  der  Statik.  Von  L.  Poinsot.  Autorisirte  deutsche 
Ausgabe.  Nach  der  von  Bertrand  bearbeiteten  zwölften  Auflage 
des  französischen  Originals  heransgegeben  von  Dr.  H.  Servus.  Mit 
4  lithograpbirten  Tafeln.   Berlin  lö87.  Julias  Springer.   173  S. 

Ank.  4.  lUO.  m.  flu«.  S.  Btike,  T«U  TL  4 
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Dae  Werk,  welches  znerst  1803  erschien,  ist  schon  zweimal  ins 
Deutsche  übcrBCtzt,  nach  der  4.  Auflage  von  Lambert,  nach  der  5  ton 
von  Hartmnnn  Es  enthält  in  4  Capitoln  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Kraitepare,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der 
Systeme  von  Kräften,  die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  die  der  ein- 
fachen Maschinen.  Der  Herausgeber  hat  eine  kurze  Lebensgeschichto 
des  Verfassers  vorausgeschickt.  Hiernach  ist  letzterer  am  3.  Januar 
1777  io  Pari^  geboren  uud  am  lö.  Deccmber  lö5Ü  ebeudaselbst  ge- 
storben. £r  war  von  1806  bis  1824  GeneralJospector  der  Umver- 
sitftt,  ftttiserdflm  war  er  Iiehrar  am  PolTfcechnikam  und  ward  llit- 
glied  der  Akademie.  Zwei  Entdeckongen,  die  seinen  Bnhm  begründet 
haben,  beteiehnen  weienüiclie  Forlschritte  der  Wissenschaft:  die 
Theorie  der  Krftitepare  nnd  die  der  Kntation  nnd  Prftcession. 

H. 

Nene  Theorie  der  Bdbnng.  Ton  N.  Pe troff,  kaiserl.  ross. 
General-Hejor  dee  Genie-Goips,  Professor  an  .der  MiUtär-Ingenienr- 
Akademie  nnd  am  technologischen  Institute  sn  St.  Peterabnrg.  Mit 
Genehmignng  des  Veriassers  aus  dem  Russischen  übersetzt  von 
L.  Wurzel,  kais.  russ.  Collegionrath,  Ingenieur  des  Ministeriums 
der  Verkehrsmittel.  Von  der  kais.  russ.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  St.  Petersburg  mit  dem  Lomonosowpreise  gekrönte 
Schrift  Hamborg  und  Leipzig  1887.  Leopold  Voss.  187  & 

Die  Arbeit  zeichnet  sich  ans  durch  die  nngemeine  Beharrlichkeit, 
mit  wekfaer  der  Verfasser  die  Ursachen  der  grossen  Pifferensen 
zwischen  allen  Theorien  nnd  Beobachtungen  verfolgt  hat  Er  be- 
ruhigt sicfi  bei  keinem  ungenau  zutreffenden  Ergebniss,  sondern  zieht 
stets  die  Verschiedenheit  der  Umstände,  uuter  denen  die  abweichen- 
den Resultate  gewonnen  worden  «ind,  und  alle  möglichen  EinflQsse 
in  die  Untersuchung.  Allerdings  bleiben  bis  zuletxt  unberechenbare 
Elemente  in  den  Formeln,  so  dass  die  Anwendbarkeit  nnr  unter 
bestimmten  Beschränkungen  constatirt  werden  konnte;  jedenfalls  sind 
aber  die  Fonnoln  brauchbarer  als  die,  welche  er  vorfand.  Sein 
eigentliches  Ziel  ist,  die  Reibung  zwischen  ausreichend  geschmierten 
festen  Flächen  zu  bestimmen.  Er  fasst,  wie  es  schon  vor  ihm  ge- 
schehen ist,  den  Vorgang  in  diesem  Falle  als  Reibung  tüu  ilussig- 
keiten  aul.  Demzufolge  betrifft  der  gru.ssto  Teil  seiner  Unter- 
suchuugeu  die  Reibung  von  Flttssigkeitcu ,  die  durch  Rühren,  und 
zwar  von  kreisförmigem  Querschnitt,  strömen.  Voraus  geht  die 
Theorio  der  Bdbnng  zwicheo  trockenen  Fliehen,  jedoch  nnr  der 
Yollttttndigkflit  wegen  auf  bieheilgBm  Staudpunkt  Die  haoptsfich* 
liehen  ScUnssfolgwimgen,  die  er  aus  den  Untersachongeii  sieht, 
sind  folgende*  ffind  die  Maschinenteile  gut  an  einander  geschlossen. 
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reieblieh  gMebmiert  und  der  Bniek  nicht  ttbennftsBig,  berfllirea  «ich 
die  M etallteile  nicht,  so  ist  der  Beibnngswiderstand  das  Beraltat  der 
inneren  Beihnng  der  Schmierschicht,  jede  Ursache  also,  welche  die 
innere  Beibong  dieser  Schicht  ändert,  wird  anch  den  Reibungs- 
wideratand  des  Mascbinentoils  ändern.  Unter  sonst  gleichen  Be- 
dingungen ist  die  Reibung  der  MaschinenteUe  der  Grösse  der  Be- 
rührungsfläche der  sich  rcibcuJen  Teile  proportional.  Der  Reibungs- 
wi<lprsUiüd  ist  der  relativen  Geschwindigkeit  der  sich  reibenden 
Flachen  proportional.  Er  steht  in  umgekehrtem  Verhältnisse  zur 
Dicke  der  Schmierschicht.  Letztere  ist  bei  reichlicher  Schmierung 
der  Quadratwurzel  aus  dein  relativen  Normaldrücke  proportional. 
Wird  die  Form  der  lleihungstlilchcn  durch  die  Belastung  umgestaltet, 
so  verändert  sich  mit  der  iJickc  der  Schmierschicht  der  Reibungs- 
coefficicnt.  Der  Verfasser  hat  seine  theoretischen  Resultate  mit  den 
Versuchen  von  Hirn,  Kirchweger,  BOckeiberg  und  Thnrston  ver- 
glichen «nd  anch  selbst  umfangreiche  Yersnche  angestellt  H. 


Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  na<*h   der  kinetischen 

Theorie.    Von  Edmund  Toopler,  Dr.  philos.    Wien  1886.  Carl 

Gerold's  Sohn.   24  S. 
• 

Es  wird  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  einer 
Fläche,  anter  der  Annahme,  dass  die  Luftmolecttle  nnabhftngig  Ton 
einander  sich  in  allen  Richtuogen  bewegen,  berechnet  nnd  ala  Hanptp 
reanltat  die  Formel  gefunden: 

wo  V  die  Geschwindigkeit  der  Fläche ,  Sl  das  arithmetiiche  Büttel 
der  Geschwindigkeiten  (der  MolecQle?)  bezeichnet.  Wegen  allzu- 
^osser  Häufung  dunkler,  mehrdeutiger  Ausdrücke  und  unvollstän- 
diger Sätze  würden  wir  nicht  im  Stande  sein  mehr  über  die  Schrift 
zu  berichten  ohne  Gefahr  den  Gedanken  des  Yeriassers  zu  ver- 
fehlen. H. 


T  e  e  h  n  i  k. 

Die  Wirknngsgeselae  der  dynamo-elektriachen  Blasebinen.  Yon 
Dr.  F.  Auerbach,  Privatdooent  an  der  Universität  Breslau.  Mit 

84  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887.  A.  Harfleben.   260  8. 

Entsprechend  dem  wirklichen  geschichtlichen  Entwickelungs- 
gange,  demgemäss  die  Tiieorie  der  technischen  Verwendung  folgend 
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sich  in  wenigen  Jahren  zu  einem  nmfiuigreichen  Wissenszweig  ent- 
faltet hat,  wird  auch  hier  die  Tboorie  auf  ihrem  neuesten  Stand- 
pnnkte  im  Anschluss  an  dip  Technik  vorgetragen.  Die  Lehrgegeu- 
stände  sind  der  Reiho  na  Ii:  Batterieströme ,  Ik-wegung  im  magneti- 
schen Felde,  raagneteiektrische  Maschinen,  Gesetze  der  Magnete  nnd 
Elektromagncto,  dynamoelektrische  Maschinen  im  allgemeinen,  Be- 
obachtungen an  solchen,  ihre  Theorie,  Hanptschlussmaschinen, 
Nebenscblussmaschiueü,  Compoundmaschinon,  spccielle  Probleme.  Die 
AbbQdangen  sind  weiss  auf  schwarzem  Grunde.  Voraus  geht  9an 
Namen-  und  Saebregister  und  eine  Znsammenstellnng  der  Littieratar. 
Das  Bnisb  bildet  den  88.  Band  von  des  Terlegers  „elektroteebniscber 
Bibllotbek."  H. 


Die  Coastruction  der  magnetolektrischcn  und  dynamoelcküischen 
Maschinen.  Von  Gustav  G!  er  -  D  o  -  Cew.  Fünfte,  umgearbeitete 
nnd  vermehrte  Auflage  von  Dr.  F.  Auerbach,  Privatdoeeiit  ;iti  der 
Uuiv(  isität  Breslau.  Mit  bü  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  18t(7. 
A.  Hartleben.   253  S. 

Der  Inhalt  des  Bnches  ist:  Principien  und  bistorischo  Entwicke- 

Inng,  Maschinen  fOr  WechaelstrOme ,  ^laschinen  fOr  gleichgerichtete 
Ströme,  nnd  zwar  Ringmaschinen,  Trommelmaschinen,  verschiedene 
Systeme,  rnipolarmaschinen,  ferner  Constructionsdetails  und  Hülfs- 
apparate,  Anwendung  der  elektrischen  Maschinen  zur  Erzeugung  des 
elektrischen  Liebte»,  verschiedene  andere  Anwendungen,  nämlich  zur 
Galvanoplastik, zum  Schmelzen  und  zur  KcinmeUill  L,'(  winnTin^!,  mm  Tele- 
grapliiren,  für  Laboratorien  nnd  mediciuisclio  Zwecke  und  zur  Kraft- 
überUaguug.  Der  Anbaug  enthält  Foriutiu  zur  Construction  von 
Elektromagneten.  Ans  den  frühern  Auflagen  ist  der  Abscbnitt  über 
die  physikalischen  Gesetze  weggeblieben,  der  jetzt  durch  die  ge- 
sonderte Ausgabe  des  vorher  besiirochenen  Bachs  „Wirkangsgesetse 
etc.'*  —  vertreten  wird.  H. 

Tademecom  filr  BUektrotecbaiker.  Praktiaebei  Hilft-  nnd  Notisbnch 
filr  Ingenlenrei  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Uecbaoiker  n.  s.  w. 
Heraosgegcben  von  £.  Bobrbeck,  Ingenieur  für  Elektrotechnik, 
unter  Mitwirkung  des  Herrn  £.  Grünwald,  Ingenieur.  Fünfter 
Jahrgang  des  Kalenders  ffir  Elektrotechniker.  1888.  Hit  vielen 
Holsachnitten.  HaUe  a.  8.  Wilhelm  Knapp.  Sö2  8. 

Soviel  sich  bei  blosser  Durchsiebt  des  ßncbes  ohne  eignen  Be- 
irieb nrteiien  läset,  ist  darin  in  nmsichtigster,  vielseitigster  Weise  fftr 
alle  erdenklicken  Anwendungen  durch  praktisch  geordnete,  aas^ 
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reichende  Angaben,  beginnend  mit  der  abstracten  Wissenschaft  niid 
eingehend  anf  die  specicllen  Erfordcruisso  der  Praxis,  gesorgt.  An- 
zeigen oventacller  Desideraten  zur  Erg&nzung  für  spätere  Jahrgänge 
wtUrden  sonadi  nur  Sache  derer  seien,  die  das  Bach  gebraochen. 

H. 

Zeitschrift  för  ElektrotecLuik.  Organ  des  Elektrotechnischen 
Vereins  in  Wien.  Redacteur:  Josef  Kareis.  iV.  Jahrgang  1886. 
Wien  1886.  Selbetferlag. 

Der  4.  Jahrgang,  der  erste  welcher  im  Selbstverlage  dm  Yereins 
erscheint,  enthält  folgende  Abhandlungen  nnd  Vorträge: 

A.  T.  Waltenhofen:  Beiträge  snr  Anwendung  der  Geietae  des 
ElektromagnetismaB.  —  Tonionagalvanometer.  —  Aceomalätoren 
von  Farbaky.  —  Magnetlsimngscarve  bei  verschiedenen  Elsenaorten, 
Anwendung  zur  Bettimmong  der  Härte.  FrOhUch'sche  Theorie  der 
dymunoelektrischen  Mtsdiinen. 

J.  Säcic:  Die  elektriadien  Uhren. 

W.  Pe Ulbert:  «Berechnung  der  Eiektronugnete  bei  Gonponnd- 
Maachinen.  —  Transformation  der  Wärme  in  eleirtiiiebe  Eneigie. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrades  eines  Transformators.  —  Mitlleto 
Intfinsität  des  magnetischen  Feldes  M  Dynamomaachinea. 

Bysaelberghe:  Telephonie  auf  lange  Dista&i. 

Hammerl:  Verhalten  ringförmiger  ^lagnete. 

R.  V.  Fischer-Treuenfeld:  Militär-Telegraphie. 

J.  Zacharias:  £lektricität  als  Motor  fikr  Laad-  nnd  Waner- 
fiabrzeoge. 

M.  Burstyn:  Elektrische  Zandung. 

H.  V.  Jüptner:  Universal -Elektricitltsmesser. 

J.  Stephan:  Charaktei istik  einer  Wochselstrüinmaschine. 

M.  Juli  ich:  Best.  d.  luteus.  per.  veräud.  elektr.  Ströme. 

D.  Tumlirz:  Blitzableitersystem  von  Meisens. 
C.  Zickler:  Maguctisuungacurve. 

R.  Lewandowski:  Neuerungen  an  Inductionsapparaten. 

E.  Gerard:  Selbstinductioit  m  ek^ktrischeii  Leitoni. 

H.  Sack:  Specitiscbe  Induciiouäconstanteu  yüu  ötahl&täbon. 
J.  Kolbe:  Magnetische  Kraftlinien. 

C.  Gr a Winkel:  Ersatz  von  Telegr.  Batterien  durch  elektrische 
Maschinen.  —  Stromarbeit  in  oberird.  Telegraphealeitaagen. 

Kleiner  nnd  Hofveiiter:  Helligkeit  nnd  Arbeits veri»raach 
elektriacber  GlOhlampen. 

J.  Keisler:  Normal instrument  für  abs.  Messungen. 

F.  Bechtold:  Elektrische  Feuermelder. 
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F.  Drexler:  ELfkCrisehe  MMBinstramente. 
J.  Mofler;  Eüektr.  a  thenn.  Eigenteh.  t.  Sabldeuiigos. 
Streintc  ond  Aalioger:  Galvanische  Polarisation  des  Bleies. 
Auflserdem  viele  kftraere  AoHifttee.  H. 


Erd-  und  HimmelBkande. 

Oeonomie  (mathematische  Geographie)  gestutzt  auf  Beobacbtuug 

und  elementare  Berechnung.  Fflr  Lehrer,  Stadirende  ond  som  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Rcal- 
Bchule  „Philantropin"  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  16G  Holzschnitten  im 
Text  und  18  Figuren  tafeln,  wovon  12  mit  Sternbildern  aof  blauem 
Grunde.   Wien  im  Carl  Gerold'a  Sohn.  576  ö. 

Der  Name  „Geonomie^^  soll  der  beaeichneten  Doetria  die  8tel- 
Inng  dea  besondern  Teils  der  Astronomie  geben,  der  sich  auf  die 
Erde  als  Astroa  besieht  IHue  eigentümliche  Auffassung  möchte 
dadurch  kaum  ausgedrückt  sein,  da  die  mechanische  Theorie  für  dio 
Erde  keine  andre  ist  als  für  die  andern  Planeten,  die  tellorischen 
Vorgänge  nicht  ohne  Zuziehung  der  übrigen  Himmelskörper  erkl&rt 
werden  können,  bei  Bejrcnznng  de«?  I-ehrfstoffs  aber  die  gleiche  Frei- 
heit bleibt  wie  in  jeder  mathi  niatiHchcn  Geographie.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buchs  sind:  HüJiännttel  und  Vorbereitungen,  Gestalt 
und  Grösse  der  Erde,  Bewegung  der  Souue,  üebergaog  zum  Cop- 
percanischen  System,  der  Mund,  geuuoiiiische  Physili,  m  welchem 
letzten  auch  Ebbe  und  Flut  behandelt  ist.  Besonders  ausführlich  ist 
über  dio  Messungen  Auskunft  gegebeu:  es  werden  nicht  bloss  die 
HolfiBBdttel  and  Bereehaang  erklärt,  sondern  mehr  noch  die  facti- 
sehen  Messnugcn,  ihre  Schicksale  und  Erfolge  milfeteilt.  Die  An- 
wendangea  der  Mathematik  beechrftakea  sieh  aaf  die  elementare 
der  Schale,  irdche  durch  Yortrsg  einiger  Lehrea  voa  dea  Ooordi- 
natea  ind  Toa  der  Eliipse  erweitert  irird.  Dagegen  sind  aUe  Gegen- 
stiade  der  HimmelsdTaamik,  also  aach  die  Plaaeteabahaea  aar  qua- 
litativ in  Betracht  gesogen,  die  Kepler^schea  Gesetze  gar  aioht  er- 
widmt  H. 


Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik, Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus,  Direktor  des  Sophicn-Real- 
gymuasuiins  in  Berlin.  Mit  KNi  Figuren  im  Texte.  Zweite  Auflage, 
mit  vielen  Zusätzen«  Leipzig  IbÖÖ.   C.  A.  Koch.  388  S. 
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Die  1.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  b6m»rochen.  Die  gegett- 
wirtige  2.  Auflage  bringt  mehrere  Verbesserungen  nnd  viele  Zusätze, 
unter  andern  eine  Yeranschaulichung  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche; anch  sind  viele  geschichtliche  Bemerkungen  hinzugefügt,  für 
weiche  die  Geschichte  der  Astronomie  von  Kudolf  Wolf  (in  Bern) 
hauptsächlich  als  Quelle  benutzt  worden  ist  Da  der  Gesamtstoff 
för  ein  Halbjahr  bei  4  v\  üchentlicheu  Lehrstunden  als  zu  gross  er- 
achtet ward,  so  hat  der  Verfasser  darauf  gerechnet,  dass  das  Cupitel 
über  das  Erdsphäroid  in  einem  andern  Halbjahre  im  Auschluss  au 
das  stereometrische  Gebiet  bchauduii  werden  kuuute.  H. 

Hydrologische  Studien.  Von  Heinrich  Grav^,  behördlich 
autorisirter  uud  beeideter  Zivil-Ingenieur,  Architekt,  Mitglied  mehrerer 
gelehrten  Gesellschaften  und  wissenschaftlichen  Vereine,  Korrespon- 
dent 1  r  k.  k.  geologischen  Jüeichsaustalt,  etc.  I.  Heft  Wien  1887. 
Alfred  Uülder.  bi)  S. 

Diesem  1.  Hefte  boU  eine  noch  nicht  begrenzte  Reihe  «dteror 
Hefte  folgen.  Die  darin  enthaltenen  Arbeiten  gehen  ana  dem  im 
Vorwort  dargelegten  Gedanken  hervor,  dass  künstliche  Anlagen  zor 
Gewinnung  von  Natorproducten  und  zur  Bekämpfung  verderblicher 
Elemente  noch  grossenteils  ohne  gehörige  Kenntniss  der  Wege,  auf 
denen  die  Natur  dem  Menschen  ihre  Gaben  zufüftrt  nnd  die  Schäden 
inässigt  niid  ausgleicht,  unternommen  ^^t'rllcü,  dass  daher  der  mo- 
mentane Gewinn  beträchtlichen  Schaden  für  die  Zukunft  nach  sich 
ziehen  kann.  Die  einzelnen  Artikel  sollen  nun  der  Untersuchung 
dahin  einschlagender  Fragen  gewidmet  sein.  Das  1.  Heft  enthält  2 
Artikel.  Der  erste  gibt  eine  üebersicht  über  die  iiühenmos- 
suogcn  in  einem  Teile  Oesterreichs,  namentlich  ausgehend  auf  die 
Bestinunung  der  Hohen  der  Pegel  dsterreichischer  FIflsse,  and  stellt 
die  Kesnltate  znaammen.  Der  zweite,  „Stadien  Aber  die  Bildung 
nnd  Ergibigkeit  der  Quellen**,  geht  hauptBftchlidi  auf  den  JDnxeh- 
gftOf  des  Wassert  durch  Steinarten  ein  nnd  erOrtert  die  Terlnde- 
rnngen,  welche  der  natürliche  unterirdische  Wasserlanf  durch  künst- 
liche Ableitung  des  Wassers  erleiden  mnss.  H* 

Wetter-Telegraphie  und  Sturmwarnungen  in  Nordamerika»  Yon 
J.  G.  Hagen,  'S.  J.  Separat-Abdrudc  aus  den  „Stimmen  ans  Maria- 
Laach**.  Freibnrg  i.  Br.  1886.  Herder.  49  8. 

Die  Schrift  berichtet  Uber  die  Veranstaltungen,  welche  von  Seiten 
der  Vereinigten  Staaten  zum  Schutze  der  Landesproduction ,  des 
lUudels  und  der  Seefahrt  gegen  zerstörende  Wettervorgänge  durcii 
Auwendung  der  Telegraphie  und  der  Signale  getroffen  worden  sind. 
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Thrft  3  Abflcbnittd  bdiMiddB.  fliuMltt  gfWWrhfehtllclift  Entwidwlnffg  des 
WeCterdieiiste«,  dflsm  OrgaiüMitloii  imd  Tätigkeit  Die  Sdiati- 

massregeln  begannen  1819,  mehrten  und  erweiterten  sich,  bis  1870 
auf  Betrieb  des  Brigade-Geneials  Albert  J.  Myer  eine  Organisation 
ins  Leben  trat,  welche  ganz  anter  militärischer  Verwaltung  stand, 
aber  anch  von  vielen  andern  Seiten  Unterstützung  fand,  Von  ihr 
giengen  täglich  ü  mal  Wetter-Bnlletins  ans,  die  anfaugs  an  24 Städte 
tolegraphirt  wurden,  bald  nachher  auch  Wetterprognosen;  das  Ein- 
trotfcii  angesagter  Stürme  stieg  von  70  proc.  mit  der  Zeit  auf  88 
proc.  Die  Tätigkeit  der  liiötituüou  dehnte  sich  bald  anf  immer  mehr 
Ziele  aus:  auf  dem  Wiener  Meteorologen-CoDgress  1873  gewann 
Myer  die  Mitwirkung  aller  europäischen  Staaten  und  Culturstaateu 
aUer  Erdteile  zu  dem  Flaue  gleichzeitige  Beobachtungen  anzuordnen. 
Sie  neueste  Geschichte  mMet  von  Rackgaug  der  Erfolge«  an  dem 
die  Wendung  der  Olfentlichen  Mtinnng  nmftdist  gegen  die  Nordpol- 
üihrtoa,  didoreh  vermittelt  gegen  alle  Dntemehmnngen  zugunsten 
der  Inititiition  Mlrald  war.  Die  8  letalen  Abaehnitle  entiialten  Spe- 

Astronomischer  Wandkalender  für  das  Jahr  1888.  Gezeichnet 
von  P.  Manojluvits,  küuigi.  serbischer  Vice-Consnl.  Text  von 
Dr.  K.  Zelbr.   Wicü  1888.   Carl  Geruld'b  Sohn. 

Die  Gesamttafel  besteht  ans  3  Himmelskarten,  die  sich  Aber  die 
Zone  der  Ekliptik  erstrecken  and  die  Bahnen  der  Sonne,  der  Pia* 

neten  und  die  Oerter  des  Voll-  und  Neumondes ,  bei  festen  Fixstcr- 
neu,  im  Laufe  des  Jahres  18b8  darstellen.  Tabellarisch  stehen  dar- 
anter  die  Himmelserscheinongeu  für  jeden  Tag.  H. 

IfeteorologiBche  Zeitschrift.  Hentnsgeieiben  von  der  Oester- 
rdchischen  Oegellschafi  Air  Meteorologie  imd  der  Deutschen  Meteoro- 
logischen Gesellschaft  Bedlgirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  Dr.  W.  K  5  p  p  e  n  (Ilamburg,  See?rarte).  Vierter  Jahr- 
gang 1887  (zngl.  XXII.  Bd.  d.  Zeitschr.  der  Oesterr.  Ges.  fftr  Met) 
Beriin,  A.  Asher  n.  Qo. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlongen; 

Biormann:  Zum  Klima  der  Kanarischen  Inseln. 
Kleiber:  Periodische  Schwankungen  der  Atmosphäre  zwischon 
beiden  liaibkugelu  der  Erde. 

Lang:  Beobachtung  der  Schneobedeekung. 
Grossmann:  Zur  s^mopLisclien  Karte  d.  nordatlant.  Oc. 
Oberma^er:  Beobachtongsst^^tion  aa(  dem  Gipfel  de»  SonnbliclL. 
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Hann:  Geschichte  der  met  SüUion  auf  dem  Sonnblick.  —  Be- 
obachtangcn  dABolbst  —  BeobachtoBgen  der  österr.  Poiantation  auf 

J&u  Mayen. 

Erk:  Verticale  Yerteüuag  des  Niederschlags  am  Nordabhange 
der  bairischcn  Alpen. 

Ekhelm  und  Hag  ström:  Höhe  der  Wolken  im  Sommer  zxl 
Upsala. 

Draenert:  Kttstenklima  der  i'rüviuz  reruambuco. 
Hdllmann:  Jfthrliche  Periode  der  Niederschläge  in  den  deut- 
sehen  Hittelgebirgen. 

Liska:  Gewitter  in  Prag. 

Hugo  Meyer:  Unteraadningen  Aber  daa  Sftttigangsdefieit  — 
HIniigkeit  gegebener  Temperatmgnipiien  in  NorddeatscUand. 
Hoffmann:  Phtnologie  nnd  Wetterpregnoie. 

Fritz:  Resaltate  der  Polarlichtbeobaehtnngen. 

Woeikof:  Zam  Klima  von  Korea. 

R  ei  mann:  Gewittererscheinnngen  im  schlesischen  Gebirge. 

Neuraa y er:  Magnetische  LandeBaufDahmo  von  Frankreich. 

Koppen:  Einiges  über  Wolkonformfu.  -  Gewitter  TOm  13.  bis 
17.  Jnli  1884.  —  Haiui's  Atlas  der  Meteorologie. 

Vettin:  Einwirkung  der  bar.  Minima  und  Mazima  auf  dieBich- 
tang  des  Wolkenzuges. 

Upton;  Met.  Beobachtnngen  bei  Sonnenfinsternissen. 

Brückner:  Ueber  die  Zahlung  der  Kegentage. 

Ule:  Beob.  der  Wassertemperatur  in  der  Saale  bei  Halle. 

Thirring:  Zam  Klima  von  Ghina. 

Weihraücb:  Met  Beob.  an  Fort  Ba& 

Sei  dl:  Temperatorrerteilmig  im  OebieCe  der  Xirawaakmi. 

UttUer:  Ueber  Yeiinste  ftnaserer  Energie  bei  der  Bewegnng 
der  Luft. 

Linaa:  Ueber  einige  die  Wolken-  nnd  Lnflelekiricität  betreff 

londe  Probleme. 

Waehlowaki:  Die  NiederschlagsverbAltniBse  in  der  Bokowina. 

Brandis:  Regen  and  Wald  in  Indien. 

Boys-Ballot:  Ueber  simultane  Beobachtnngcn, 

Volger:  Quellentheoric  auf  meteorologischer  Basis. 

Augnstin:  Jährliche  Periode  des  Windes. 

Werner  Siemens:  Zur  Frage  der  Lnfstströmang.  H. 


Vermigchte  Schriften. 

Mitteilongen  der  Matbematiaehen  Oeaeilaciinft  in  Hasdmig.  Nr.  5. 
ausgegeben  1885.  Bedigirt  von  KrftiB,  AblbornondBoek.  Nr. 7. 
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8118g.  1887.  Red.  v.  Wagner,  Koldcwcy  und  Bock.  Nr.  8. 
ausg.  lbÖ8.   Red.  v.  Koldowey,  Hoppe  und  Bock. 

Der  Inhalt  von  Kr.  G.  ist  im  15.  litt.  Ber.  S.  38.  aufgeführt 

hi  Nr.  5.,  7.  nnd  8.  sind  folgende  Vortriige  (Beferst)  and  Ab- 
haodluugeu  mitgeteilt. 

Hoppe:  HistoriBcke  IfitteUviigen  snr  Elektridtatslehre  tuid 
Fotentialtheorie.  5. 

F.  H.  Reitz:  CJeber  den  Mareograph  für  den  Hafen  von  Mar- 
seille. &. 

Köpcke:  Oeber  die  Reihe  J^sin 

1 

Bock:  Hydrodynamik  nach  dem  üamilton'schen  Princip,  5.  — 
Ucber  eine  iicuu  zahlcnthcoretische  Function.   6.  7. 

Schulze;  Zur  Geschichte  der  hypcrgeoraetrischon  Reihe.  5. 

Kefcrstein:  Beiti'ag  zur  Theorie  des  Büiardspieles  5  — 
Kiiir  Methode  zur  Bestimmung  der  i)rimitiven  Wurzeln  der  Con- 
gruoii/  ij'^'^  ^  1  modp,  für  einen  reelleu  Frimzahhüüdul  p.  8. 

P.  Jaerisch:  Zur  Theorie  der  Lame'schen  Functionen.  7. 

Köpke:  Ueber  das  Princip  Ton  der  Condeniation  der  Singu- 
laritäten bei  Hankel  nnd  Dlni.  a 

Koldewey:  Ueber  einige  Entvickelongen  ans  der  Theorie  der 
Deriation  der  CoDipasae  an  Bord  eiserner  Schiffe.  6. 

E.  Liebenthal:  Bas  Potential  des  Ellipsoids.  8.  H. 


Proccediugs  of  tho  Gauadiau  lustitute,  Toronto.  Boing  a  con- 
tinuation  of  thc  ,,Canadian  Journal"  of  science,  iiteraturo  and  hi- 
atory.  Third  sories  Yul.  IV.  |  \N  li.^lo  Nü.  Yol.  XXII.  No.  146.] 
Toronto  18Ö7.  The  Copp.  Clark  Company,  limited. 

Der  4.  Band,  bestehend  aus  2  Heften,  enthalt  die  in  21  Sitzungen 
(gehaltenen  Vorträge.  Keiner  derselben  bertthrt  mathematische  oder 
physikalische  Gegenstände.  H. 

Bulletin  de  la  Soditö  Hathimatique  de  Frmoe.  P&Ui6  par  les 
Secrttaires.  (Red.  0.  Hnmbert)  Tome  ZV.  Paris  1887.  An  siege 
de  la  Socidt6. 

Der  15.  Baad  enthält  folgende  Abhandlungon. 

0.  Oallandrean:  Ueber  die  Entwickelong  der  Fanctionon  in 
Reihen  nach  der  Madanrin'schen  Formel  im  Falle  einer  reellen 
Variabein. 

Demartres:  lieber  die  Totalkrflmmnng  der  Fliehen.  —  Ueber 
einen  Ponkt  der  Fläohentheorie. 
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Jamet:  Ueber  das  aahannoniaohe  VdrhftltoisB  einer  Cum  3. 
Ordnung. 

A.-C.  Laisant:  Erümmangsradien  in  don  isogonalen  Trans- 
formationen. —  üeaer  Bcwe!«^  ^i^g  Fnndamentalsatzes  der  Theorie 
der  Gleichungen.  —  Ueber  die  nicht-isogonalen  ebenen  Xransfor- 
mationen.  —  Trigonometrische  Sätze. 

L.  Neu:  ArticuHiti  s  System  um  zu  einer  gegebenen  Curve  be- 
züglich auf  eine  Axc  die  syiiiinctrische  zu  zeichnen. 

11.  Perriü;  Ueber  das  System  von  4  bimultancu  binären  For- 
men, deren  2  linear,  2  quadratisch. 

A.-K  Pellet:  Abbendlang  aber  die  algebvaiiche  Theorie 
der  Gleichungen. 

E.  Gonreat:  Note  Aber  einige  paeado-eiliptiBche  Integrale. 
Anglin:  Sätze  ttber  die  Determinanten.  —  Deber  die 
Coeffidenten  des  allgemeinen  Gliedes  in  gewissen  Entwiekelongen. 

91.  d*Oeagnc:  Ueber  eine  Quelle  von  Identitäten.  —  Integration 
einer  recorrenten  Reihe,  welche  in  einer  Wahrscheinlichkeitsaufgabe 
auftritt.  —  Ueber  einen  in  der  Algebra  nnd  Analysis  ntttalicben 
Begriff. 

E.  Coniguoii:  Eine  graphische  Methode  der  Integration. 

G.  Fourct:  Bcmerkunir  über  gewisse  uumrrische  Üeterminanton. 

E.  Picard:  U^bor  die  hyperfuchsischen  Fuuctiouen,  welche  aus 
den  Jjyporgeoiiiuinbcheu  Reihen  mit  2  Variabclu  hervorgehen.  — 
Bemerkung  über  die  linearen  Gruppen  endlicher  Ordnung  mit  3 
Yariabeln. 

Garvallo:  Darlegung  einer  Caspary'scheu  Methode  der  Unter- 
suchung von  Cnrven  im  Baame.  Note  ttber  die  Yom  Dnbamel 
und  Lamö  erhaltenen  Ansdrüeke  fflr  den  Uebergang  von  Wärme  in 
nicht-isotrope  Körper. 

Lorch:  Kener  Beweis  der  Fnndamentaleigenschaft  des  ealer*- 
Bchen  Integrals  1.  Gattung. 

de  Preslei  Beweis  des  Trl^ieitsgesetzes  der  qnadratisclien 
Formen.  —  Entwickelnng  der  Jacobi'schen  Functionen  B  und  H  in 
Producte  und  Untersncbnng  der  Fnnetionswerte  bei  IMyision  der 
Periode  durch  eine  ganze  Zahl. 

Desire  Audr6:  Satz  über  die  quadratischen  Formen. 

II.  Poincar^:  Ueber  die  fundamentalen  Hypothesen  der  Geo- 
metrie. H. 

Matbesis,  recueil  math^matiqne  ä  Tnsage  des  ^les  speciales  et 
des  6tablissementn  d'instmclion  moyenne.  Pnbliö  par  P.Üansion, 
Professenr  ordinaire  ä  rUniferslt6  de  Gand,  Gonespondent  de  l'Aca* 
d6mie  royale  de  Bdgiqiie,  etc.,  et  J.  Nenberg,  Professenr  äl'Uni- 
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verait^  de  Li^ge,  Membre  de  la  Soci6t6  royale  des  sciences  de  Li^e, 
avcc  la  collaboration  de  plusieurs  I'rofcsBCurs  beiges  et  ^trangere. 
Tome  septi^me,  anu^o  1887.  Gaud  1887.  Ad.  Hoste.  Paria,  Gau* 
ibior-Villars. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Anfs&tze. 

Mister:  Eigenschaften  der  Agnesi'schen  Gturen. 

E.  Vigari6:  lieber  die  complementaren  Punkte. 

Tücher:  Ucber  den  triplicatorischea  Kreis. 

J.  Casoyt  Eif^rns(  haften  ürtu  r  fthulicheu  Figuren. 

Cesaro:  Bemerkungen  zur  intiiiitt  timalen  Geometrie. 

P.  H.  Schonte:  lieber  die  Normal  a  des  Winkels  o. 

E.  Catalan:  lieber  die  Dividirbarkeit  der  Zahlen. 

£.  Lucas:  Ueber  diu  neunte  vollkommene  ZahU 

Laiaant:  YerBebiedencFormalirnugen  einer  einzigen  Eigenschaft. 

A.  Servis:  Ueber  die  UnkebrlMurkeit  der  linearen  Transfor- 
mation«—  Qeometriscbe  InterprotaCion  der  qnadratiscben  Uiationilen 
TrtnsfonnatioD.  —  Geometrische  Interpretation  der  spedellen  qua- 
dratisehen  birationalen  Transfonnation.  —  Ueber  die  voUkommenen 
ZnUen. 

O  do  Longchampe:  Ueber  die  Beetificatlon  einiger  bemerkens- 
werten Cur?ea. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

J.  Nenberg:  Roberts'scbe  Kogel.  —  TransmatatloBeii  eines 

Dreiecks. 

M.  d*Ocagnet  Die  cykliscben  Coordioateu.  Einige  Eigen- 
schaften des  Dreieck». 

Yan  Dorsten:  Anwendong  der  Eigenschaften  dreier  ibolicben 

Figuren. 

M'Gay:  Ucber  die  Kiepert'sche  Hyperbel. 
P.  Manslon:  Weierstrass'scbe  stetige  Function  ohne  Differen- 
tial. (AoszQg.) 

Fr.  DernjUi  Lineare  Eneuguug  uuiger  Corren  su  vieiiMheii 
Elementen. 

Emmerieh:  Constnietions|irobleme  besnglich  anf  die  Geometrie 
des  Brocard'acben  Kreises. 

Schoentjes:  Ueber  eine  Erzengnngsweise  der  hyperboUscben 

Spirale. 

üierza  kommen  sahlreiGhe  Losungen  in  diesem  Journal  gestellter 
Angaben.  H. 

Attt  deUaBesloAeeademia  delLinoeL  Anno  GOLXXXIT.  1887. 
Serie  qnarta.  Bendioonti  pabUücati  per  cnra  dei  Segntart  TofamiA 
m.  JBoma  1887.  Y.  8almcL 
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Der  B,  Bind  eohiH  folgende  malhemtiaelM  ArbcSten. 

Kicci:  Ueber  die  covariaat^  Derivaüou  zu  einer  q^uüdratl- 
sehen  Differeutial-Form. 

TiBalli:  Ueber  die  Correlationen  (in  2  Räumen  Ton  $  Dimensio- 
nen),  welche  12  ElemaDttr-Bedingnngen  geuugen.  —  Ueber  die  von 
2  FoBdimentelfannen  2.  Gattoqg  ersengten  IlgoreD,  unter  denen 
eine  vielftche  Gorreq^ndenz  beetebt 

Pieri:  Ueber  das  Conespondens-Prindp  in  einem  beUebigen 
linetren  «  dimenriontlen  Baame. 

Brioscbi:  Ueber  die  byperelliptiechen  Fuuctionen  9, 

Bianchi:  Ueber  die  doppelt  onendlichen  Strahlensysteme.  — 
Ueber  Weingarteo's  Systeme  in  den  Räomen  constanter  Krammnng. 

Pinclierlc:  Constroction  neuer  geeigneter  analytischer  Ans- 
drttcke  zur  Darstellung  von  Funcfioncu  durch  ciiio  niK^ndlicliP  An- 
zahl eiuzcliior  Punkte.  —  Ueber  die  Yergloicbuag  der  Singularitäten 
zweier  analytisclioa  FuDctioneu. 

Voltorra:  Ueber  die  liiu areu  Differentialgleichungen.  —Ueber 
die  Functionen,  welche  von  anderen  Functionen  abhangen.  —  Ueber 
eiue  KrvitiLeruog  der  üieuiann'schen  Theorie  der  Functionen  com« 
plexer  Variabein. 

Abetti:  B^grÜfo  der  diristlidien  Kopbten  ond  Abeirinier  vom 
Kalender. 

Cnntoni;  Oo^jeetnren  ttber  die  Wirkung  in  die  Feme. 

Segre:  Ueber  die  algebiaiscben  Mannidifltltigfceiten,  die  von 
einer  einfaeh  anendlicben  fidbe  von  Räumen  gebildet  werden. 

BesBo:  Einige  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Siacci:  Ueber  die  Winiiel  des  weitesten  Warfes  (bei  Luft- 
widerstand). H. 

Thmsactions  of  tbe  Wagner  Free  Institute  of  Sdence  of  Pbila- 
ddphia.  PnUisbed  under  the  direction  of  the  Faoolty.  Toi.  L 
PbaadelpUa  1887. 

Diese  neue  Zeitsebrift  ist  der  Erforsehnng  des  Inlandes  in  Hin- 
siebt anf  Zoologie,  Botanik  und  Geologie  gewidmet  Das  Institut  ist 
1865  Ton  William  Wagner  (gestorben  im  Jan.  1885)  gegrOndet  und 
wird  verwaltet  von  einem  Cuimtorium  und  einer  Facoltftt  bestehend 
ans  4  Professoren,  die  seit  1885  regelmissig  Yorlesungen  ftir  freies 
Publicum  halten.  H. 

Annuaire  ponr  l'an  1H88,  publik  par  le  Bureau  des  Longitudcs. 
Avec  des  notices  bcicntiüques.  Prix:  1  fr.  50  c  Paris  18Ö8. 
Gautbier-Villars  et  Fils. 
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Dcpnis  Ig  7  measidor  an  IIF,  le  Bureau  des  Longitudes  n'a 
jamais  laise«'  passer  udo  aimöe  saus  publier  son  Annuaire.  Outre 
les  donnöes  pratitjues  qui  forment  lo  fonds  invariable  dp  cc  rccueil, 
celui  ijui  vient  de  paraltre  contient  des  articies  beaiu  uup  plus  eteudus, 
de  vöritables  Traitus,  sur  les  Monnaics,  la  Statisti(iuc,  la  Mindralogie, 
la  Meteorologie,  etc.  II  rcnferrre  do  plus  une  eloquente  et  luagistrale 
6tade  de  M.  Jaussen  sur  i  Ago  des  ttoilcs;  unc  Notice  daus  laquello 
M.  TAmiral  Moachez,  Dirccteur  do  rObscrvatoirc ,  a  r6uDi  toas  les 
remeigaemeiits  rdatifi  k  Texiention  de  la  Carte  pbotograpbiqae  da 
Cid,  dont  U  a  6t6  le  promotear;  des  Notes  de  K.  Conm  sur  les 
Calendriers  et  snr  la  Constraction  des  cadrans  solaires;  enfin,  le 
captWant  r6cit  d'on  voyage  accompli  par  H.  d'Abbadie  en  Orieot, 
pour  meeurer  des  eoordoDii6es  magn£tiqoes,  en  döpit  des  ignoranees 
et  des  maoTais  Toaloirs  rencontr^s  dans  cette  lointaine  exp^ditioo. 

aaathier-Villars  et  Fils. 
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